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Prefacio

Las matematicas financieras se aplican en la vida cotidiana de las personas y las empresas por lo que
resulta necesaria su cabal comprension pues, ademas de ser de gran utilidad, con ellas se cometen
errores que repercuten directamente en donde mds nos duele, esto es, en el bolsillo. La lectura del
presente texto y la solucion de los problemas que en él se presentan permitiran al lector adquirir los
conocimientos necesarios para comprender las implicaciones que tienen las variaciones del valor del
dinero en el tiempo.

Al igual que las cuatro ediciones anteriores, esta quinta ediciéon de Matematicas financieras tie-
ne como propdsito primordial presentar las herramientas matematicas necesarias para evaluar la
equivalencia del valor del dinero en diferentes periodos y circunstancias de la manera mas sencilla
posible, es decir, abordando los temas con la menor complejidad posible.

Con ejemplos didécticos, se lleva al lector paso a paso a la solucion de problemas practicos que
se presentan tanto en la vida personal como en la vida de los negocios. Los problemas estdn pensados
para que sean resueltos de forma manual o con ayuda de una calculadora electrénica ya que esto
permite que se comprendan cabalmente las circunstancias y la forma de resolver casos reales. Una
vez que se logra esta comprension, se revisa la utilizacion de la hoja de célculo electronica Excel® de
Microsoft®, incluyendo sus funciones financieras, lo cual permite, por un lado, ejercitar la resolucién
de ejemplos financieros en forma répida y, en segundo lugar, verificar que los calculos realizados
manualmente sean correctos. Sin embargo, es necesario recalcar la necesidad de tener una clara
comprension del planteamiento de los problemas y de la l6gica para su solucién antes de recurrir a la
hoja de célculo, pues con la misma velocidad con que se puede obtener la solucién correcta a calculos
complejos, se pueden cometer errores garrafales, provocados por un mal planteamiento o una pobre
comprension de la 16gica de los problemas financieros.

En lo esencial, se han mantenido sin cambios los temas que aborda el texto, precisando tnica-
mente algunos detalles sugeridos por profesores y estudiantes que lo han utilizado. La estructura
basica se mantuvo como sigue:

o Introduccion y conceptos bésicos (capitulo 1)

o Interés simple e interés compuesto (capitulos 2 y 3)

o Anualidades (capitulos 4 a 7 y 12)

o Amortizacion y tablas de amortizacién (capitulo 8)

o Depreciacion (capitulo 10)

o Inversion en bolsa de valores (capitulo 9)

 Probabilidad y tablas de mortalidad (capitulo 11), que es la base del capitulo 12 en el cual se tra-
tan las anualidades contingentes. Aqui, se modificé la tabla de mortalidad de la poblacion mexi-
cana dividida por sexos, en hombres y mujeres, adaptada ahora de la tabla “México: tabla de vida
por sexo y edad desplegada, 2010”, de Alejandro Mina Valdés de El Colegio de México, incluida
en el articulo “La obtencidn y proyeccion de tablas de mortalidad empleando curvas spline” de la
X Reunién Nacional de Investigacion Demogréfica en México, México, D.E, 3-6 de noviembre
de 2010.

En esta edicion se revisaron todos los problemas y ejercicios, y se modificaron numerosas can-
tidades y tasas de interés para adecuarlas a las circunstancias que prevalecen en los mercados finan-
cieros.

Por otra parte, se conservaron las principales caracteristicas de la edicién anterior y se actua-
lizaron las secciones de aplicaciones que incluyen algunos capitulos. No todos ellos contienen apli-
caciones porque en algunos no es pertinente (el de introduccién es uno de ellos) y en otros hubiera
resultado redundante (como en el de anualidades diferidas o como el capitulo 9 sobre inversiones
bursatiles que estd compuesto, practicamente en su totalidad, de aplicaciones).

Ademas, se actualizaron las secciones de “Uso de Excel®” de todos los capitulos por, al menos,
dos razones importantes: el uso de computadoras es ya una labor cotidiana tanto en el dambito laboral
como en la escuela y en el hogar, y Excel® de Microsoft es una herramienta muy ttil y ampliamente



difundida. Por otra parte, y tal como puede apreciarse en estas secciones, el uso de Excel® permite
importantes ahorros de tiempo y esfuerzo. Los ejemplos abundan, pero uno notable es en el célculo
de tasas en aplicaciones de anualidades, en el cual se utilizo la version 2010 de Excel.

Las secciones con Excel® estan referidas casi en su totalidad a los ejemplos que ya se resolvie-
ron en el texto, donde se presentan los conceptos y los procedimientos de calculo por lo que es facil
comparar la resolucion de los abundantes ejemplos en forma manual (es decir, con calculadora elec-
tronica) y utilizando este popular software.

También se actualizaron las secciones “Matematicas en internet” que aparecen al final de cada
capitulo, en la cual se proporcionan direcciones de sitios de internet en los que se puede encontrar
material adicional sobre los temas abordados que consideramos resultan de particular utilidad para
los lectores. Cabe mencionar que en esta seccion se redujo el nimero de sugerencias porque se de-
tect6 que habian cambiado o desaparecido las que se incluyeron en la edicién anterior. Es muy facil
encontrar material adicional mediante sencillas bisquedas en Google o Yahoo!

Por ultimo, se conserva la introduccidn a las anualidades crecientes, pues es un tema que cobra
especial interés en el marco de la reforma de los sistemas de pensiones, en virtud de la necesidad de
crear fondos de jubilacién que puedan ayudar a tener un retiro digno.
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CAPITULO

TEMARIO

1.1
1.2
1.3

14
1.5
1.6
1.7
1.8
1.9
1.10
1.1

Exponentes
Leyes de los exponentes

Exponente cero, negativo
y fraccionario

Logaritmos

Célculo con logaritmos
Redondeo

Progresiones aritméticas
Progresiones geométricas

Fundamentos

OBJETIVOS

Al finalizar el estudio del presente capitulo, el lector sera
capaz de:

e Explicar qué son los exponentes, los logaritmos y los
antilogaritmos

e Plantear y resolver problemas que impliquen su uso

e Explicar qué es una progresion aritmética y qué es una
progresion geométrica

e Plantear y resolver problemas que involucren progresiones

e Resolver ejercicios de exponentes, logaritmos y progresiones
mediante el empleo de la hoja de calculo de Microsoft® Excel®

Progresiones geométricas infinitas

Uso de Excel
Resumen



CAPITULO 1

Fundamentos

Exponentes

El producto de un numero real que se multiplica por si mismo se denota a x a o aa. Si el mismo
namero vuelve a multiplicarse por si mismo se denota a x a x a o aaa. Para simplificar este tipo de
expresiones se acostumbra utilizar una notacion abreviada tal que:

axa=a?

axaxa=a’
axaxaxaxa=a’

en la que al simbolo a se le llama base y al niimero escrito arriba y a la derecha del mismo se le deno-
mina exponente. Este tltimo indica el nimero de veces que la base a se toma como factor.
Por lo tanto, podemos decir que si # es un entero positivo y a es cualquier nimero real,

al=axaxax--a
n factores

El término a” se expresa como “a elevado a la n-ésima potencia’, donde a es la base y n es el ex-
ponente o potencia.

a) axaxaxa=a

b) bxbxb="b

) axaxaxbxb=ab

d) (—4)(—4)(-4)(-4) = (-4)*= 256

e) (=2)(=2)(=2)(6)(6)(6) = (—2)*(6)*=-1728

f) (1+0.05)(1+0.05)(1+0.05)(1+0.05)=(1+0.05)*=1.21550625
9 Q+NA+)A+)=01+i)

h - -d)---(1-d)=>0-4d)

1.2 Leyes de los exponentes

Siay b son nimeros reales distintos de cero, y m y n son enteros positivos, entonces se pueden apli-
car las siguientes leyes de los exponentes.

Para encontrar el producto de dos potencias de la misma base, se debe elevar la base a una potencia
igual a la suma de los exponentes.

am"x a"= am+n

a) @ xa=a**=a° d) (-2)? x (=2)}=(-2)**3=(-2)°)=-32
b) a*x a*=a**?=a° e) (5)(5)%(5)*=5'*"2t2=5=15625
€) 28x23=2%+3=25=64 F) QD21+ = (14245 = (1 + )7

Para encontrar el cociente de dos potencias de la misma base es necesario elevar la base a una poten-
cia igual al exponente del numerador menos el exponente del denominador.



1.2 Leyes de los exponentes

5 2 3
a) Loty 3 y—:yz’szy 3 e) 27_23—4:2—1205
az yS 24
10 24
by X 10-4_ 6 d) Z=0t3-9l=)
x? 23

Potencia de una potencia

Para elevar la m-ésima potencia de a a la n-ésima potencia se debe elevar la base a a una potencia
igual al producto de los dos exponentes.

(am)nzamn
) _EJEMPLO 1.2.3 |
61) (a2)3:a2x3:a6 d) (_32)3:_32x3:_36:729
b) (PP =x>0=xP e) (-1’ =-1"3=-1"=-1

¢) (27)1=2374=212=409

Para determinar la n-ésima potencia del producto de dos factores, se debe encontrar el producto de
cada factor elevado a la n-ésima potencia.

(ab)" =a"b"
) EJEMPLO 1.2.4 |
a) (ab)*=a?b? o (Bx)*=3%x*=81x" e) (2x5)2=22x52=4x25=100
b) (xy)3=x3y3 d) (3x2)3:33x2x3:27x6

Para determinar la n-ésima potencia del cociente de dos factores, es necesario encontrar el cociente
de cada factor elevado a la n-ésima potencia.

al _a"
b b"*
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a) b3xb4:b3+4:b7 g) (x4)5=x4><5=x20
by x*xx®=x?t0=x" h) ()5 = y2x6= 12
5
0 =xTi=y? i) (2a%)*=2%3"4=16a"
X
2
d) Llsz 15-10 _ .5 i) «? _x3><2_£
ylo y Y J yz _y2><2 _)/4
2.3
e) xs)’z:xsfzxyzq:xy k) 257y =2xx*"'x T =2xy?
x*y Xy
-\5 2 3 23 3,3
f) E1+l;2 :(l+i)5_2:(1+i)3 l) (( xy)z = )26 )2/ :23><x372><y3’2 :Sxy
1+i xy Xy

1.3 Exponente cero, negativo y fraccionario

Si a es un namero real diferente de cero, a° = 1. Esta aseveracion puede demostrarse aplicando la
regla del cociente de dos potencias de la misma base. Considere el siguiente cociente:

puesto que todo niumero dividido entre si mismo es igual a la unidad. Ahora, si se aplica la regla del
cociente de dos potencias, se tiene:

& _gmm=gd=1
am
) EJEMPLO 1.3.1 |
a) (5)°=1 ) —4x"=-4(1)=—4six#0
b) (Ba)=1 d) 0°=No es aplicable.
Si n es un entero positivo y a # 0.
L1
gt =
a’ .
Para comprobar (1.6), observe que, como antes se expuso: ;—5 =y2 =y
y? yxy 1
y, también: = ———=—
y YXYXYyXyxy 'y
2
Por lo tanto, y _ y‘3 = L



1.3 Exponente cero, negativo y fraccionario

Numéricamente, esta relacién puede demostrarse utilizando el siguiente ejemplo:

23:23*4:2*1
24
2_8_1
2t 16 2
3
Asi, 2 _ s, 1
24 2
) _EJEMPLO 1.3.2 |
¥ _aos_aa_ 11 (1+1)
a) =3 T=3T=g=1 0 — =1+ =1+i)" =
¥ ? 9 ) ey (1+i)
b) n’i: 4—7=m—3_i
m7 m3

Sea a la base de una potencia, y m/n el exponente al cual se encuentra elevada dicha base, entonces:

am’ =(Q/;)m =t

) _EJEMPLO 1.3.3 |
a) a1/3 — %/;
b) x1/2 :\/;

C) ylln — (l/;
d) (64)° =3/6?:(%_4)2= (4y=16

1 1 1
0 @)= = -1
(27)1/3 %/; 3

1/2
2

f [“ J — (@)= (g 2= g WD) g2 11
3

a2 \/Z

5/2-1/2 _ 4 4/2 _ 2

8 =X

x1/2

By (pV2)23 = yN2x23 06— U3 %/;

El uso de calculadoras electrdnicas ha simplificado la resolucion de problemas aritméticos com-
plejos. En la concepcién y manejo de este libro se considera que el estudiante dispone de una calcu-

ladora que posee la funcién y* que permite obtener logaritmos y antilogaritmos, ya sean naturales o
de base 10.

Resuelva las siguientes operaciones con el auxilio de una calculadora electrénica.
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a) V15 =152 =3.87298335

b) /120 =120"° =2.60517109

/3
0 3 125.846 x (0.357)2_ 125.846 x 0.127449 _ | 16.03894685
(15.6)*(0.674650) (59224.0896)(0.13976313) 8277.344134

d) 5000(1 + 0.05)> =5000(1.79585633) = 8979.281632

1/3
J = 0.12466990

1
e) 1000000 ——— =1000000(1.60)"° = 1000000(0.09536743) = 95 367.43164
(140.60)

(1+0.15)° -1  16.36653739—1

£ =102.4435826
0.15 0.15
1-(1+0.325)71%  1-0.05995718
9 ( L =2.89243944
0.325 0.325
) EJEMPLO 1.3.5 |

Resuelva las siguientes ecuaciones aplicando las leyes de los exponentes con auxilio de una calcu-
ladora electrénica.*

a) 150(1+i)** =450 ¢) 5000(1—d)* =1000
1000
iy =22 (I-d)y*=——
5000
(1+i)* =3 1-d =(0.20)"*
odl o —d =(1.49534878)— 1
1+i=33=3 d = 049534878
i= 324
i=0.04683938 d (1+i)?=(1+0.15)"

(1+1i) = (1.15)*12
b) 2(1+i)™* =1 :

i=(L15)"" -1
A+iyt =t _ (119
2 i=0.04768955
1 -1/4
(1+i):[j
2
i=(0.5"* -1
i=0.18920712
’ Ejercicios de las secciones 1.1 a 1.3
Simplifique:
a) a*xa® c) a?xa*xa® e) (3b) x (5b%) x (6b%)

C3

b) a®xa® d) bxbdx b2 i) -
c

*Cuando utilice la calculadora electrénica debe revisar el manual. En ocasiones le sera necesario emplear el inverso
del numero.



1.3 Exponente cero, negativo y fraccionario

4
¢ 1Y 3x%y’
g

n 222 m) (ab)! 9) (1.05)(1.05)10
a
i) () ) ﬁ ) 7 (1.30)%(1.30)1°(1.30)%
j) @ x () b 130
k) 2y)* x(4y*)* 0) {xz x x3 ]3
2yY yxyt

Simplifique:
a) X’ f @*)@?) D (2777)(256) 1
b) a°b® 9 b2y m) (1.05)7*(1.05)""2
C) al’3 x gl/2 h) (9x—2 )—5

b 1/2y-3 a’ -
d) V2 i () n) P

]) (a—2/3)—3

e) a1/4a3/5 k) (x2/3)3

al/z x_z
Simplifique, usando exponentes:

b xb J& )

) ) )
o T ) [(azﬁ)—z]

Resuelva las siguientes operaciones utilizando una calculadora electrénica:

0 ¢ (+018)" -1 B (125)7 3(1.30)?
0.18

p) 325° f) 8500(1+0.15)"* i) 025 30.64 40.82

¢) 40.485 30.36 9 1 @i Cen j)) (12873%3
0.60 (25.12)

; 27397

)

Y38

Resuelva las siguientes operaciones utilizando una calculadora electronica.

a) 100(1+1)* =200 ) (1+i)*=1.60
b) 5000(1+i)> =1500 2 (1+i)4=118
¢) 1250(1+1)% = 25000 h) (1+i)-1=50
d) 50000(1+:)"2° =3000 i) (1+i)* = (1+0.05)"

e) 10000(1+i)™* = 6000 7 A+i)2 = (1+0.30)



CAPITULO 1

Fundamentos

1.4 Logaritmos

Sea N un niimero positivo y b un nimero positivo diferente de 1; entonces, el logaritmo en base b del
nimero N es el exponente L de la base b tal que b* = N. El enunciado de que L es el logaritmo en base
b del nimero N se escribe como

L=logN
) _EJEMPLO 1.4.1 |
3=log,8 ya que 2°=38
4 =log, 81 ya que 3*=81
2 =log, 25 ya que 52=25

En la practica comun se utilizan dos tipos de logaritmos: los naturales, cuya base es el niimero
e=2.718281829..., y los logaritmos comunes, cuya base es b = 10. Ambos se pueden determinar
facilmente con ayuda de una calculadora electrénica o mediante tablas.

En seguida se mostrard la utilizacion de los logaritmos base 10 para simplificar calculos com-
plejos. Las leyes y procedimientos generales que aqui se tratardan también se pueden aplicar a los
logaritmos naturales, por lo que ambos pueden ser utilizados en forma indistinta.

Los logaritmos base 10 se denominan logaritmos comunes y para identificarlos se utiliza el
simbolo

L=log N=logN.
Los logaritmos naturales (base e) se simbolizan como sigue:
I, =log nat N=log N=1In

En lo sucesivo, la palabra “logaritmos” se referird a los logaritmos comunes (base 10). Por
definicidn, se tiene:

log 1000 =3 ya que 10*=1000
log 100=2 ya que 102=100
log10=1 ya que 10'=10
log1=0 ya que 10°=1

log 0.10=-1 ya que 10=0.10
log 0.010 =-2 ya que 102=0.010

log 0.0010 =-3 ya que 107 =0.0010

Es necesario destacar que N debe ser un niimero positivo, en tanto que el log N puede ser
cualquier numero real positivo, negativo o cero.

Dado que los logaritmos son exponentes de base b, las leyes de éstos les son aplicables y nos dan como
consecuencia tres leyes fundamentales de los logaritmos.'

! Para demostrar estas leyes, considere que: A=10%B=10"y C=10°
Por lo tanto, log A=a,log B=bylogC=c.

De esto se sigue que A x Bx C=10°x 10° x 10°= 10°*"*<,

A_ 10 _ois
B 10°
A"=(10°)" = 10
Con lo que se comprueba que log(AxBxC)=a+b+c=logA+logB+logC

log%:afb:logAflogB
log A"=na=nlog A



1.4 Logaritmos

1. Ellogaritmo del producto de dos niimeros positivos es igual a la suma de los logaritmos de los
nimeros

log (A x B) =log A +log B

2. Ellogaritmo del cociente de dos niimeros positivos es igual al logaritmo del numerador menos
el logaritmo del denominador.

log(ng logA—logB

3. Ellogaritmo de un nimero elevado a la potencia n es n veces el logaritmo del nimero.

logA"=nlog A

donde n puede ser cualquier niimero real.

Mediante el empleo de una calculadora electronica o tablas se determina que:

a)
b)
c)
d)
e)
1

log 2=10.301030 log 3 =0.477121; entonces:

log 6 =log (2 x 3)=log 2 +log 3=0.301030+0.477121 = 0.778151
log1.5=1og 3/2=1og 3—log 2=0.477121-0.301030 = 0.176091

log 9=1log 3* =2 log 3=2(0.477121) = 0.954242

log 30 =1log (3x10) =log 3+log 10 =0.477121+1=1.477121

log 0.02=log (2x107%)=1log 2+log 107> = 0.301030 + (—2) = —1.698970
log ¥/3 = log 32 = 1/2 log 3= 1/2(0.477121) = 0.238561

Todo nimero positivo puede ser escrito en la forma de un nimero basico B tal que (1 < B < 10)
multiplicado por una potencia entera de 10. Por ejemplo:

4354 =4.354x10°
65=6.5 x 10"
32=32x10°
0.25=2.5x%x10"
0.078=7.8 x 1072

0.00358 = 3.58 x 10~*

Para calcular el logaritmo de un nimero de éstos se procede como sigue:

Si N =4354=4354x10"
log (4.354x10° ) =1og4.354 +10g10® = 0.638888 + 3
Si N =0.00358=3.58 x10°
log (3.58 x107%) =10g3.58 + log10™> = 0.553883 3
) _EJEMPLO 1.4.3 |
Determine el niimero basico de los siguientes niimeros:
a) 20000 d) 20 g 0.02 i) 0.0002
b) 2000 e) 2 h) 0.002 ) 0.00002

¢) 200 f) 0.2
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SOLUCION:

Puesto que el nimero basico es un niimero B tal que 1 < B < 10 multiplicado por una potencia
entera de 10, se tiene:

a) 20000=2 x 10 e) 2=2x10° h) 0.002 =2 x 107
b) 2000=2 x 10° f) 02=2x10" i) 0.0002=2x 10
¢) 200=2x 102 g) 0.02=2x102  j) 0.00002=2x 107
d) 20=2x10'

EJEMPLO 1.4.4

Dado log 2 =0.301030, determine el logaritmo de los nimeros del ejemplo anterior:

SOLUCION:
Puesto que log 2 = 0.301030 se tiene:

a) log20000 = log(2x10*)=1og 2+ log10* =0.301030+ 4 = 4.301030
b) log2000=1log(2x10’)=1log2+log10’ =0.301030+3 = 3.301030

¢) log200=1log(2x10%)=1log 2+ log10* =0.301030+ 2 = 2.301030

d) log20=log(2x10")=1og2+log10' =0.301030+1=1.301030

e) log2=1log(2x10°)=log2+log10° =0.301030+0=0.301030

f) log0.2=log(2x107")=log2+log10~" =0.301030+ 1 = 1.301030

2 log0.02=1og (2x107?)=log 2+log107 =0.301030+ 2 = 2.301030
h) log0.002=1og (2x107*)=log 2+log 10~ =0.301030+ 3 = 3.301030

i) log0.0002=1log (2x107*)=1og 2+1og10™* =0.301030 + 4 = 4.301030
7) 10g0.00002 =1log (2x107°)=log 2+log 10~ = 0.301030+ 5 = 5.301030

Como puede observarse en el ejemplo anterior, el logaritmo de un nimero bésico es una
fraccién decimal no negativa (ya que log 10 =1 ylog 1 = 0) y el logaritmo de una potencia ente-
ra de 10 es, por definicién, un entero. Por lo tanto, el logaritmo de un nimero positivo estara
constituido por dos partes:

a) Una parte entera llamada caracteristica. La caracteristica es el logaritmo de la potencia ente-
ra de 10 y esta determinada por la posicién del punto decimal en el niimero. La caracteristi-
ca puede ser cualquier nimero entero, positivo, negativo o cero. Para N > 1, la caracteristica
es igual al nimero de digitos a la izquierda del punto decimal menos una unidad. [Véanse
los casos de a) a e) del ejemplo anterior.] Para 0 < N < 1, la caracteristica se determina por
el lugar que ocupa la primera cifra significativa a la derecha del punto decimal. [Véanse los
casos f) a j) del ejemplo anterior].

b) Una parte decimal llamada mantisa. La mantisa es el logaritmo del numero bésico y estd
determinada por la secuencia de los digitos del nimero sin importar la posicién del pun-
to decimal. La mantisa es un decimal positivo (o cero, si el nimero es una potencia entera
de 10).?

*Debe destacarse que el logaritmo de un niumero N tal que 0 < N < 1 se mostrara en la calculadora como un solo numero ne-
gativo que es el resultado de la suma algebraica de la mantisa positiva y la caracteristica negativa. En estos casos, el resultado
desplegado representa el logaritmo del inverso del nimero que esta calculandose, por lo cual la parte decimal del nimero ne-
gativo que se muestra no representa la mantisa. Por ejemplo, si

N=002=2x (102
log N = (log 2 x log 10) = 0.301030 — 2

la calculadora mostrara —1.698970 que es el resultado de la suma algebraica de 0.301030 — 2. El logaritmo desplegado es el co-
rrespondiente al inverso del nimero que se esta buscando,

1071.698970 — 1 1 — L — 2

101698970 = 5x10' 50
ya que 0.698970 =log 5 ylog 1 =log 10




1.5 Célculos con logaritmos

Determine la caracteristica y la mantisa de los logaritmos de los siguientes nimeros.
a) 959.84 b) 27.35 c) 0.026 d) 0.004321 e) 6.478

SOLUCION:
Cuando se determina la notacion cientifica de un numero, se tiene:

0959.84 9.5984 x 10* 2 0.982199
27.35 2.735 x 10! 1 0.436957
0.026 2.600 x 107 = 0.414973
0.004321 4.321 x 107 =3 0.635584
6.478 6.478 x 10° 0 0.811441

SiL =log N, N es llamado antilogaritmo de L y se denota como N = antilog L cuando L =log N. Por
ejemplo,

200 = antilog 2.301030  ya que log200=2.301030
0.5 = antilog 0.698970—-1 ya que log 0.5=10.698970 —1

El antilogaritmo de un logaritmo dado puede ser determinado mediante el empleo de una calcu-
ladora electronica o por medio de tablas.

EJEMPLO 1.4.6

Dado log 8.37 = 0.922725, determine el antilogaritmo de los siguientes logaritmos.
a) 2.922725 c) 0.922725-3 e) 0.922725-1

b) 1.922725 d) 3.922725

SOLUCION:

a) antilog 2.922725 =837.00 d) antilog 3.922725 =8370.00

b) antilog 1.922725 =83.70 e) antilog 0.922725 -1=10.8370

c¢) antilog 0.922725 — 3 =0.008370

) _EJEMPLO 1.4.7 ]
Utilizando una calculadora electrénica, determine el antilogaritmo de los siguientes logaritmos.
L=log N N=antilog L L=log N N=antilog L
a) antilog 4.25 =17782.79  d) antilog—-1.277366 = 0.0528
b) antilog 1.8 =63.0957 e) antilog —0.132460 = 0.737123

c) antilog —2.356547 = 0.0044 f) antilog 0.132460 =1.35662

1.5 Calculos con logaritmos

Como se establecié al principio del capitulo, los logaritmos han perdido importancia ante el adve-
nimiento de las calculadoras y computadoras electrénicas que permiten la realizaciéon de complejas

1
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operaciones aritméticas con rapidez y precision. Sin embargo, aun se utilizan para encontrar la so-
lucién de una ecuacion.
En esta seccién se presenta una serie de problemas resueltos mediante el uso de logaritmos.

Resuelva las siguientes operaciones por medio de logaritmos.

3
85347 x 15274 5.36)?(67.48)°
SR X0 b) (0.03768)*(6.354428)° o) & #
125386 (356.27)
SOLUCION:

85347 x15274
a) log| ———
125386

J =log 85347 +log 15274 —1log 125386

=4.931188 +4.183953-5.098249
=4.016892
antilog 4.016892 = 10396.62

b) log[(0.03768)*(6.354428)°]=2log 0.03768 + 6 log 6.354428
= 2(—1.423889) +6(0.803076)
=-2.847778 +4.818456
=1.970678

antilog 1.970678 = 93.471239

) (5.36)?(67.48)° 3: (5.36)*(67.48)° o
(356.27)% (356.27)%

{ (5.36)(67.48)°
log| 22 22

3/4
3
==—(21og5.36+310g 67.48 —2log 356.72)
(356.27)* } 48 & 8

3
=—[2(0.729165)+3(1.829175) —2(2.551779)]
4
3
=—(1.45833+5.487525 —5.103559)
4

3
=—(1.842296)
4

=1.381722
antilog 1.381722 = 24.083645

Determine el valor de la incdgnita i (que representa tasa de interés por periodo) si 1 000(1 — i)
=3 000.



SOLUCION:
a) Sise emplean logaritmos:

log 1000 + 3 log (1 +i)=1og 3000

1.5 Célculos con logaritmos

b) Por solucién directa:

1000(1 +4)* = 3000

13

3log (1+i)=log 3000 — log 1000 daiy 3000
+i)yY=——
log (1+ 1) = 128 3000 - log 1000 000
N3
~ 3477121-3 (1+i)°=3
log(1+z):f I

i =1.442249571-1
i=0.442249 = 44.22%

log (1+1i)=0.159040
(1+1) = antilog (0.159040)
1+i=1.442249
i=1.442249-1
i=0.442249 = 44.22%

Determine d (tasa compuesta anual de depreciacién) si

900(1 — d)*> =200
SOLUCION:

a) Sise emplean logaritmos: b) Por solucion directa:

log 900 + 3 log (1—d) =1og 200
3log (1-d)=1og 200 —1log 900 (1-d)* =200/900
2.301030—2.954243 (1—d)® = 0222222

3 (1-d)=30.222222

log (1-d)=-0.217737 "
(1-d) = antilog (- 0.217737) (1-d)=(0.222222)
(1-d)=0.605706

900(1—d)® =200

log(1-d)=

—d =0.605708—1
d=0.394292 —d =0.605706—1
d ~39.43% d=10.394293
d~39.43%

Determine el valor de # (nimero de periodo de conversion) si # son meses y

1000(1 + 0.05)" = 5000
SOLUCION:
a) Por logaritmos:
log 1000+ 7 log (1+0.05) =1log 5000
nlog (1.05) =1log 5000 —1og 1000
n(0.021189) = 3.698970 — 3.000000
- 0.698070
0.021189
n=32.9874
n = 33 meses
El tiempo en que un capital quintuplicara su valor dada una tasa de interés de 5% mensual
es de aproximadamente 33 meses.
Este tipo de problemas sélo puede resolverse mediante el uso de logaritmos.
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Determine el valor de n (nimero de periodos de conversion) si n representa semestres y

3500(1 + 0.25)™ = 500
log 3500 + [ log (1.25)] =log 500
-n log 1.25 =log 500 —log 3 500
—(0.096910) = 2.698970 —3.544068

_ ~0.845098
~0.096910
n = 8.72044

n~ 8.72 semestres

) _EJEMPLO 1.5.6 |
Determine el valor de n (nimero de pagos periddicos) si n son trimestres y
1+0.18)" -1
(0181 _y,
) 0.18
SOLUCION:

a) Por logaritmos:
(1+0.18)" —1=10(0.18)
(1+0.18)" -1=18
(1+0.18)" =1.8+1
(1.18)" =2.8
nlog1.18 =log2.8
log1.18
0.447158
"=

0.07188
n=6220723

n~6.22 pagos trimestrales

) _EJEMPLO 1.5.7 |
Determine el valor de n (nimero de pagos periddicos) si n son afios y
1-(1+0.50)7"
1-04050)"
) 0.50
SOLUCION:

a) Por logaritmos:
1—(1+0.50)™=25(0.50)
—(1.50)"=125-1
—(1.50)"=11.5
nlog 1.50 =log 11.5
log11.5
n=—8"2
log1.50
1.060698
n=

©0.176091
1= 6.023569

n = 6.02 pagos anuales



’ Ejercicios de las secciones 1.4y 1.5

Determine el logaritmo L.
a) L=log, (27)

b) L=log, (0.008)

¢) L=log, Jo4

d) L= log10 =1/4/100

e) L:logZ:\/éT4

Determine el numero N.

a) log N=3 c)log, N=1/2 e) log N=2
b) log. N=3 d) log. N=5

Determine la caracteristica de:

a) 8 c) 85900 e) 0.018
b) 5210 d) 3.25 f) 45.60

Determine la mantisa de:

a) 2 c) 0.020 e) 0.080
b) 0.20 d) 0.040 f) 8000

Determine el logaritmo comun de:

a) 24 c) 0.005 e) 158 g) 10000 i) 0.03720
b) 82.320 d) 7.489 f) 0.0001 h) 1 j) 10.25

Dado log 40 = 1.602060, determine el antilogaritmo de:

a) 2.602060 b) 0.602060 c) 0.602060 — 3
Determine el antilogaritmo de:

a) 2.5 c) 3.3640 e) —0.03785

b) 0.80 d) -3.0000 f) 19777

Mediante el empleo de logaritmos, resuelva las operaciones del ejercicio 4.
Mediante el empleo de logaritmos, resuelva las ecuaciones del ejercicio 5.
Mediante el empleo de logaritmos, resuelva las siguientes ecuaciones exponenciales.

a) 100(1 + 0.50)" = 500 e) (1.60)"=0.100
b) (1.05)=3 ) (1+0.18)"=1=0.35
¢) 3000(1 + 0.20)" = 10000 g) 1—(1+0.04)"=0.285

d) 10000(1 + 0.20)™ = 3000

1.6 Redondeo

En este libro se utilizaran las siguientes reglas para redondear:

1. El digito retenido permanece sin cambio si los digitos despreciados son menores de 5 000.
Ejemplo: 0.13783 se redondea como 0.1378 si se desean 4 cifras significativas.

2. Eldigito retenido se incrementa en 1 si los digitos despreciados son mayores de 5 000. Ejemplo:
0.68917 se redondea como 0.69 si se desean solo 2 decimales.

3. Eldigito retenido se convierte en par (se incrementa en 1 cuando es necesario) si los digitos des-
preciados son exactamente iguales a 5 000. Ejemplo: 0.235 se redondeard como 0.24 si se desean
2 decimales, en tanto que 0.14325 se redondeard como 0.1432 si se desean 4 decimales.

1.6 Redondeo
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Redondee las siguientes cifras a 2 y 4 decimales:

a)  30.82207 30.82 30.8221 d) 14.5349976 14.53 14.5350
b) 5.5517627 5.55 5.5518 e) 1.238902 1.24 1.2390
c) 2.3562178 2.36 2.3562 ) 1.1130500 1.11 1.1130

1.7 Progresiones aritméticas

Una progresion aritmética es una sucesion de numeros llamados términos, tales que dos nimeros
cualesquiera consecutivos de la sucesion estan separados por una misma cantidad llamada diferencia
comtn.

1,4,7,10... es una progresion aritmética cuya diferencia comun es 3.
30, 25, 20, 15... es una progresion aritmética cuya diferencia comun es —5.

Si se considera ¢, como el primer término de una progresion, d como la diferencia comtn y n el
namero de términos de la misma, se genera una progresion de la forma

t,t, +d,t +2d,t +3d....t +(n-2)d, t, +(n—-1)d

El dltimo término de una progresion sera igual al primer término de la misma adicionado de
(n —1) diferencias:
u=t+(mn-1)yd
En una serie de 3 términos puede verse claramente esto:
t,t, +d t +2d

El ultimo término (¢, + 2d) es igual al primer término (¢,) adicionado de (n — 1) veces la diferen-
ciacomun,yaquen=3,n-1=2.
La suma de una progresion aritmética puede escribirse como sigue:

S=t+t,+d)+(t+2d)+-+(u-2d)+(u-d)+u
pero también puede escribirse en forma inversa:
S=u+u—-d)+u-2d)+---+(t +2d)+(t, +d) + ¢,
Si se suman las dos expresiones término a término se tiene:

28=(t, +u)+(t, +u)+ -+ (¢ +u)+(t +u)
28=(t +u)

n
S=— (l‘1 + u)
2
Asi, la suma de una progresion aritmética de n términos es igual a la suma del primero y el ultimo

término multiplicado por » y dividido entre dos.
Sustituyendo (1.11) en (1.12) se tiene:

S= g[tl +[t +(n—1)d]:|

Simplificando: S= 2[2 t+(n-1)d]
2
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Determine el décimo término y la suma de la siguiente progresion aritmética 3, 7, 11...

SOLUCION:
a) Se determina el Gltimo término aplicando (1.11) y se considera: t, =3, n=10y d =4.

u=t+(n-1)d
u=3+(10-1)4
u=3+36
u=39

b) Para determinar la suma se aplica la férmula (1.12):
S=n/2(t +u)
$=10/2(3 +39)
S=5(42)
§S=210

Una alternativa de célculo es la férmula (1.13):

S=n/2[2t + (n—1)d]
S=10/2[2(3) + (10 — 1)4]
§=5[6+(9)4)]
S=5(42)

§$=210

Determine el ultimo término y la suma de la progresion aritmética 48, 45, 42... si cuenta con 15
términos.

SOLUCION:
a) Se determina el ltimo término. Para ello se debe aplicar (1.11) considerando que ¢, =48, n =15
yd=-3:

u=t +(n-1)d
u=48 + (15-1)(-3)
u=48+(14)(-3)
u=48-42=6

b) Lasuma se determina aplicando (1.12):
S=n/2(t, + u)
S=15/2 (48 + 6)
S=7.5(54)
S =405

El primer término de una progresion aritmética es: ¢, = —2 mientras que el ultimo es u = 48, y la
suma S = 253. Determine n y d.

SoLUCION:
Sustituyendo en (1.12) se tiene:
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S=n/2(t, +u)
253=n/2 (—2+48)
(253)(2) = n(46)
n=>506/46=11
En (1.11) se sustituyen los datos conocidos y se determina d:

u=t +(n-1)d

48=-2+ (11-1)d

50 =10d
d=5010=5

Conocidos t, =27, t, = 35, determine ¢, y S..

SOLUCION:
t, =t +6d=35-27
to=t +4d=27

Restando la ecuacion ¢, de ¢, se tiene que:
(t,+6d) — (t;+4d) =35-27
2d=38
d=8/2=4

Para determinar ¢, se sustituye en cualquier ecuacion y se tiene:

t,+6d=35
t,+6(4)=35
t,=35-24
t, =11
La suma se determina sustituyendo los valores conocidos en (1.12):
S=2(t,+u)
2

S, =7/2(11+35)

S, =3.5(46)

S, =161

Se recibe un préstamo bancario de $12000, el cual se acuerda pagar mediante 12 pagos mensua-
les de $1000 mas intereses sobre saldos insolutos a razon de 5% mensual. ;Qué cantidad de inte-
reses se paga en total?

SOLUCION:

El primer pago que debe hacerse serd de $1000 de capital mas $600 de intereses (5% de 12 000).
El segundo sera de $1000 mas $550 (5% de 11000); el tercero de 1000 mas 500 (5% de 10000), y
asi sucesivamente.

£, =600 d=-50 n=12
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Aplicando la férmula (1.13) se tiene:

S=ni2[2t, +(n—1)d]

S =12/2[2(600)+ (12 —1)(—50)]
S =6[1200+(—550)]
S=6(650)

$=3900

Deberd pagar $3900 de intereses.

’ Ejercicios de la seccion 1.7

Determine el tltimo término y la suma de las progresiones siguientes:

a) 11,23, 35... 12 términos d) 1/4,1/12,-1/12... 20 términos
b) 5,-3,-11... 10 términos e) 1.00, 1.05, 1.10... 12 términos
c) 1/2,5/8,3/4... 7 términos

Determine la suma de:

a) Los numeros pares de 1 a 100
b) Los nameros nones de 9 a 100
¢) Los numeros enteros multiplos de 5, de 10 a 500

En una progresion aritmética se tiene:

a) t,=8 t,=36; determine d, ¢y S,
b) t,=60 t,=5 determine d, ¢,y S,
c) t,=8t =9n=8; determine d, ¢, y S,
d) t =-5d=-1/4n=12; determine ¢, y Sn

Una empresa recibe un préstamo bancario de $30000 que acuerda liquidar en 10 pagos
semestrales mds intereses sobre saldos insolutos de 10% semestral. ;Qué cantidad total
de intereses debe pagar?

1.8 Progresiones geométricas

Una progresion geométrica es una sucesion de numeros llamados términos, tales que dos numeros
consecutivos cualesquiera de ella guardan un cociente o una razén comun. En otras palabras, esto
quiere decir que cualquier término posterior se puede obtener del anterior multiplicindolo por un
numero constante llamado cociente o razén comiin.

3,6, 12, 24, 48... es una progresion geométrica cuya razén comun es 2.
-2, 8,-32,128... es una progresion geométrica cuya razéon comun es —4.
t, tr, tr*, tr’, tr'... es una progresion geométrica cuya razén comun es 7.

Tomando el tltimo ejemplo se puede generar una progresion geométrica con 6 términos:
2 3 4 5
totntrs tr tri tr
De ella se desprende que el ultimo término es igual a:

u=tre-!
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y que una progresion con n términos adoptara la forma:

2 ... n-3 n-2 n-1
t, et NS A S N

La suma de esta progresion es igual a:
S=t+tr+tri+ - trt+tr i+t !

Luego, si se multiplican ambos lados de la ecuacién por 7, se tiene:
IS=tr+t i+t ek bt " "

Si se resta la segunda expresion de la primera se tiene:
S—rS=t +(tr—t,r)+(t,r* —t,r*)+-+ (1" —t

lrn’z)-i-(l‘lr”’1 —tlr”’l)—tlr”

S—rS=t —t,r"
Por lo que SA-r) =t —tyrn
_h —tr" _, (1-r")

Y er

S
1-r

a-r")

1-r

S=t

1

Es conveniente utilizar la férmula anterior cuando r < 1 y la expresion
(r"-1)
r—1

S=t,

cuando r > 1.
Una progresion geométrica sera creciente si la razén comun r es positiva mayor que 1.

EJEMPLO 1.8.1

Genere una progresion de 5 términos con t, =3yr=4.

SOLUCION: 3,12,48,192, 768

Una progresion geométrica sera decreciente si la razén comun r es positiva menor que 1.

EJEMPLO 1.8.2

Genere una progresion geométrica de 5 términos con £, =80y r=1/4.

SOLUCION: 80, 20, 5, 1.25, 0.3125

EJEMPLO 1.8.3

Encuentre el décimo término y la suma de los primeros 10 términos de las siguientes progresiones:

a) 1,2,4,8 b) (1+0.04)", (1+0.04)2 (1+0.04)3

SOLUCION:
a) Para determinar el décimo término se aplica la féormula (1.14) con t=1r=2:

u=t;r"!
u=1(2)"°"!
u=102y

u=1(512)=512
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La suma de la progresion se obtiene aplicando la férmula (1.15"):

n
-1
S:tl(r )
r—1
10 _
S=1(2 1)
2-1
1024 -1
S=1 0
1
§=1023

b) En la segunda progresion se tiene que:
f=(1.04), r=(1.04) yn=1

Para calcular el décimo término se aplica (1.14):

u=t;r""!
u=(1.04)"'[(1.04) 10!
u=(1.04)"(1.04)"°
u=(1.04)"
u=0.675564

La suma se determina aplicando la férmula (1.15) pues r < 1.

1-r"

S=t
L

S=(Lo4)" 1-[(1.04)']"°
' 1-(1.04)"
11-(104)"° 104

S=(1.04)
1-(1.04)7"  1.04

1-(1.04)710
1‘04)0L

S=(
1.04—(1.04)°
- 1-(1.04)"°  1-(1.04)"°
1.04-1 0.04
1-0.675554
§=——"""-=8.11089%
0.04

EJEMPLO 1.8.4

Una progresion geométrica tiene como primero y tltimo términos ¢, = 80, ¢ =5/4; r=1/2.
Determine ny S.

SoLUCION:
Sustituyendo los valores conocidos en (1.14):

u=tr""!
5/4=80(1/2)"""
5/320=(1/2)" "
164 =(1/2)"""

si se pone 1/64 en funcién de 1/2, se tiene:

1/64 = (1/2)° (ya que 2° = 64)

21
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Por lo tanto: (172" ' =(1/2)°
n—-1=6
n=6+1
n=7

Se aplica (1.15) para determinar la suma:

1_ n
S=t —
1-r
_ 7
S— 801 (1/2) ~ 80 0.992188
1-(1/2) 0.5
§=158.75

EJEMPLO 1.8.5

Una progresion geométrica cuenta entre sus términos con ¢, =8 y ¢, =512. Determine £,y S,.
SOLUCION:
Se tiene que , =t'r" !

2 45
t,=tr =8 y te=4r =512

De la primera ecuacion se despeja t; =—y se sustituye en la segunda ecuacion:
r

8
—1r° =512
’
8 5
T 512
2
8r’ =512
r* =512/8
r’ =64
r=(64)"3
r=4
Sustituyendo: tr*=8
2 _
t,(4) =8
t,(16)=38
8 1
t=—=—
16 2
Para determinar ¢, se aplica (1.14):
u=tr" -1
u=1/2(48"1
u=1/2(4)
u=1/2(16384)
u=_8192
La suma se calcula utilizando (1.15"):
n
-1
S=t
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S

1)4°-1
2)4-1
165535
S=| =
2) 3

§=10922.50

EJEMPLO 1.8.6

La inflacion de un pais se ha incrementado 40% en promedio durante los tltimos 5 afios. ;Cual
es el precio actual de un bien que tenia un precio de $100 hace 5 afios?

SOLUCION: n=6 t, =100 ty=1 r=(1+0.40)

Aplicando (1.14) se tiene: u=tr" -1

1=100(1.40)°""!
1=100(1.40)
u=100(5.37824)
u=>537.82

Puede esperarse que el precio del bien se haya mas que quintuplicado en ese periodo dada una
inflacién promedio de 40%, puesto que dicha inflacién se va calculando sobre la del afio anterior,
que a su vez lo fue sobre la del afio previo y asi sucesivamente.

EJEMPLO 1.8.7

La inflacién de un pais latinoamericano se ha incrementado 4% en promedio durante los tltimos
5 afios. ;Cudl es el precio actual de un bien que tenia un precio de $100 hace 5 afios?

SOLUCION: n==6 £, =100 te=1 r=(1+0.04)

Aplicando (1.14) se tiene: u=tr" -1

u=100(1.04)°"!
1=100(1.04)°

1 =100(1.2166529)
u=121.67

Como puede observarse al comparar el resultado de este ejemplo con el del ejemplo inmedia-
to anterior, los efectos de tasas elevadas de inflacién son muy importantes, puesto que con una
tasa de inflacién anual de 4% el precio del bien se incrementara 21.67% en 5 aflos, en tanto que
con un incremento anual de 40% los precios se incrementan 437.82% durante el mismo periodo.

’ Ejercicios de la seccion 1.8

Determine el tltimo término y la suma de las siguientes progresiones:

a) 7,35,175... 10 términos c) 2/3,2/15,2/75... 15 términos
b) 5,-20, 80... 8 términos d) 3/4,-1/4,1/12... 12 términos
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En una progresion geométrica se tiene:

a) t=4 t,=972; determine 7, £,y S,
b)t,=20 t,=1620; determiner, t, y S,
c) t.=8 t =05 n=9; determiner, t, y S,
dt=-1/8 r=-1/4 n=_8; determine ¢, y S,

e)t,=1.04 r=1.04 determine t,y S

Un jugador de ajedrez solicit6 al rey, después de haberle ensefiado este juego, que en
pago le diese 1 grano de trigo por el primer cuadro, 2 por el segundo, 4 por el tercero, 8
por el cuarto y asi sucesivamente. ;Cudntos granos debia darle por el cuadro ntimero 32?2
sCudntos granos debia darle por los cuadros 1 al 32? Imagine la cantidad si el tablero de
ajedrez tiene 64 cuadros.

Un equipo de computo con valor de $10 000 es depreciado cada mes 10% de su valor al
comienzo del mes. ;Cudl sera la depreciacién en el 120. mes?

Una persona deposita en un banco $5000. El banco le paga un interés mensual de 3%
sobre el saldo que tenga acumulado al principio del mes. Si dicho interés se reinvierte
mes a mes en la misma cuenta, ;qué cantidad habra reunido al cabo de un ano?

1.9 Progresiones geométricas infinitas

Considere la progresion geométrica
1, 1/2,1/4,1/8...

cuyo primer término es 1 y cuya razoén es r 1/2. La suma de los primeros » términos es

Snzl_(l/z)
1-1/2
1y
T1-12 1-12
g1
12

S, =2-2y""

Para cualquier n, la diferencia 2 — S = (1/2)""" es positiva, y se reduce a medida que crece n. Si n cre-
ce sin limite (tiende al infinito), se dice que S se aproxima a 2 como limite.

lim§ =2
n
n—> oo

En el caso de una progresion geométrica del tipo

2 3

L bntrs tr...
la suma de los primeros n términos puede escribirse como
n n
JLl=rt b hT
1
1-r 1-r 1-r

t
Cuando (-1 < r < 1), si n crece infinitamente, el término en 7" tiendea 0y S tiende a 171
—r

S:

n

Asi, se dice que

t
S=— cuando —1<r<l1
1-r

y se le considera la suma de una progresion geométrica infinita.



Determine la suma de la progresién geométrica infinita:
1,1/3,1/9,1/27...

SoLUCION:
Se tiene que t, = 1,r=1/3 yyaque (-1 <r < 1), se aplica la férmula (1.16)

(-1<r<1)
S=—t1
1-r
§=_1
1-1/3
_1
2/3
S=1.5

Determine la suma de la progresién geométrica infinita:

LRI
" 4716 64 256
SOLUCION: =1 r=1/4  yaque (-1<r<1)
1
S=—
1-1/4
_1
3/4
S=4/3

Determine la suma de la progresién geométrica infinita:
A+i)", A+i)2, (1+i)7, A+i)™
SOLUCION: t=1+i) yr=01+i)"

Aplicando la formula (1.16) se tiene que
o+t
1-(1+i)"

Si se multiplican el numerador y el denominador por (1 + i) se tiene:

_ (1+i) ><(1+i)
1-(1+iy1 (1+9)

Aplicando las leyes de los exponentes se tiene:

_ 1+i)'*! _ (1+1)°
Q+)-Q+) T A+ -1 +i)°

1

S (1+i)-1

S:f
1

1.9 Progresiones geométricas infinitas

25
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EJEMPLO 1.9.4

Transforme 0.555555... en una fraccion propia.’

SOLUCION:

El nimero 0.555555... puede escribirse como la suma de 0.50 + 0.05 + 0.005 +... Asi, se tiene una
progresion geométrica infinita en la cual ¢, = 0.50 y r = 0.10. Aplicando la férmula (1.16) se tiene:
G b _ 05 055

I-r 1-01 09 9

Transforme 2.533333 a un numero mixto.*

SOLUCION:
El nimero 2.533333... puede escribirse como la suma de 2 + 0.5 + 0.03 + 0.003 + 0.0003. ..

También puede escribirse como
5 3 3 3
24+ —+—+—+ ..
10 100 1000 10000

5
Asi, se tiene la suma de un namero entero (2), una fracciéon — y una progresion infinita que
tiene como primer término ¢, = 0.03 y como razén r = 0.10.

Al aplicar la férmula (1.16) a la progresién infinita se tiene:

5 4 5 003
2.533333... =24+ —+—L =244
10 1-r 10 1-0.1

2533333, 22424 08 5 5 3
10 09 10 90
2533333, 24 2 F3
90
2533333, =228
90

’ Ejercicios de la seccion 1.9

Determine la suma de las progresiones geométricas infinitas siguientes:

a) 0.2, 0.02, 0.002, 0.0002... d) 1,-1/4, 1/16,—1/64
b) 0.4, 0.04, 0.004, 0.0004... e) (1.05)7%, (1.05)72, (1.05)73---
¢) 1,1/5,1/25...

*Fraccion propia es aquella en que el numerador es menor que el denominador. Ejemplos:

Toda fraccién propia es menor que la unidad.
* Fraccion impropia es aquella en que el numerador es mayor que el denominador. Ejemplos:

Toda fraccién impropia es mayor que la unidad y puede escribirse con la suma de un niimero natural mas una fraccion, dan-
do origen a los nimeros mixtos.

5 2 2 7 1 1

—=l+—=1—. —=3+—=3—.

3 3 3 2 2 2
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26. Transforme en fraccién propia o nimero mixto los siguientes valores:

a) 1.111111... d) 0.353535 g) 2.522222
b) 2.055555... e) 0.777777 h) 1.848484
c) 3.0681818... f) 0.141414 i) 0.202020

27. Se deja caer una pelota de hule de una altura de 30 metros. Si cada rebote llega a 2/3 de
la altura de la cual cae, ;cudntos metros habra recorrido hasta alcanzar el reposo?

1.10 Uso de Excel

El paquete Excel cuenta con funciones especificas para calcular logaritmos y antilogaritmos natura-
les; cuenta también con una funcién para calcular logaritmos base 10 y permite asimismo determi-
nar el logaritmo de cualquier nimero en la base que se quiera elegir.

Estas funciones pueden activarse desde la opcion Insertar/Funcién que se encuentra en el ment
principal de Excel:

B3 Microsolt Excel - Librol

‘3] archivo  Edcifn Ver [ [nsertar | Formato  Hemamientss Datos Ventana 2 scrba una preg
A0S 9| ) et b B <10 <N & §|EEFEE %m0 D
R PR Bas . —

Al - ) Sohmnas

A l B Hola de cikulo E F [ & H | 1 b | K

1 Ml grsfico..
£ -
4
1z fe_Furchn.
17| Hombre »
I ol Comentan
19_3 Imagen »
E &l Disgrama.
% obieto..
14 | &, Hperyinculo,..  CirkrAR+K
15|
16|
117 |

o bien oprimiendo el botén f_que se localiza en la barra inmediata superior a las celdas de la hoja
de célculo a la que se suele denominar “barra de comandos”. Una vez que se accesa esta opcidn, se
selecciona la categoria de funciones Matematicas y trigonométricas y entre ellas aparecen las rela-
cionadas a exponentes y logaritmos.

'3 Microsoft Excel - Librol

fr__]&d'im Edicidn  Yer [nsertar Formato  Hemamientas Datos  Veptana 7

DEH R ¥ 9~ @ = -] e E_:n-.a eI N & 5 |EEEE oo € *
"L FLEY % | @ Wy g | WO Recponder Termin
PAGO - xw& =
| D ] E ] B ] G ] H ] ] ] J
ST Cam—
2 m 21
I Buscar una funcidn:
4
L. Escriba una breve descripcidn de b que desaa hacer v, &
5 Icm’!me:m haga dic i i LI
g © salsccionar una cabegoria: | Matemdticas v trigonomitr =
(6] Seleccionar una funcdn:
EN
10
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El uso de estas funciones se ilustra en el siguiente ejemplo:

B3 Microsoft Excel - Librot

‘%] grchivo Edcén Mer  [ncerta  Fomato  Hemamientas Catos  Veptans 7 Escrioa Lna pragunt
!Juu;!ﬁ-vv@z.im-eniau o [Na s E[E]EE] e w0 € @ E -
P2t %e T W[5 % (3 By g | 1Y Reponder con cambios... Terpinas revissin .l

Al - £ FUNCIONES LOGARITMICAS EN EXCEL
A | B 1 [=3 (1]

i FUNCIONES LOGARITMICAS EN EXCEL
(2|
3| Descripcion Férmula Resultado
|+ |Logaritmo base 2 =LOG(2,2) 1
s Logaritmo natural (base e) =LN(2) 0.693147181
s Logaritmo base 10 =LOG10(2) 0.301029996
T
& Antilogaritmo base 2 =2M 2
o Antilogaritmo natural (base e) =EXP(0.6931471805) 2
0 Antilogaritmo base 10 =10"0.3010289957 2

Para encontrar el antilogaritmo de un niimero de base distinta al nimero e, se debe emplear una
férmula con el siguiente formato:
b"L

Donde

b = base

A = simbolo de exponenciacién

L = logaritmo

En los ejemplos que se ofrecen en la imagen anterior, se muestran las férmulas para calcular el

antilogaritmo del numero 2 con base 2 y 10. Asi, el antilogaritmo se determina como sigue:

Antilogaritmo de 1 en base 2:

=2 2

Antilogaritmo de 0.301029995663981 en base 10:

=100.301029995663981 2

Excel puede ser también de utilidad para construir progresiones aritméticas y geométricas, pues per-
mite probar de manera rapida y sencilla los valores de ellas una vez que se conocen los valores de ¢
y d en el caso de las progresiones aritméticas, asi como los valores de ¢, y r en el caso de las progre-
siones geométricas.

En este capitulo se han estudiado tres temas que resultan ba-
sicos para comprender y manejar las matematicas financieras.

a) Los exponentes y sus leyes.
b) Logaritmosy antilogaritmos.
c) Progresiones: aritméticas y geométricas.

Un exponente nos indica el nimero de veces que un va-
lor llamado base debe multiplicarse por si mismo, y se ex-

presa en su forma general como 4" donde a es la base y n el
exponente.

Las operaciones que involucran exponentes estan regidas
por las siguientes leyes:

1. a"xa'=a""" 3. (@) '=a™
am

2. Z_=gm" 4. (ab)' =a"b"
aﬂ



7 a"’zL

ai’l
5. an=(da) =Y

Un logaritmo es el exponente al cual debe elevarse una

base para obtener un nimero determinado.
b*=N

Como exponentes que son, los logaritmos se sujetan a las
leyes que los rigen y, en virtud de ello, son de gran utilidad
para simplificar calculos aritméticos.

Tres leyes fundamentales de los logaritmos se derivan de
la aplicacidn de las leyes de los exponentes.

1. log (A x B)=log A +log B

(-4

5.
6. a’°=1

S|

2. log% =logA—logB

3. logA"=nlog A

Comprobacion del capitulo

Si ha leido el capitulo completo, el lector debe:

o Comprender el concepto de exponente.

» Conocer y aplicar las leyes de los exponentes.

« Comprender el concepto de logaritmos.

« Determinar el logaritmo comtn de un nimero.
« Comprender el concepto de caracteristica.

o Comprender el concepto de mantisa.

» Conocer y aplicar las leyes de los exponentes.

« Determinar el antilogaritmo de un logaritmo.

() Términos y conceptos importantes
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Asi, al aplicar logaritmos, la multiplicacién de dos niume-
ros se convierte en la suma de sus logaritmos, un cociente en
una resta y una potencia en una multiplicacion.

Una progresion aritmética es una sucesién de ntimeros
llamados términos, tales que cualesquiera dos niimeros con-
secutivos de la sucesion estan separados por una misma can-
tidad llamada diferencia comun.

Las progresiones aritméticas son la base tedrica del inte-
rés y del descuento simples.

Las progresiones geométricas son, a su vez, la base del in-
terés compuesto y las anualidades, y se definen como una
sucesién de nimeros llamados términos, tales que cuales-
quiera dos numeros consecutivos de la misma guarden un
cociente o razén comun.

En una progresién geométrica cualquier nimero poste-
rior se puede obtener del anterior multiplicindolo por un
nimero constante llamado cociente o razén comun.

o Efectuar célculos utilizando logaritmos.

» Comprender el concepto de progresion aritmética.

» Comprender el concepto de progresion geométrica.

« Comprender el concepto de progresién geométrica in-
finita.

 Resolver ejercicios que involucren exponentes, logaritmos
y progresiones utilizando la hoja de calculo Microsoft
Excel.

« Antilogaritmo » Exponente « Mantisa

» Base » Exponente cero « Progresion aritmética

o Caracteristica » Exponente fraccionario » Progresiéon geométrica

» Cociente o razén comun « Exponente negativo o Progresiéon geométrica infinita
o Diferencia comun » Logaritmo

\ Férmulas importantes

Exponentes

am x an:am+n

(am)n = g™

(ab)" = a™b"
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a= S:g[2t1+(n—1)d]

Progresiones geométricas
Logaritmos

u=tr-!
log (A x B) =log A +log B Y
A S:tl(l_r ) parar <1
log| — |=logA—logB 1-r
’ 5= 7D 1
log A"=nlog A =t . parar >
Progresiones aritméticas
u=t +(n-1)d Progresiones geométricas infinitas
1
t
Szﬁ(t1+u) S=—1— cuando (-1<r<1)
2 1-r
Ejercicios complementarios
1. Simplifique.
GRS 417\ ( 1,~417 \7
a) ax*xa’x’ 7 Gx Vx ) 2 () k) W
(9x*)(9x*)? y 1/5
3
b) a2y5 x b2y5 k) (592() I’l) (y—3 )—5 (yz )—2 l) (125—1/5)(125)—2/5
X
0 ax'xa’y’xx?y D) (x'y°) i) (a4y2 m) (1+0.075)7° x (1+0.075)
2
3 —4 -1
d) (3x°)(5x2)(2x°) m) % i) (@) n) (1.60)™* x (1+ 0.60)
y (1.60)°
| 5 | X2 x 12yt T 3 Simplifique hasta la minima expresion.
e) — n
Y Y <y a) -5(5)2= B (-64) =
¥y 27° ’
N = 0) dg? = : 203 _
y6 x3y5 b) —4a i) (64)
2.3 5 _ . _
9 % p) (1+0.06) x (1+0.06)2 ¢) (~4a)?= J) (-64)? =
yoxy -1
—2a)* —2/4 ~1/3 1
s (1.80)° x (1.80)° x (1.80)> g (2A X207 g (0P _
h) (d ) Q) (180) (za)—Z x a2/4 ( ) (a—3 )1/6
) @)Y x(2) (2 )_4 x4 )2 s
2. Simplifique. ) Yt (aa el {8(’( Yz ) } =
" () ()
a) 1° d) T 40 _ o4 g b
b f) ) = m) 11 =
B34 5 /8 14 4-2(4) a'b
b) (5a)° x (3a*)° e) [b”“) 2 573
g) (64)2/3: ”) I:ZXZ :| +|:64x3:| _
C) bl/S x b1/4 f) (x—Z)(x—S )(x3) 4x 27}/



_(a 1) x2 ]2/3 X [3ax 3x1/6]
p = /6 -

'xayuzT>< [3(11 Ab3:|73 [a1/4b]*2 v
g L y [x 2,3/4 4]

27 1/4 4 4
[ae]”
. Simplifique.
a) x2y3 c) a35><%1/0c17
a

\/b73><\3/a2b5 )
4/a3b7

. Determineel valor delasincdgnitas enlas siguientes ecua-
ciones.

Y _
a) 5%t1=3 e) 250;5%
b) (1+0.02)" =(10.765163)"* 0.01
¢) 100°% =(1+0.1)" f) 25025 =0+00D™
x_ 0.01
d) 500%23000

(1+0.04)4 -1

. Determine el logaritmo L.

a) L=log, (512) c) L=log, 33125
b) L=log, [IJ d) L=log, /10000
64
. Determine el numero N.
a) log N=0 d) log, N=1/2
b) log,N=-3 e) log N=0
¢) log.N=-1 f) log, N=3/2
. Determine la caracteristica de:
a) 125 f) 354
b) 347250 g) 1348
¢) 0.0000578 h) 40
d) 4.75862475 i) 172.35
e) 0.3 ]) 1.0005
. Determine la mantisa de:
a) 3 ) 0.50
b) 30 9 4
c) 300 h) 1.60
d) 3000 i) 9
e) 0.0003 ]) 2700

Ejercicios complementarios

10. Determine el logaritmo comun de:

1.

12.

13.

14.

15.

16.

a) 318 £) 1000000
b) 600 g) 45372000
) 8524 h) 0.0000045
d) 0375 i) 355
e) 7.32 j) 40

Determine el antilogaritmo de:

31

a) 1.301030 1) 2.602060
b) 1.301030 g) —0.901090
) —1.301030 h) 3.275
d) 0 i) 2.2335
e) 4.25 ) 0.901090

Exprese las siguientes relaciones con un solo logaritmo.
a) (log4)—(log6)+(logl0)=
b) (4log2)—(6log3)+log2’ =

1 1 1
c) (—logl16)—(—log64)+(—log27)=
5 g 3 g 3 g

d) (log5)-1=
e) log5-1)=
f) (log10)—(log5)+ (log 20)=

Resuelva las siguientes ecuaciones exponenciales me-
diante el empleo de logaritmos:

a) 1(1+0.80)" =10
b) (14+0.75)"=5

c) 1000(1+0.075)"=
d) 1(1+0.50)™"=0.10

e) 1(1+0.75)"=0.10

f) 100(1 +1.00)" =1
10000 g) (1+0.20)"=

h) 1-(140.05)"=0.5

Determine la suma de las siguientes progresiones.
a) 50, 60, 70, 80, 90, 100
b) 32,24,16,8

;Qué cantidad de intereses pagara un tarjetahabiente
bancario si adeuda $8 800 y los liquidara en 11 pagos
mensuales mds intereses sobre saldos insolutos a razén
de 5% mensual? ;Cudl serd el importe del altimo pago?

Determine el Gltimo término y la suma de las siguientes
progresiones.

a) 5,40, 320... 5 términos

b) -3,12,-48.. 8 términos

) = L L . 7 términos
7749 343

d Z _3 i . 10 términos

37 9727
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17. Un padre de familia decide formar un fondo de ahorro
que paga 3% de interés mensual, con el fin de costear los
estudios profesionales de su hijo de 8 afos. Inicia el fon-
do con $500 y determina depositarle el doble del saldo
existente en cada cumpleanos de su hijo hasta que éste
cumpla dieciocho afos. ;Qué cantidad debera depositar
en el decimoquinto aniversario? ;Qué cantidad debe-
rd depositar en el decimoctavo afio? ;Cudnto dinero ha-
bra depositado al finalizar el afio numero dieciocho?

18. La moneda de un pais se ha devaluado, respecto al ddlar,
arazon de 2% mensual durante el ultimo afo. Suponien-
do que este factor de devaluacion se mantuviera cons-
tante durante el préximo ano, scudl sera la paridad de
dicha moneda al cabo de 12 meses si actualmente es de
100 unidades por un délar?

19. Bajo el supuesto de una tasa de inflacién de 2% mensual
constante, ;cudl sera el poder adquisitivo de $1 al cabo de
12 meses?

20. Determine la suma de las progresiones geométricas si-
guientes.

Existen numerosos sitios en internet relacionados con los
temas que se abordan en este capitulo. Por ejemplo, una bus-
queda en Google de “sucesiones y progresiones” arroja 10 500
resultados, mientras que esa misma buisqueda en Yahoo! pro-
duce 224 000 resultados. Por otra parte, en YouTube existen
4 382 videos que abordan este tema. En esta seccion se mues-
tran sélo unos cuantos ejemplos de sitios utiles relacionados
con los temas tratados.

Exponentes

« Informacién y ejemplos sobre exponentes y radicales.

Leyes de los exponentes

« Leyes de los exponentes presentadas de una manera amena.

« Informacién y ejemplos sobre exponentes y radicales.

Exponente cero, negativo y
fraccionario

» Exponentes especiales: exponente cero, exponentes negati-
vos y exponentes fraccionarios.

a) 5,0.5,0.05, 0.005...

b) 1,1/10, 1/100...

¢) —1,1/10,-1/100...

d) (1+0.50)°, (1 +0.50)7, (1 +0.50)2...

21. El sefior Pérez debe $8 000. Toma la decisién de pagar
$800 al final de cada 6 meses para disminuir la deuda,
pero, ademas, debe pagar 2% por concepto de intereses.
;Cual serd el interés total que debe pagar?

22. ;Cual sera el tiempo que empleara una persona en sal-
dar una deuda de $2 000 si paga $250 la primera semana,
$260 la segunda, $270 la tercera y asi sucesivamente?

23. Una maquina con un costo inicial de $40 000 se deprecia
a una tasa de 5% anual sobre el valor contable al inicio del
gjercicio. ;Cual sera su valor contable al final del 50. afio?

24. Una investigacion arrojoé que la poblacion de una ciudad
se incrementara 8% anual durante 5 afos. Calcule el por-
centaje total en que aumentara la poblacién al final de los
cinco afnos.

« Pagina en la cual se ilustra la forma en que se utiliza la no-
tacion cientifica con nimeros muy grandes y con niimeros
muy pequenos.

« Video en el cual se ilustra como elevar un nimero a una
potencia, utilizando tres tipos diferentes de calculadoras
cientificas.

Logaritmos

« Definicién y propiedades de los logaritmos.

« Explicacion sobre logaritmos, antilogaritmos y ejercicios
resueltos.

Progresiones aritméticas
y Progresiones geométricas
o Aplicacién que permite generar los términos, el altimo

término y la suma para progresiones tanto aritméticas
como geométricas.



« Presenta un desarrollo muy completo, mas extenso que el
abordado en el texto, con relacién a sucesiones y progre-
siones.

« Documento que, aparte de repasar los conceptos basicos de
ambos tipos de progresiones, tiene una parte muy intere-
sante de aplicaciones titulada “Algunos problemas para re-
frescar las ideas” y que trata aplicaciones sobre 1) nimeros
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pentagonales, 2) leyenda del inventor del ajedrez (que, por
cierto tiene un error en los calculos, ;puede usted detectar-
10?), 3) “A vueltas con los bancos”, una aplicacién financiera,
4) las progresiones y el crecimiento de la poblacién; teorias
de Malthus, 5) la sucesion de Fibonacci y el nimero aureo,

y 6) la sucesion (1+ %)” y el ndmero e.






CAPITULO

Interes
simple

TEMARIO

2.1 Introduccién y conceptos basicos
2.2 Monto
2.3 Valor actual o presente
2.4 |Interés
2.5 Tasa de interés
2.6 Plazo o tiempo
2.7 Tiempo real y tiempo aproximado
2.8 Descuento
2.9 Graficas de interés simple
2.10 Ecuaciones de valores equivalentes

2.11 Aplicaciones. Ventas a plazo. Tarjetas de crédito. Préstamos
prendarios (empefio). Pagos anticipados de facturas

2.12 Uso de Excel
2.13 Resumen

OBJETIVOS

Al finalizar el estudio del presente capitulo, el lector sera
capaz de:

e Explicar los conceptos de interés simple, tiempo, capital, monto,
valor actual, tasa de interés, interés, descuento y ecuaciones de
valores equivalentes

e Distinguir y explicar la diferencia entre descuento real y
descuento comercial, asi como entre tiempo real y tiempo
aproximado

e Plantear y resolver ejemplos de calculo de tasa de interés,
tiempo, capital, monto, valor actual y descuento a interés
simple

e Plantear y resolver ejemplos de ecuaciones de valores
equivalentes a interés simple

 Resolver ejercicios y aplicaciones de interés simple utilizando
la hoja de célculo de Microsoft® Excel®
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CAPITULO 2

Interés simple

Introduccién y conceptos basicos

Suponga la siguiente situacion:

El sefior Lopez obtiene un préstamo por $20 000 que solicit6 a un banco, y acuerda pagarlo
después de dos meses, entregandole al banco $20 400. Este caso permite ejemplificar una operacion
en la que interviene el interés simple. El supuesto fundamental del cual se parte es que el dinero au-
menta su valor con el tiempo: el sefior Lopez obtuvo inicialmente $20 000 y pag6, dos meses después,
$20 400, esto es, los $20 000 que le prestaron mds $400 de interés que, de acuerdo con el supuesto
basico, es la cantidad en que aumentd el valor del préstamo original en dos meses. Desde el punto de
vista del banco, esos intereses son su ganancia por el hecho de haber invertido su dinero en el prés-
tamo, y desde el punto de vista del sefior Lopez, son el costo de haber utilizado los $20 000 durante
dos meses.

Los elementos que intervienen en una operacion de interés son, de acuerdo con el mismo ejemplo:

C = el capital que se invierte = $20 000
t = el tiempo o plazo = dos meses
I = el interés simple = $400
M = el monto = capital més intereses = $20 400
i =la tasa de interés
La tasa de interés refleja la relacién que existe entre los intereses y el capital; en el ejemplo,
400

i= =0.02
20000

Si se le multiplica por 100, este cociente indica que el capital gan6 2% de interés en dos meses,
pues $400 es 2% de $20 000. Luego, para convertir a la misma base, se acostumbra expresar tanto la
tasa de interés i como el tiempo f en unidades de afio, por lo que, segtin el ejemplo, ¢ =2 meses, y si
el afo tiene 12 meses, el tiempo expresado en unidades de afio es:

t =2/12=1/6
Y la tasa de interés, si es de 0.02 por bimestre, en 6 bimestres sera:

i = 0.02 (6) =0.12 o, expresado en porcentaje,
0.12 x 100 = 12% anual

La tasa de interés se puede expresar de dos maneras:

a) Endecimales: 0.12.
b) En porcentaje: 12%.

Es importante observar que ambas son solo expresiones distintas de lo mismo, s6lo que la pri-
mera es la forma algebraica de plantearlo, mientras que su expresién porcentual es la que mas
se utiliza cuando se le maneja verbalmente. Ademas, también es de uso comun hablar de ta-

. 4 . . « 0, b2
sas porcentuales de interés (por ejemplo: “con una tasa de 9% anual”).

En resumen, y abundando sobre el ejemplo,

C =$20000
I = $400
t=1/6
i=0.12

M = $20 400

y se puede observar que, en general, el monto es igual al capital mds los intereses:

M = C + 1
20 400 = 20 000 + 400

y el interés es igual al capital multiplicado por la tasa y por el tiempo:

I = C i t
400 = 20 000 (0.12) (1/6)



2.2 Monto

Combinando las dos expresiones anteriores:
M=C+Cit
M =20000+ 20 000 (0.12)(1/6) = 20 000 + 400 =20 400

Factorizando la expresion (2.3) se obtiene:

M=C(1+it)

Al factor (1 + it) se le conoce como factor de acumulacion con interés simple.
Otra relacién que se puede observar se obtiene despejando C en (2.4):

M
= = M@A+it)™?
(1+it)
M
C= = M(1+it)"! =20400(1.02)™" = 20400(0.980392)
(1+it)
C =20 000

Este caso podria pensarse, con las mismas cantidades, en los siguientes términos: el sefior Chavez
tiene una deuda de $20 400 que debe pagar dentro de dos meses. Si la operacion esta pactada a 12%
anual de interés simple, scudnto deberia pagar para saldar su deuda el dia de hoy?

La respuesta es, desde luego, $20 000. En este caso se comprendera por qué se acostumbra lla-
mar a esta cantidad valor actual de la deuda o, lo que es lo mismo, valor actual de la operacién.
Es necesario observar que el capital y el valor actual representan lo mismo, sélo que en contextos
diferentes: el capital es una cantidad que se invierte ahora para obtener después un monto superior,
y el valor actual es, precisamente, el valor que tiene en este momento una cantidad cuyo valor se ha
planteado en una fecha futura. En ultima instancia, ambos conceptos se pueden pensar y plantear
uno en funcioén del otro.

Mas adelante se presentan otros ejemplos, para ilustrar de manera mas clara los diversos con-
ceptos que se han explicado hasta aqui.

Monto

Un comerciante adquiere un lote de mercancia con valor de $3 500 que acuerda liquidar mediante un
pago de inmediato de $1 500 y un pago final 4 meses después. Acepta pagar 10% de interés anual sim-
ple sobre el saldo. ; Cudnto debera pagar dentro de 4 meses?

SOLUCION: C = 3500-1500=2 000
i =0.10
t =4/12=1/3
M = 2000[1 + (0.10)(1/3)] =2 000(1.033333)
= $2 066.67

Debera pagar $2 066.67, de los cuales $2 000 son el capital que adeuda y $66.67 los intereses
de 4 meses.

Una persona deposita $150 000 en un fondo de inversiones bursatiles que garantiza un rendi-
miento de 0.8% mensual. Si retira su depdsito 24 dias después, ;cuanto recibe?

37
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SOLUCION: C = 150000
i = 0.8% mensual
t = 24/30

M =150 000[1 + (0.008)(4/5)]
=150 000(1 + 0.0064)
=150 960

Observe que en este caso se plantea tanto el tiempo como la tasa en meses.

Valor actual o presente

Repasando, el valor actual, que equivale al capital, se puede encontrar despejando C en la formula
del monto (2.4), como sigue:

= =M@1+it)™
(1+1t) (A+i)

Una persona participa en una “tanda” y le toca cobrar en el decimoctavo mes. Si dentro de 18 me-
ses recibira $30 000, ;cual es el valor actual de su tanda, con un interés simple de 20% anual?

SOLUCION:
M = $30 000 es un monto, pues se trata de una cantidad de la que se dispondréd en una
fecha futura.
t=18/12=1.5
i = 20% anual

M 30000
C = =

(1+it)  [1+(02(15)) ]
C = 30 000/1.30 = $23 076.92

En este caso, $23 076.92 es el valor actual de $30 000, realizables dentro de 18 meses con 20%
anual de interés simple.

Un individuo compré un terreno por el cual pagd $195 000 el primero de enero, y lo vende el pri-
mero de junio del afio siguiente en $256 000. Considerando sélo los valores de compra y venta,
sfue una inversién conveniente la operacién que realizo si la tasa de interés de mercado era de
11%?

SOLUCION:

En este caso, para evaluar la conveniencia se calcula el valor actual de $256 000, 17 meses atrds, a
una tasa similar a las vigentes en ese lapso, para comparar esa cantidad con lo que pagé.

Pagado el primero
de enero Valor actual de $256 000, 17 meses antes, a 11% anual simple

256000 256000
T 14(17/12)(0.11)  1.155833
C =$221485.28
Gano $26 485.28, resultado de restar a $221485.28 (precio de venta), los $195 000 del precio de

compra, al haber invertido en el terreno en vez de haberlo hecho en una inversion bancaria o bur-
satil que habria tenido el mismo rendimiento de mercado.

195 000




2.4 Interés

Interés

Una persona obtiene un préstamo de $50 000 y acepta liquidarlo afio y medio después. Acuerda
que, mientras exista el adeudo, pagara un interés simple mensual de 1.5%. ; Cuanto debera pagar
de interés cada mes?

SoLUCION:
a) C =50000
t =1 mes
i =1.5%=0.015
I =50000(0.015)(1) = $750

Tendra que pagar $750 mensuales.
Puesto que la tasa de interés y el plazo estdn expresados en meses (la misma unidad para am-
bos conceptos), el calculo del interés es directo.

b) Pararesolver este mismo ejemplo, pero expresando las cantidades en periodos anuales (ya no
mensuales), se debe proceder de la siguiente manera.

SoLUCION: C = 50000
t =1/12
i = (0.015)(12) =0.18 anual
I = 50000/1/12)(0.18) = $750

Si alguien deposita $75 000 en una cuenta bancaria que ofrece pagar 0.35% mensual simple,
scuanto recibird mensualmente de intereses?

SOLUCION: C = $75000
i = 0.0035 mensual
I = $75000(0.0035)(1)
I = $262.50 mensuales

’ Ejercicios de las secciones 2.1 a 2.4

Se obtiene un crédito por $180 000 a 160 dias con 15% de interés anual simple. ;Qué can-
tidad debe pagar al vencerse su deuda?

;Qué cantidad por concepto de interés simple mensual produce un capital de $40 000 a un
interés de 13% anual simple?

Si una persona deposita hoy $50 000 a plazo fijo con 2.20% de interés mensual, y no retira
su deposito y reinvierte sus intereses, jcuanto tendra en su cuenta 3 meses después si la
tasa de interés no varia?

Una persona adquiere hoy un terreno que cuesta $220 000. Si suponemos que el terreno
aumenta su valor en forma constante y a razén de 0.2% mensual, ;cual serd su valor des-
pués de 2 meses?

Maria Eugenia desea adquirir un inmueble dentro de 2 afios. Supone que el enganche que
tendrd que pagar en esas fechas sera de $60 000. Si desea tener esa cantidad dentro de 2
afos, ;qué suma debe invertir en su depdsito de renta fija que rinde 0.8% de interés men-
sual simple?
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sQué cantidad se debe invertir hoy a 1.8% de interés simple mensual para tener $20 000
dentro de dos meses?

+Cudl es el valor de un pagaré por $5 000 que vence el 15 de septiembre si se considera un
interés de 5% anual simple y hoy es 11 de julio?

Para terminar de saldar una deuda, una persona debe pagar $3 500 el 15 de julio. ;Con
qué cantidad pagada hoy, 13 de marzo, liquidaria su deuda si se considera un interés de
6% anual?

Un mes después de haber obtenido un préstamo, José Luis debe pagar exactamente $850.
sCuanto obtuvo en préstamo, si el pago que debe hacer incluye intereses de 18% anual?

+Cudl es el valor actual de una letra de cambio de $ 9 000 que vence dentro de 60 dias, si la
tasa de interés es de 17% anual?

Una persona que cobra $5 000 mensuales de sueldo es despedida por problemas finan-
cieros de la empresa. En consecuencia, se le paga su correspondiente indemnizacién, que
incluye 3 meses de sueldo, dias por antigiiedad y descuentos por impuestos, lo que arroja
un saldo neto de $45 000. ; Qué ingreso fijo mensual le representaria al ahora desempleado
depositar el monto de su liquidacién en una inversién que paga 18% de interés simple
anual?

+Qué cantidad de dinero colocada en una inversién de renta fija que paga 10% de interés
simple anual produce intereses mensuales de $4507?

+Cuanto debe pagar por concepto de intereses una persona que tiene una deuda por $22 000 si
laliquida 6 meses después y le cobran intereses a razoén de 16% anual simple?

;Cudnto tendria que pagar mensualmente por concepto de intereses una persona que
adeuda $7 500 si le cobran 8% simple semestral?

Salomé tiene 2 deudas:

a) Le debe $80 000 a un banco que cobra 1.5% mensual.

b) Comprd a crédito un automovil; pagd determinado enganche y le quedé un saldo de
$125 000 que comenzara a pagar dentro de 8 meses; mientras tanto, debe pagar 12%
de interés simple anual durante ese lapso.

;Cudnto pagard en los proximos seis meses por concepto de intereses?

Los movimientos de la cuenta de crédito de un cliente fueron:

Saldo registrado el 14 de febrero $450 Cargo el 15 de abril $1 000
Cargo el 27 de febrero $150 Cargo el 30 de abril $100
Abono el 31 de marzo $400

Si el almacén cobra 14% anual de interés, ;qué cantidad debera pagar el cliente el 15 de
mayo para saldar la cuenta?

sCual es el saldo al 1 de junio de una cuenta de crédito a la que se le carga mensualmente
18% de interés simple anual y que ha tenido los siguientes movimientos?

1 de marzo Saldo $850
15 de marzo Abono $150
31 de marzo Cargo $450
15 de mayo Abono $200
31 de mayo Abono $250

Diez por ciento anual es un tipo razonable de interés de rendimiento del dinero. Por ello,
scudl de las tres ofertas de venta siguientes es mas conveniente para la compra de un terreno?

a) $90 000 al contado.

b) $45 000 al contado y el saldo en dos pagarés: uno por $25 000 a 30 dias, y otro por la
misma cantidad a 60 dias.

¢) $30 000 al contado y un pagaré de $64 000 a 30 dias.



2.5 Tasa de interés

A las tasas vigentes, scudnto rinde de intereses mensuales un millén de pesos en un depo6-
sito a plazo fijo de:

a) 28 dias? b) 91 dias? c) 180 dias?

A las tasas vigentes, ;qué cantidad se recibiria al final de la transaccion por un pagaré con
rendimiento liquidable al vencimiento por $50 000 a un plazo de 3 meses?

Tasa de interés

Se revisan aqui algunos ejemplos en los que se debe determinar la tasa de interés de operaciones con
interés simple.

Una persona compra un reproductor de discos compactos que cuesta $1500. Paga un enganche de
$800 y acuerda pagar otros $750 tres meses después. ;Qué tasa de interés simple pagé?

SOLUCION: C =1500 - 800 = 700, la cantidad que queda debiendo
t=3/12 = 0.25
I =$750 — $700 = $50
y, con I = Cit $50 = $700 i(0.25)
$50 = i(700)(0.25) = 175i
i = (50/175)
i =0.285714

Pagé un interés de 28.57% anual.

Una persona compr6 un terreno el 1 de enero en $195 000 y lo vendié 17 meses después en
$256 000. ;Qué tasa de interés simple anual le rindié su inversién?

SOLUCION: C =195000
M = 256 000
t = 17/12 anos
i=2
de M =C(1 +it) 256 000 =195 000[1 + i(17/12)]
256000
=1+17/12i=1.312821
195000
17i
—=1.312821-1=0.312821
12
i 12(0.312821) 0220814
17

La tasa es de 0.2208 anual simple 0 22.08% anual simple.
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sCual es la tasa de interés simple mensual equivalente a una tasa de 54% anual?

0.54
i=——=0.045 0 4.5% mensual
12

sCual es la tasa de interés mensual simple equivalente a una tasa de 0.165 semestral?

0.165
i=—""=0.0275=2.75% mensual
6

Plazo o tiempo

sEn cuanto tiempo se duplica un capital invertido a una tasa de 19% de interés anual simple?

De M =C(1 +it) suponiendo M =2y C=1
2 =1[1+(0.19)¢]
1+0.19¢t=2
019t=2-1=1
t=1/0.19
t =5.26 afios

0.26 anos = 365 (0.26) dias = 94.9 dias
t =5 anos y 95 dias, aproximadamente

Observe que para resolver este problema so6lo se necesitd suponer un monto igual al doble de cual-
quier capital. Si se utiliza M =30 C= 15

30 =15(1+0.19¢)
30/15=1+0.19¢
2=1+0.19t¢
t =1/0.19 que es la misma expresion que se obtuvo antes

sEn cuanto tiempo se acumularian $5 000 si se depositan hoy $3 000 en un fondo que paga 1.2%
simple mensual?

M =5000
C =3000
i =0.012 mensual

5000 =3 000(1 +0.012¢)

20 140012t

3000
1.666667 =1+ 0.012 ¢
0.012 t = 0.666667
t =0.666667/0.012
t =55.56 meses



2.7 Tiempo real y tiempo aproximado

Como la tasa i estaba dada en meses, el resultado que se obtiene en ¢ también estd en meses, y 0.56
meses = 0.56 (30) dias = 16.8 dias; entonces, se deben depositar hoy $3 000 a 1.2% mensual simple
durante 55 meses y 17 dias, aproximadamente, para acumular la cantidad solicitada.

Tiempo real y tiempo aproximado

Existen situaciones en las que el plazo de una operacion se especifica mediante fechas, en lugar de
mencionar un niimero de meses o afios.

;Cual serd el monto el 24 de diciembre de un capital de $10 000 depositado el 15 de mayo del mis-
mo aflo en una cuenta de ahorros que paga 19% anual simple?

C =10000
i=0.19
t=2

a) Para calcular el tiempo real es necesario determinar el numero de dias que transcurren entre
las dos fechas (observe que el 15 de mayo no se incluye, ya que si se deposita y retira una can-
tidad el mismo dia, no se ganan intereses).

16 dias de mayo

30 dias de junio

31 dias de julio

31 dias de agosto

30 dias de septiembre
31 dias de octubre

30 dias de noviembre
24 dias de diciembre
223

Y, t=223/365
M=10000[1 + (0.19)(223/365)]
M=10000(1.116082)
M=11160.82

b) En muchos casos se calcula el tiempo en forma aproximada, contando meses enteros de 30
dias y afios de 360 dias.
Por lo tanto, del 16 de mayo al 15 de diciembre hay 7 meses, mas 9 dias del 15 de diciembre
al 24 de diciembre:
7(30) + 9 =219 dias
t =219/360
M =10000 [1+0.19(219/360)]

=10000(1.115583)
=11155.83

Aunque ocasiona diferencias en los valores que se obtienen, se utiliza el cdlculo aproximado del
tiempo debido a que es mas sencillo y es comtn su uso en transacciones comerciales.

El 11 de julio se firmé un pagaré por $1 700 con 18% de interés. ;En qué fecha los intereses llega-
ran a $150?
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a) Con tiempo exacto:

I=150
C=1700
i=0.18
I=Cit
150 = $1700(0.18) ¢
150 = $306 ¢
150 . , -
t= 306 =0.490196 afios, pues la tasa estd en anos
0.490196(365) = 178.92 o, aproximando, 179 dias
Al 31 de julio 20
Al 31 de agosto 20+31 =51
Al 30 de septiembre 51+30 =81
Al 31 de octubre 81+31 =112
Al 30 de noviembre 112+30 =142
Al 31 de diciembre 142 +31 =173
Al 6 de enero 173+ 6 =179

El 6 de enero del afo siguiente se acumulan $150 de intereses.

b) Con tiempo aproximado.

t=0.490196 [igual que en a)]
0.490196(360) = 176.47 o, aproximando, 177 dias

Como sabemos, 177 dias son 5 meses y 27 dias, por lo que del 11 de julio mds 5 meses = 11 de di-
ciembre. A partir de esta fecha mas 27 dias = 7 de enero.

’ Ejercicios de las secciones 2.5 a 2.7

Encuentre el interés simple:

a) realy
b) aproximado u ordinario de un préstamo de $1500 a 60 dias, con 15% de interés sim-
ple.

sQué forma de calcular el tiempo, real u ordinario, produce una mayor cantidad de intereses?
De acuerdo con el tiempo ordinario, ;cuantos dias transcurren desde el 15 de marzo hasta
el 18 de diciembre?

De acuerdo con el criterio real, ;cudnto tiempo transcurre desde el 14 de mayo hasta el 15
de noviembre?

sA qué tasa de interés simple anual $2 500 acumulan intereses por $250 en 6 meses?

sA qué tasa de interés simple se duplica un capital en 20 meses?

sEn qué tiempo $2 000 se convierten en $2 500 a 14% de interés simple anual?

Una persona le presté $400 a un amigo, y 4 meses después le cobrd $410. ;Qué tasa anual
de interés pago el amigo?

El sefior Martinez obtiene un préstamo por $2 000 y paga después de 8 meses $2 200. ;Qué
tasa de interés mensual simple le cobraron?

Una bicicleta cuesta $800. Un comprador paga $500 al contado y el resto a 60 dias, con un
recargo de 5% sobre el precio al contado. ;Qué tasa de interés anual simple le aplicaron?
sCudl es la tasa de interés simple proporcional bimestral equivalente a una tasa de 16%
anual?

+Cudl es la tasa simple anual equivalente a una tasa trimestral simple de 5%?

;Cudl es la fecha de vencimiento de un pagaré firmado el 15 de junio a un plazo de 180 dias?
Una sefiora reembolsa $205.08 por un pagaré de $185 firmado el 10 de mayo con 38% de
interés simple anual. ;Cuando lo pagé?



2.8 Descuento

Una persona adquiere una licuadora que cuesta $320 el 14 de agosto y la paga el 26 de
noviembre con un abono de $350. ;Qué tasa de interés simple anual exacto pag6?

El 15 de febrero se firmé un pagaré de $1500 con 22% de interés simple anual. ;En qué
fecha los intereses sumaran $400?

Investigue qué tasa de interés simple mensual carga alguna tienda de departamentos sobre
cuentas de crédito corriente.

;Cual es la tasa de interés simple anual que pagan los Bonos del Ahorro Nacional si dupli-
can la inversién en cinco afios?

Descuento

El descuento es una operacion de crédito que se lleva a cabo principalmente en instituciones banca-
rias y que consiste en que éstas adquieren letras de cambio o pagarés, de cuyo valor nominal descuen-
tan una suma equivalente a los intereses que devengaria el documento entre la fecha en que se recibe
y la fecha del vencimiento. Con esta operacion se anticipa el valor actual del documento.

Existen basicamente dos formas de calcular el descuento:

o El descuento comercial.
o El descuento real o justo.

En este caso la cantidad que se descuenta se calcula sobre el valor nominal del documento, como se
ilustra en el siguiente ejemplo:

EJEMPLO 2.8.1

Observe el pagaré que aparece abajo.

Si el banco realiza operaciones de descuento a 20% anual, y si el sefior Diaz desea descontar
el documento el 15 de junio, los $185 000 (el valor nominal del pagaré) devengaran los siguien-
tes intereses (descuento) durante los 2 meses en que se adelanta el valor actual del documento:

descuento =D
D = Mit = Mdt
en donde d representa la tasa de descuento
185 000(2/12)(0.20) = 185 000(0.033333) = 6 166.67

nam. 0000 México, D.F.a 10 de mayo de20 XX $ 185 000

Por este PAGARE prometo(emos) pagar incondicionalmente a la orden
de Alfredo Diaz Villanueva el dia 15 de agosto de 20XX
la cantidad de ciento ochenta y cinco mil pesos 00/100 valor recibido en

mercancia a mi (nuestra) entera satisfaccion.

En caso de que no pague(mos) puntualmente, me(nos) obligo(amos) a cubrir % mensual por con-
cepto de intereses moratorios, sin que por eso se entienda prorrogado el plazo. Este documento for-
ma parte de una serie de documentos, por lo que la falta de pago de uno de ellos faculta aplicar
el articulo 79 en relacion con el No. 174 de la Ley General de Titulos y Operaciones de Crédito.

Alma Gonzalez Nava
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En consecuencia, $6 166.67 es el descuento que se aplica:

valor nominal 185 000.00
menos descuento 6 166.67
valor anticipado 178 833.33

Por lo tanto, el sefior Diaz recibe $178 833.33, que es el valor comercial del documento el 15 de ju-
nio, ya que se aplicé el descuento comercial. Tal como se habia sefialado al principio, el descuento se
calcul6 con base en el valor nominal del pagaré.

EJEMPLO 2.8.2

Una empresa descont6 en un banco un pagaré. Recibié $166 666.67. Si la tasa de descuento es de
30% y el pagaré vencia 4 meses después de su descuento, ;cudl era el valor nominal del documen-
to en la fecha de su vencimiento?

SOLUCION:
Aqui C =166 666.67
d=0.30
t =4/12 de afio = 1/3 de ano

Se sabe que el descuento (D) =Mdty M=C+D
D= (C+ D) dt = Cdt+ Ddt

D - Ddt = Cdt
D(1 — dt) = Cdt
po Gt
1-dt
 166666.67(0.30)(1/3) _ 166666.67(0.10) _16666.67
O 1-(030)13) 1-010 090
D=$18518.52

Por lo tanto, el valor del pagaré en su fecha de vencimiento es:

166 666.67 + 18 518.52 = $185 185.19

EJEMPLO 2.8.3

Una empresa descuenta un documento por el cual recibe $945.05. Si la tasa de descuento es de
25% y el valor nominal del documento era de $1 000, ;cuanto tiempo faltaba para el vencimiento?

SOLUCION: M =1000

C =945.05

d=0.25

D =1000-945.05

D =54.95

D = Mdt

54.95 =1 000(0.25)t
54.95 .
t= 2—50 =10.21980 de aflo = 0.21980(12)meses =~ 2.64 meses

0.64 meses (30) = 19.20 o, aproximando, 19 dias.

El plazo es de 2 meses y 19 dias.



2.8 Descuento

A diferencia del descuento comercial, el descuento justo se calcula sobre el valor real que se anticipa,
y no sobre el valor nominal.

EJEMPLO 2.8.4

Con los datos del ejemplo 2.8.1: M =$185000
t=2/12
d=0.20

SOLUCION:

De acuerdo con el descuento real, sustituyendo en la férmula del monto a interés simple (el inte-
rés real):

M =C( +it)
185000 = C[1 + 0.20(2/12)]
185 000 = C(1 + 0.033333)

1
C= 185000 =179032.26
1.033333

Por lo que el descuento asciende a
185000 — 179 032.26 = $5 967.74

que es un tanto inferior al descuento comercial.

EJEMPLO 2.8.5
Datos del ejemplo 2.8.2: C =166 666.67
d =0.30
t=1/3
SOLUCION: M =166 666 .67[1+0.3(1/3)]

M =166 666.67(1.10)
M=$183333.34

Si la operacion se hubiera llevado a cabo bajo descuento real, el valor nominal del pagaré habria
sido de $183 333.34.

Observe la diferencia con los resultados obtenidos en el ejemplo 2.8.2, bajo descuento co-
mercial.

Descuento justo = $183 333.34 — 166 666.67 = 16 666.67
Descuento comercial = 185 185.19 — 166 666.67 = 18 518.52

El descuento justo equivale a 10% del capital, en tanto que el descuento comercial equivale a 10%
del monto.

EJEMPLO 2.8.6

Datos del ejemplo 2.8.3: M =1000
C =945.05
d=0.25

SoLUCION: M=C(@ +dp)

1 000 =945.05(1 + 0.25¢)
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1000

945.05
1.058145=1+0.25¢

1.058145 -1 =0.25¢
0.058145 _¢
0.25
£=0.232580

=(1+0.25¢)

0.232580 afios = 2.79096 meses = 2 meses 23.72 dias

Plazo con descuento comercial: 2 meses y 19 dias
Plazo con descuento real: = 2 meses y 24 dias

Graficas de interés simple

Graficar I y M en un sistema de coordenadas rectangulares ayuda a observar lo que le ocurre al di-
nero con el tiempo.

Ya se vio que I=Cit
Si se supone que C=1
Entonces I=it

De esta forma, la gréfica de los valores de I en funcién del tiempo son lineas rectas que pasan por
el origen y que tienen como pendiente i, como puede apreciarse en la grafica A.

1A 60%
1 40%
I~ 30%
0.5 —
| | | >
1 2 3 t (anos)
M A 60%
2 -
40%
s 30%
$1
050 [
| | | >
1 2 3 t (afos)

Observe que, como era de esperarse, la recta sube mas rapidamente (el interés es mayor) cuando
la pendiente (la tasa de interés) es mayor.



2.9 Graficas de interés simple

De M =C( +it)
Si C=1 M=1+it

y (1 + it) representa el monto de $1 para diferentes valores de i de t (grafica B).
Al igual que en la grafica del interés, la recta sube con mayor rapidez (el monto es mayor) cuan-
do la pendiente (la tasa de interés) es mayor.

» Ejercicios de las secciones 2.8y 2.9

Elabore una grafica del interés que se produce en un mes con un capital de $1 000 inverti-
dos en depositos a plazo fijo de:

a) 60 dias b) 90 dias ¢) 180 dias d) 360 dias
Confeccione otras gréficas con las mismas alternativas, pero considerando el monto.

sCudl es el descuento comercial de un documento que vence dentro de 5 meses, y que tiene
un valor nominal de $3 850, si se le descuenta a una tasa de 18% tres meses antes de su
vencimiento?

sCudl es el descuento real del documento del ejercicio 41?

Si se descuenta el documento de la pagina siguiente a una tasa de 23% el 29 de agosto.

a) ;Cudl seria el descuento comercial? b) ;Cual seria el descuento justo?

Nam. 0000 Zihuatanejo, Gro,.a 10 de marzo de20 XX $ 580 000

Por este PAGARE prometo(emos) pagar incondicionalmente a la orden

de Alfonso Martinez Sanchez el dia 18 de octubre de 20XX
la cantidad de quinientos ochenta mil pesos 00/100 valor recibido en efec-
tivo ami(nuestra) entera satisfaccion.

En caso de que no pague(mos) puntualmente, me(nos) obligo(amos) a cubrir % mensual por con-
cepto de intereses moratorios, sin que por eso se entienda prorrogado el plazo. Este documento forma
parte de una serie de documentos, por lo que la falta de pago de uno de ellos faculta a aplicar el

articulo 79 en relacion con el No. 174 de la Ley General de Titulos y Operaciones de Crédito.

6//{4,",——-_—

sEn qué fecha se descont6 un documento con valor nominal de $3 000, si su fecha de ven-
cimiento era el 29 de diciembre, el tipo de descuento 15% y el descuento comercial fue de
$112.50?

sEn qué fecha se descont6 un documento con valor nominal de $5 750, si su fecha de venci-
miento era el 15 de octubre, el tipo de descuento comercial 32% y el descuento de $531.56?
sEn qué fecha se descont6é un documento con valor nominal de $1250, si su fecha de venci-
miento era el 27 de junio, el tipo de descuento 42% y se recibieron $1217.92 netos?

sQué tasa de descuento real se aplicé a un documento con valor nominal de $700, si se des-
cont6 60 dias antes de su vencimiento y se recibieron $666.67 netos? Considere a) tiempo
aproximado y b) tiempo real.

sQué tasa de descuento real se aplicé a un documento con valor nominal de $1000, si se
desconto 45 dias antes de su vencimiento y el descuento fue de $30.48?

sQué tasa de descuento comercial se aplicé a un documento con valor nominal de $1 750, si
se desconto 90 dias antes de su vencimiento y se recibieron $1 592.50 netos?

sQué tasa de descuento comercial se aplicé a un documento con valor nominal de $38 500,
si se descontd 15 dias antes de su vencimiento y el descuento fue de $315?
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sCudl es el valor nominal de un pagaré por el cual se recibieron $1439.79, si se desconto
comercialmente a una tasa de 17%, 85 dias antes de su vencimiento?

;Cudl era el valor nominal de un documento que se descont6 comercialmente 2 meses antes
de su vencimiento, si la tasa de descuento fue de 18% y el descuento importd $150?

sCon cuantos dias de anticipacion se desconté un documento cuyo valor era de $4 270 si el
tipo de descuento comercial fue de 27% y el descuento aplicado fue de $288.222

+Con qué anticipacion se descontd un documento cuyo valor nominal era de $1300, con tasa
de descuento comercial de 35%, si la cantidad neta recibida fue de $1 154.04?

sCudl era la fecha de vencimiento de un pagaré con valor nominal de $3 500, por el cual
se recibieron $3 420.86 netos el 14 de julio, si el tipo comercial de descuento aplicado fue
de 22%?

sCudl erala fecha de vencimiento de un pagaré con valor nominal de $240 000, por el que se
recibieron $227 680.00 el 14 de diciembre, si la tasa de descuento aplicada fue de 22%?
sCudl era la fecha de vencimiento de un pagaré nominal de $17 000 que se descont6 comer-
cialmente a una tasa de 27% el 12 de enero, cuyo descuento ascendi6 a $420.75?

sCudl era la fecha de vencimiento de un pagaré con valor nominal de $748, que fue descon-
tado a tasa real, el 17 de octubre, a 11.5% y cuyo descuento ascendi6 a $15.69?

El sefior Lépez le debe al sefior Montiel $5 000. Este acepta como pago un documento a 90
dias; si el sefior Montiel puede descontarlo de inmediato en un banco que aplica una tasa
de descuento de 30% anual simple, ;cudl debe ser el valor nominal del documento para
que el senior Montiel reciba del banco los $5 000 adeudados?

Si un banco desea ganar 15% de interés simple en el descuento de documentos, ;qué tasa
de descuento debe utilizar si el plazo es de a) 3 meses y b) 9 meses?

El Banco del Norte descuenta a un cliente a una tasa de 20% un pagaré con valor nominal
de $2 500 000 que vence en 60 dias. Ese dia dicho banco descuenta en el Banco Agricola ese
mismo documento a una tasa de 18%. ;Cual fue la utilidad que obtuvo?

sCudl es el precio de colocacion de un certificado de tesoreria (CETE), con valor nominal
de $10, que se coloca a una tasa de descuento de 9%, y que tiene un vencimiento a 28 dias?

Ecuaciones de valores equivalentes

Es un caso muy frecuente, y por eso importante, que en las operaciones financieras haya dos o mas
transacciones diferentes que deben replantearse para transformarlas en una operacién unica.

Este planteamiento de ecuaciones de valores equivalentes es uno de los mas importantes en ma-
tematicas financieras, por lo que es necesario asegurarse de que se comprenda cabalmente. En todos
los demas temas se encontrardn abundantes ejemplos de este concepto.

En su forma mas simple podria considerarse, por ejemplo, que la férmula del monto a interés
simple es una ecuacién de valores equivalentes, ya que

M=C(1+it)

El monto M es equivalente a un capital C, colocado a un tiempo ¢ y a una tasa i.
En seguida se presentan otros ejemplos:

EJEMPLO 2.10.1

Una empresa firma un pagaré por $120 000 a 90 dias, a 25%. Treinta dias después, contrae una
deuda por $100 000 para pagarla 2 meses después, sin intereses. Dos meses después de la prime-
ra fecha, acuerda con un acreedor pagar $150 000 en ese momento y, para saldar el resto de su
deuda, hacer un pago final 3 meses después de la ultima fecha, con interés de 30%. Determine el
pago final convenido.
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SOLUCION:

En primer lugar, conviene identificar que las operaciones implicadas son cuatro, dos de contrata-
cién de deuda y dos de pago. Por otro lado, observe que el valor total de las operaciones de adeu-
do debe ser igual al valor total de las operaciones de pago:

I. $120 000 a 90 dias a 25% A. $150 000 dos meses después

II. 30 dias después $100 000 a dos meses, sin B. Pago final (desconocido), cinco meses des-
interés pués de la primera fecha

Con base en el cuadro anterior se puede plantear la equivalencia en este simple ejemplo, como:
[+II=A+B

De esta idea proviene el nombre de ecuaciones equivalentes.
Se acostumbra utilizar lo que se conoce como diagramas de tiempo y valor para representar la
situacion graficamente:

0 1 2 3 4

120 000 100 000 150 000
1 I

\

<o >

|

Sobre la recta se representa el tiempo; en este caso, en meses.

« Sobre el tiempo 0 estd marcada la operacion 1.

 Sobre el tiempo 1 estd marcada la operacion II.
 Sobre el tiempo 2 esta marcada la operacion A.
 Sobre el tiempo 5 esta marcada la operacion B.

En esta tltima operacion, la X representa la cantidad que se trata de calcular.

Ahora bien, para determinar la equivalencia es necesario encontrar el valor de las dife-
rentes operaciones en una sola fecha para que sea posible compararlas. Esto es asi porque, como
se sabe, el valor del dinero es diferente en tiempos diferentes, y las operaciones estan planteadas
en tiempos distintos.

La fecha que se elige para hacer coincidir el valor de las diferentes operaciones se conoce
como fecha focal, y en el ejemplo es facil ver que resulta conveniente escoger como fecha focal
el momento en que se debe realizar el pago final para saldar todas las operaciones (cinco meses
después de la primera fecha). Asi,

I. El valor de la operacién I dentro de 3 meses es:
120 000[1 + (0.25)(3/12)] =120 000(1.0625) = 127 500, que es su valor a los 90 dias (3 meses)

y luego de su valor a 60 dias hasta el quinto mes (2 meses mas), a 30% que fue lo convenido para
saldar la operacioén.

127 500[1 + (0.30)(2/12)] = 127 500(1.0500) = 133 875
La operacién I (120 000 en el tiempo 0) equivale a $133 875 en 5 meses.
I1. Para la operacion II:

Esta operacion se contrato sin intereses, por lo cual vale 100 000 dos meses antes de la fecha fo-
cal, en la cual su valor sera:

100 000[1 + (0.30)(2/12)] = 100 000(1.0500) = 105 000
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A. Para ésta, los $150 000 que pagé a los 2 meses, valen al quinto mes:
150 000[1 + (0.30)(3/12)] = 150 000(1.075) = $161250
B. Finalmente, X se realizara en la fecha focal, por lo que estard dado a su valor en ese momento.
De regreso al planteamiento de la ecuacién de valores equivalentes.
Valor total de las deudas = valor total de los pagos

I+II=A+B
133 875+ 105000 = 161250 + X
X =133 875+ 105000 — 161 250
X =77625

que es la cantidad que habra de pagar esa persona en el quinto mes para saldar todas las opera-
ciones.
Ahora conviene observar en forma resumida todo lo que se hizo para llegar a la solucién.

Valor total de las deudas = valor total de los pagos

I+II=A+B
133 875+ 105 000 =161250 + X

27 500(1.0500) + 100 000(1.0500) = 150 000(1.0750) + X

120 000(1.0625)(1.0500) + 100 000(1.0500) = 150 000(1.0750) + X

120 000[1 + (0.25)(3/12)][1 + (0.30(2/12)] + 100 000[1 + (0.30)(2/12)] =
150 000[1 + (0.30)(3/12)] + X

Esta expresion representa el planteamiento completo, donde a cada cantidad se le aplicaran
los valores correspondientes de tiempos y tasas de interés para encontrar su valor en la fecha focal.

En los casos de interés simple es muy importante identificar la fecha focal de acuerdo con lo
pactado en las operaciones, pues el cambio de fecha focal produce variaciones en las cantidades.
Esto se ilustra en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 2.10.2

Resuelva el ejemplo 2.10.1 utilizando como fecha focal el cuarto mes, en vez del quinto.

SOLUCION:
Deudas = Pagos

120 000[1 + (0.25)(3/12)][1 + (0.3)(1/12)] + 100 000[1 + (0.3)(1/12)] =

X
1+(0.3)(1/12)

120 000(1.0625)(1.0250) + 100 000(1.0250) = 150 000(1.0500) +

150 000[1 + (0.3)(2/12)] +

1.0250

130 687.50 + 102 500 = 157 500 +
0250

233187.50 — 157 500 =

1.0250
X =75 687.50(1.0250)

X =77579.69

Esta cantidad es diferente a la que se encontré utilizando el quinto mes como fecha focal. Este

ejemplo indica que en el caso de las ecuaciones de valores equivalentes a interés simple, las fechas
focales diferentes producen resultados diferentes.



2.11 Aplicaciones, ventas a plazo, tarjetas de crédito, préstamos prendarios (empefo), pagos anticipados de facturas

EJEMPLO 2.10.3

Una persona contrajo una deuda hace 8 meses por $200 000 con 40% de interés simple, que ven-
ce dentro de 4 meses. Ademas debe pagar otra deuda de $150 000 contraida hace 2 meses, con
35% de interés simple y que vence dentro de dos meses. Considerando un interés de 42%, ;qué
pago debera hacer hoy para saldar sus deudas, si se compromete a pagar $100 000 dentro de 6
meses?

SOLUCION:

Las deudas son $200 000 de 8 meses antes, que vence dentro de 4 meses, a 40% y de $150 000 de
2 meses antes, que vence dentro de 2 meses, a 35%; los pagos son: X hoy, $100 000 dentro de 6
meses.

La fecha focal es el dia de hoy.
El diagrama de tiempo y valor es:

200 000 150?;;;_“\\\\\

-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1

I I
T T

o 1 2 3 4 506

X 100 000

A su vencimiento, el valor de la primera deuda es:

200 000[1 + 0.40(12/12)]
200 000 (1.4) = 280 000

mientras que su valor en la fecha focal asciende a
280000 280000

= =245614.04
1+(0.42)(4/12)  1.14

A su vencimiento, el valor de la segunda deuda es:
150 000[1 + 0.35(4/12)] = 167 500

y su valor en la fecha focal
167500 _ 167500

= =156542.06
1+(0.42)(212)  1.07

El valor de $100 000 en la fecha focal es
100000 B 100000

= =82644.63
1+(0.42)(6/12) 1.1
en donde X =245 614.04 + 156 542.06 — 82 644.63
X=319511.47

Aplicaciones, ventas a plazo, tarjetas de crédito,
préstamos prendarios (empefo), pagos anticipados
de facturas

Suponga que una persona tiene una cuenta de crédito en un almacén, sobre la que paga 18% de
interés y que muestra los siguientes movimientos en los tltimos meses:
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Saldo al 1 de junio $4 000
Abono el 16 de junio $2 000
Cargo el 11 de julio $2 500
Cargo el 31 de julio $ 150
Abono el 15 de agosto $2 000

Calcule el saldo al 15 de septiembre.

SOLUCION:
Del 1 al 16 de junio, el saldo de $4 000 causa interés y llega a un monto de:
4000[1 + 0.18(15/360)] = 4 000(1.0075) = 4 030

4030 Monto al 16 de junio
(2 000) menos lo abonado el 16 de junio.

2030 Este saldo causa interés durante 25 dias, por lo que se convierte en un monto de
2030 [1+0.18(25/360)] =2 030(1.0125) =2 055.38

2055.38  Saldoal 11 de julio, antes del cargo, mas

2500 el cargo causado el 11 de julio.

4555.38  Saldo al 11 de julio. Este saldo, que incluye el cargo del 11 de julio, causa interés
durante 20 dias, y llega el 31 de julio a un monto de:

455538  [1+0.18(20/360)] =4 600.93

4600.93  Saldo al 31 de julio, antes del cargo, mas
150 el cargo causado el 31 de julio.

4750.93  Saldo al 31 de julio, que el 15 de agosto se convierte en un monto de:
4750.93 [1+0.18(15/360)] =4 750.93(1.0075) = 4 786.56

4786.56  Saldo al 15 de agosto
2000 menos el abono del 15 de agosto.

2786.56  Saldo que crece al 15 de septiembre a un monto de:
2 786.56 [1+0.18(1/12)] =2 786.56(1.0150)
282835  queeselsaldo al 15 de septiembre.

A continuacion se analiza la forma en que se calculan los intereses que se cargan a los cuentaha-
bientes de tarjetas de crédito. En este caso particular, observe los estados de cuenta de un tarjeta-
habiente bancario que se muestran a continuacion.

Se puede observar que el cuerpo de ese estado de cuenta esta dividido en tres secciones: dos
yuxtapuestas en la parte superior y una tercera seccion en la parte inferior que tiene como encabe-
zado “Detalle de operaciones”.

La seccién de la parte superior izquierda seiiala en su parte superior que la “tasa personal anua-
lizada” es de 33.68%, en tanto que en la parte inferior de la seccién derecha se anota que la “tasa
mensual de int. por crédito” es de 2.90%.

Lo primero que es necesario observar es la incongruencia entre estas dos tasas, ya que la “tasa
anualizada” correspondiente a 2.90% mensual es de 2.90 x 12 = 34.80%, que no corresponde con
33.68% que se anota en la otra seccion. Esta tasa, la de 33.68% corresponderia a una tasa mensual
de 33.68/12 = 2.806667, que se redondearia a 2.81%. Ademas, como se ilustra mas adelante, nin-
guna de estas dos tasas es la que se utilizé para calcular los intereses.

En la seccidn izquierda se puede ver que el saldo anterior de la cuenta fue de $9 435.18 y que
solo se hicieron pagos y depositos por $1 000.00 por lo que correspondia cobrar intereses en este
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estado de cuenta, lo cual se hizo por un total de $340.87, mas $45.23 de “IVA por intereses y co-
misiones”, como se puede apreciar en la seccion izquierda.

CONTADOR PERSONAL
Tasa personal Pago Puntual Consecutvo |0 1 2 3 4 516 7 8 910 11 12,13
= 0 Tasa de Interés NIVEL 0 NIVEL 1 NIVEL 2 N3
anualizade oS M
PERIODO DEL 17-AGO-2007 AL 16-SEP-2007
SALDO ANTERIOR ) 9435.18 FECHA DE CORTE 16-SEP-2007
SUS PAGOS Y DEPOSITOS 1000.00- - -
SUS COMPRAS Y DISPOSICIONES 3346.02 LIMITE DE CREDITO 81500.00
COMISIONES 0.00 CREDITO DISPONIBLE ) 61894.00
INTERESES POR CREDITO 340.87 TASA MENSUAL DE INT. POR CREDITO 2.90%
IVAPOR INT. Y COMIS. 4523
SALDO ACTUAL 12167.30
FECHA CONCEPTO POBLACION/ MONEDA PESOS
RFC EXTRANJERA
AGO25 LIVERPOOL PERISU 11 13 MEXICO DF 222.30
AGO25 LIVERPOOL PERISU 11 13 MEXICO DF 421.15
AGO25 SEARS PERISUR 11 12 CIUDAD DE ME 14413
AGO25 LOS CAMPOS D LA BELLEZ CBE 021011/M7 1180.00
SEP05 SU ABONO . . . GRACIAS 1000.00-
SEP16 PALACIO HIERRO 02 12 117.53
SEP16 PALACIO HIERRO 02 12 149.91
SEP16 MARTI 06 09 1111.00
SEP16 INTERES GRAVABLE 301.53
SEP16 INTERES EXENTO 39.34
SEP16 IVA POR INTERESES Y COMISIONES 45.23

Se ilustra en seguida la forma en la que se calculan estos intereses, con interés simple. Se re-
sumen las operaciones en el cuadro siguiente:

16 de agosto 9435.18 9 88.2057237 0.031162
25 de agosto 222.30
25 de agosto 421.15
25 de agosto 144.13
25 de agosto 1 180.00 11 490.9657
05 de septiembre -1 000.00 11 131.30 10 622.26
16 de septiembre 117.53 11 121.370677
16 de septiembre 149.91
16 de septiembre 1111.00
16 de septiembre 301.53
16 de septiembre 39.34
16 de septiembre 45.23 340.872941  12167.30

El cuadro reproduce basicamente la parte inferior del estado de cuenta, sin incluir los con-
ceptos. En la columna de dias transcurridos se muestran los dias que pasaron entre el 16 de agosto
y las fechas de las operaciones correspondientes (16 de agosto es la fecha de corte segun se pue-
de apreciar en la fecha del saldo anterior en la seccidn izquierda y también en la seccién derecha
donde se marca que el periodo es del 17 de agosto al 16 de septiembre).

Como los intereses se van calculando de manera acumulada hasta la siguiente operacion,
los $88.2057237 que aparecen en la cuarta columna se calcularon con la tasa del 0.031162, que es
la que hace que se obtengan los intereses cargados en este estado de cuenta y que se anota en el
primer renglén de la dltima columna y durante los 9 dias que transcurrieron hasta el 25 de agos-
to, la siguiente fecha en la que hubo movimientos. Esos $88.2057237 son, entonces, los intereses
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simples de $9 435.18, durante nueve dias a esa tasa de 0.031162, 0 9 435.18 x 0.031162 x 9/30 =
$88.2057237.

Por su parte, los $11 490.9657 que aparecen como primer saldo en el sexto renglén son la
suma del saldo anterior (9 435.18) mas los intereses generados por esta cantidad entre el 16 y el
25 de agosto ($88.2057237), mas los cuatro cargos del 25 de agosto:

9435.18 + 88.2057237 + 222.30 + 421.15 + 144.13 + 1 180 = $11 490.97

Y este saldo generd intereses del 25 de agosto hasta el 5 de septiembre (11 dias) por:
11 490.9657 * 0.031162 * 11/30 = 131.30, que es la cantidad que aparece en el cuarto renglén y sép-
tima columna. Como en esta fecha del 5 de septiembre se abonaron $1 000 a la cuenta, el nuevo sal-
do es el saldo anterior, mas los intereses generados menos este pago, que arroja los $10 622.26 que
aparecen como saldo abajo del anterior: 11 490.9657 +131.30 — 1 000 = 10 622.26.

Finalmente, este ultimo saldo gener6 otros 11 dias de intereses, del 5 al 16 de septiembre, la fe-
cha de corte: 10 622.26 x 0.031162 x 11/30 = 121.370716, que es la cantidad que aparece como in-
tereses el 16 de septiembre. La cantidad que aparece en el altimo renglén de la columna de intereses
es de $340.87 que aparecen como intereses en la seccién izquierda del estado de cuenta que se esta
analizando.

Como puede verse de lo anterior, y como ya se habia apuntado antes, los intereses que cobra
este banco (Banamex) no s6lo no corresponden con los anunciados (que no son congruentes entre
si) sino que ademds son superiores a cualquiera de los dos anunciados: 3.12% mensual contra 2.81%
¥ 2.90% que se anuncian. Si se realizan estas mismas operaciones con las tasas anunciadas se obtie-
nen $307.07 y $316.00 de intereses, respectivamente. (Véase figura de la pagina anterior).

Una persona acude al Nacional Monte de Piedad a empefiar un televisor, para lo cual presenta el
aparato y la correspondiente factura. El valuador que examina la prenda le ofrece un préstamo de
$1500, que es aceptado por el solicitante. Si esta institucion carga 2.5% mensual sobre el présta-
mo, ;cuanto debera pagar el duefio del televisor para recuperar el aparato después de 50 dias de
otorgado el préstamo?

SOLUCION:
Este es un caso de monto, en donde

C =1500

i =0.025 mensual

t =50/30 meses
M =1500[1 + 0.025(50/30)] = 1500(1.0417)
M =$1562.50

EJEMPLO 2.11.4

Para tratar de lograr el pronto pago de sus facturas, los proveedores ofrecen descuento por el pago
anticipado. Asi, 5/10, n/30 podrian ser los términos impresos en una factura, los cuales indican
que se otorga un descuento de 5% si se paga a mas tardar en 10 dias, y n/30 sefiala que si se paga
en un plazo de 10 a 30 dias se debe cubrir el importe neto.

Si un comerciante recibe una factura por $12 000 en esos términos:

a) ;Le conviene obtener un préstamo con intereses a 30% para pagar la factura al décimo dia?
b) ;Cudl es la mayor tasa de interés simple segtin la que le convendria obtener crédito para apro-
vechar el descuento?

SOLUCION:
a) Sipaga en 10 dias obtiene un descuento de

12 000(0.05) = $600
y pagaria 12 000 — 600 = $11400



2.11 Aplicaciones, ventas a plazo, tarjetas de crédito, préstamos prendarios (empefo), pagos anticipados de facturas

Si utiliza el dinero prestado, tendria que utilizarlo 20 dias: de cuando paga a cuando vence el im-
porte neto de la factura. Hacer esto le costaria:

I=11400(0.30)(20/360) = $190

y como lo que le cuesta el préstamo es inferior a lo que se ahorra, si le convendria pagar con el
préstamo a los 10 dias, ya que ahorraria:

600 — 190 = $410

b) Silo que ahorra por el pronto pago son $600, la mayor tasa que podria aceptar seria la que
produjera intereses por esa cantidad de un capital de $11 400 en 20 dias:

600 = 11400(i)20/360
600 = 11400(0.05555556)i
600 = 6.3333i

i=0.9474 anual simple.

’ Ejercicios de las secciones 2.10 y 2.11

Una persona debe pagar $2 500 en 3 meses, y $8 500 en 6 meses. ;Qué cantidad debera
pagar hoy para saldar sus deudas si se considera una tasa de 12% simple?

La seflora Moreno adeuda $5 000 que ya incluyen intereses, y debe pagarlos dentro de 8
meses. Si hace un pago de $3 000 dentro de 2 meses, ;cuanto debera pagar al cabo de los
8 meses si se considera la operacidn a una tasa de 30% anual, y se usa como fecha focal
dentro de 8 meses?

El seflor Gomez presta el 14 de julio $3 500 a 5 meses y medio a 10% de interés simple.
También presta, 4 meses después, otros $2 000 con 14% de interés y vencimiento a 3 meses.
Si considerara para la equivalencia una tasa de 15%, ;qué cantidad recibida por el sefior
Gomez el 14 de diciembre liquidaria esos préstamos?

Bajo el supuesto de que el Nacional Monte de Piedad cobra 5.5% mensual por los présta-
mos que hace sobre prendas pignoradas, ;cuanto tendria que pagar dentro de 3 meses una
persona que empeiid hace un mes un televisor por el que le prestaron $800, y que el dia de
hoy empefia un reloj por el que le prestan $750?

El sefior Garcia firma tres pagarés:

» Uno por $400, para pagarlo en 4 meses, con 25% de interés anual.
« Otro por $195, para pagarlo en 9 meses con una tasa de 20% anual.
 Un tercero por $350, para pagarlo en 5 meses sin intereses.

Sial cabo de 3 meses decide liquidar los 3 documentos mediante la entrega de $450 en ese
momento y un pago final 6 meses después, scudl serd el importe de este pago si la opera-
cién de equivalencia se calcula con intereses de 21% anual?

Una persona debe liquidar dentro de 8 meses una deuda de $500 que ya incluye los intere-
ses, $450 contratados hoy a una tasa de 24% para pagar dentro de 6 meses. Si decide saldar
sus deudas con 2 pagos iguales, uno dentro de 10 meses y el otro dentro de un afio, y la
operacion se calcula con una tasa de 25%, ;cudl serd el importe de esos 2 pagos iguales si se
usa como fecha focal:

a) dentro de 10 meses? b) dentro de un ano?
Comente la diferencia entre los resultados de a) y b).

Si una persona invierte hoy cierta cantidad en un proyecto que le redittia $50 000 al cabo
de 4 meses, y $30 000 después de 6 meses, ;qué cantidad tendria que haber invertido para
lograr un rendimiento de 16% sobre su inversion?
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Una pareja de recién casados adquiere un horno eléctrico que cuesta $2 200, y paga $800
al contado. El saldo debe ser cubierto mediante 3 pagos iguales a los 30, 60 y 90 dias. Si el
interés que se le cobra es de 30% anual simple, ;a cudnto asciende cada uno de esos pagos?
Una persona tiene dos opciones para pagar un préstamo:

« pagar $2 000 a los 5 meses y $3 000 a los 10 meses, o
« pagar $X alos 3 meses y $3X a los 8.

Si las operaciones son equivalentes y el dinero vale 18% anual simple, encuentre X usando
como fecha focal dentro de 8 meses.

Un usuario del Nacional Monte de Piedad empefié una alhaja el 15 de diciembre y la res-
caté el 15 de febrero del ao siguiente con un pago de $207. Si esa institucién cobra 4.5%
mensual, ;cuanto le prestaron al cliente por su alhaja?

sCudl seria el precio al contado de un automdvil que se pagd con un

« enganche de $48 500
» abono de $38 500 realizado 6 meses después de la compra
» pago final de $35 500 ocho meses después de la compra

si el costo del préstamo fue de 2% mensual simple?

El 16 de junio una persona contrajo una deuda por $3 000 para pagarla el 16 de octubre
con intereses de 29% simple anual. La deuda se documenta mediante un pagaré en el que
se especifica, ademds de las condiciones de la operacion, una cldusula que sefiala que en
caso de mora el deudor debera pagar 5% de interés mensual. ;Cuanto debera cobrar el
acreedor si el deudor le paga el 5 de noviembre?

El senior Rodriguez firma un pagaré por $675 a 8 meses de plazo e interés de 10%. Si efec-
taa dos pagos antes del vencimiento, uno por $150 a los 2 meses, y otro por $200 a los 4
meses, scudl es el saldo que debe pagar al vencerse el pagaré?

En un almacén se vende un comedor en $4 850 al contado. A un plazo de 3 meses se vende
mediante 3 pagos mensuales de $1744.40. ;Qué tasa de interés simple mensual se cobra en
el plan a crédito? Utilice como fecha focal el dia de la compra.

Observe el siguiente estado de cuenta de un usuario de tarjetas de crédito. ; Cual fue la tasa
de interés que se cobré?

CONTADOR PERSONAL
Tasa Personal pago PuntuaiConsecutno| O 1 2 3 4 56 7 8 9110 11 12,13
= o, Tasa de Interés. NIVEL O NIVEL 1 NIVEL 2 N3
Anualizada S0.80% M
PERIODO DEL 17-NOV-2007 AL 16-DIC-2007
SALDO ANTERIOR 15 657.31 FECHA DE CORTE 16-DIC-2007
SUS PAGOS Y DEPOSITOS 4700.00- - -
SUS COMPRAS Y DISPOSICIONES 1513.05 LIMITE DE CREDITO 81500.00
COMISIONES 0.00 CREDITO DISPONIBLE ) 65172.96
INTERESES POR CREDITO 450.26 TASA MENSUAL DE INT. POR CREDITO 3.31%
IVA POR INT. Y COMIS. 53.48
SALDO ACTUAL 12974.10

DETALLE DE OPERACIONES

FECHA CONCEPTO POBLACION/ MONEDA PESOS
RFC EXTRANJERA

DICO3 SU ABONO . . . GRACIAS 4700.00-
DIC16 INTERES GRAVABLE 356.51
DIC16 INTERES EXENTO 93.75
DIC16 IVA POR INTERESES Y COMISIONES 53.48
DIC16 PALACIO HIERRO 05 12 117.53
DIC16 PALACIO HIERRO 05 12 149.91
DIC16 LIVERPOOL 02 13 134.61

DIC16 MARTI 09 09 1111.00



2.12 Uso de Excel

Uso de Excel

Aunque el paquete Excel no tiene funciones especificas para interés simple (la mayoria de ellas son
para anualidades y depreciacion, como se ve en los capitulos correspondientes a estos temas), dada
la sencillez del tema, también es facil elaborar mecanismos para resolver este tipo de situaciones.

Para resolver problemas que impliquen a cualquiera de las variables que intervienen en el interés
simple, monto, capital, interés, tasa de interés o tiempo, se pueden usar cuatro columnas y tres ren-
glones de Excel de la siguiente manera:

M C i t
2
3 =B2*(1+C2*D2) =A2/(1+C2*D2) =(A2/B2-1)/D2  =(A2/B2-1)/C2

El primer renglon contiene la identificacién de los posibles valores que se buscan, en el segundo se
deben introducir los valores conocidos y sdlo debe quedar vacia la celda del valor que se busca (lo
cual se ilustra en seguida con ejemplos), mientras que en las cuatro celdas del tercer renglén se in-
troducen las férmulas del calculo de cada incégnita:

En la celda A3 aparece la férmula del monto, M = C(1+it) en términos de los valores de las cel-
das del renglén 2, mientras que en las celdas B3, C3 y D3 estan las férmulas para calcular el capital o
valor presente, la tasa de interés y el tiempo, segun su procedimiento de célculo, el cual se determina
despejando en la férmula del monto.

Para el capital: C=

Para la tasa de interés y el tiempo: 1+it=

La férmula del monto de la celda A3 indica que se multiplica el valor que se introduzca en B2 (el
capital) por la suma de 1 mas el producto del valor de la celda C2 (la tasa de interés) por el valor de
la celda D2 (el tiempo o plazo de la operacion).

Para ilustrar lo anterior, si se construye un cuadro en Excel como el que se muestra y se intro-
ducen en las celdas B2, C2 y D2 los valores del ejemplo 2.2.1, que habla de un comerciante que debe
$2 000 que tiene que pagar cuatro meses después con intereses a una tasa de 10% anual simple, es
necesario introducir estos datos en el cuadro, como sigue:

2 2000 0.1 4/12
3 2 066.67 0.00 -3.00 —10.00
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Esta operacién da un resultado de $2 066.67 en la celda A3, que es, precisamente, el monto que el
comerciante debe pagar. Los valores de —3 y de —10 que aparecen en las celdas no son de tomar en
cuenta y se producen simplemente como resultado de los calculos de las férmulas correspondientes.
Por ejemplo, en la formula de la tasa de interés, primero se calcula M/C, que arroja un resultado
de cero. Después se le resta el uno a este cero y se produce —1 para, finalmente, dividir este valor
entre 0.33 (con mas decimales en la hoja de Excel), operacién que es igual a —3, valor que no tiene
sentido en el ejemplo ya que, como se acaba de ilustrar, se calcula para un monto de cero. Algo simi-
lar ocurre con el —10 de la celda D3.

Hay dos detalles que es importante tener presente. En primer lugar, cuando se introduce “4/12”
en la celda D2, Excel automdticamente hace la operacién y muestra “0.33333” en la celda. En segundo
término, cuando el cuadro de solucién sélo tiene las férmulas y el renglén 2 esta completamente va-
cio, Excel lee s6lo ceros en el renglon y pone el aviso de “#;{DIV/0!” en las celdas C3 y D3 porque se
produce la operacién invélida de division entre cero, pero, por supuesto, no es importante, porque el
hecho es que no hay valores reales en las celdas de ese renglén 2.

Sin embargo, por otra parte, se puede ver que el valor que se busca es facilmente identificable
por su valor mismo y porque estd en la celda de la columna que tiene el renglén 2 en blanco (con lo
que Excel lee “cero”).

En el ejemplo 2.2.2, los datos eran C= 150 000, i = 0.8% mensual y ¢ = 24 dias. Sustituyendo estos
valores en el cuadro de Excel se obtiene el resultado del monto que se buscaba y que era de $150 960
en la celda A3:

1 M C i t
150 000 0.008 24/30
3 150 960 0.00 -1.25 -125

El ejemplo 2.3.1, de valor presente, con M = $30 000, t = 18/12 e i = 20% anual, se resuelve de la
siguiente manera:

1 M C i t
2 30 000 0.2 1.50
0.00 23076.92 #DIV/0! #DIV/0!

El valor presente de $23 076.92 aparece ahora en la correspondiente celda B3, de valor presente.

Complementar el cuadro de Excel que se sugiere con dos columnas que permitan encontrar el interés
ganado en dinero, I, con las dos posibles formas de calcularlo:

I=Cit e
I=M-C

Excel es muy util cuando se desea saber el numero exacto de dias que transcurren entre dos fechas
ya que basta con plantear su simple diferencia (resta). En el ejemplo 2.7.1 se determiné el nimero
de dias transcurridos entre el 15 de mayo y el 24 de diciembre de cierto aio (observe que puede ser
cualquier aflo, sin que importe si es bisiesto 0 no, ya que no entra el mes de febrero en los calculos).
Si se anotan estas dos fechas en dos celdas contiguas y en la tercera se anota la diferencia, se obtiene
el valor de 223 dias que transcurren y que en el ejemplo se calcul6 en forma un tanto laboriosa ma-
nualmente. Las celdas podrian tener la siguiente apariencia:

1 24 dediciembre de 2005 15 de mayo de 2005 223
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En la celda C1 se anota la férmula “=A1-B1”. Ahora, es importante tener presente que, para que esta
operacion funcione adecuadamente, las celdas A1 y B1 deben tener formato de fecha y la celda C1
debe tener formato de namero.

Para ensayar el mecanismo, calcule el nimero de dias que usted ha vivido hasta ahora.

Ya se explicé que la férmula para calcular el descuento comercial es
Cdt
D = -
1-dt

¥, al igual que se hizo con las variables del interés simple, se pueden insertar en celdas de un li-
bro de Excel las férmulas para calcular cualquiera de las variables de este tipo de descuento. En el
ejemplo 2.8.2 se buscaba determinar el descuento comercial de un pagaré por el cual se recibieron
$166 666.67, con tasa de descuento de 30% anual y vencimiento a cuatro meses. Si se insertan estos
valores en las celdas B2, C2 y D2 y se inserta la formula del descuento en la celda A3, se obtiene el
resultado de $18 518.52 que ya se calcul6 en el texto. En el cuadro siguiente se anotan estos datos y
las férmulas correspondientes para calcular cada uno de los valores del descuento comercial:

1 D C d t

2 166 666.67 0.30 4/12

3 =(B2*C2*D2)/ =(A2*(1-C2* =A2/(B2*D2 =A2/
(1-C2*D2) D2))/(C2*D2) A3*C2) (B2*C2+A2*C2)

Los despejes correspondientes son:

Para C = 166 666.67 en la celda B3: p. Cat
1—dt

Cdt = D(1—dt)

o D-do)
dt

La férmula = (A3*(1-C2*D2))/(C2*D2) = 166 666.67

Para d: chidt
1-dt
D(—dt)=Cdt
D - Ddt=Cdt
Cdt+Ddt =D
d(Ct+Dt)=D
d= D
Ct+ Dt

En la celda C3, la férmula = A3/(C2*D2¥A3*D2) = 0.3

o Cdt
1-dt
D(1—-dt)=Cdt
D—Ddt=Cdt
Cdt+Ddt =D
t(Cd+Dd)=D
D
Cd+Dd

Finalmente, para t:
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En la celda D3, la formula = A3/(B2*C2+A3*C2) = 0.33.

Estas son las férmulas en formato de Excel que estdn en las celdas B3, C3 y D3 del cuadro an-
terior. Con ellas se puede encontrar el valor del tiempo que faltaba para el vencimiento del do-
cumento que se analiza en el ejemplo 2.8.3, con D = 54.95, d = 0.25 y C = 945.05 y que es
el 0.2198 de la celda D3, como se muestra en seguida:

1 D C d t
2 54.95 945.05 0.25 4/12
3 0.00 #DIV/0! #DIV/0! 0.2198

No se ilustra adicionalmente el descuento justo porque se resuelve como se anota en el texto, con la

féormula del interés simple que se analizé al principio de la seccién.

En este capitulo se revis6 el importante concepto de interés
simple que se refiere, basicamente, al aumento del valor del
dinero con el transcurso del tiempo.

Se revisaron e ilustraron los conceptos de capital o valor
actual, monto, tasa y tipo de interés y tiempo o plazo, y se ex-
preso su interrelacién en lo que podriamos llamar la formula
elemental del interés simple

M=C(1+it)

que, como también se vio, si se conocen tres de sus incdgnitas
y se despeja la restante, se puede determinar su valor.

Se menciond, por otro lado, la diferencia que se presenta
entre los resultados cuando se hacen los célculos con tiempo
real y con tiempo aproximado o comercial.

Comprobacion del capitulo

Si ha leido el capitulo completo, el lector debe:

« Comprender el concepto de interés simple.
o Identificar situaciones en las que se trate de encontrar el
valor de

« monto

« valor actual

o tasa de interés
« tiempo o plazo.

« Explicar la diferencia entre tiempo real y tiempo aproxi-
mado.

Se hablo del descuento, que es una operacién que consiste
en anticipar el cobro de un documento.

Por su enorme importancia en las matematicas financie-
ras, se ilustré cuidadosamente el concepto de las ecuacio-
nes de valores equivalentes, a través de las cuales se plantea,
con base en una fecha focal determinada, la equivalencia de
un conjunto de operaciones de contratacion de deudas porun
lado v, por el otro, un conjunto de operaciones de pago.

Finalmente, se vieron algunas aplicaciones del interés
simple a operaciones como compras a crédito, manejo de tar-
jetas de crédito, empeiio de articulos varios, etcétera.

« Comprender el concepto de descuento.

o Plantear y resolver ejemplos en los que se aplique la ope-
racién de descuento.

« Explicar la diferencia entre descuento real o justo y des-
cuento comercial.

« Plantear y resolver ecuaciones de valores equivalentes.

« Explicar qué es una fecha focal.

» Resolver ejercicios y aplicaciones de interés simple utili-
zando la hoja de céalculo de Microsoft Excel.



() Términosy conceptos importantes

« Capital o Ecuaciones de valores
o Descuento equivalentes
» Descuento real o justo y o Fecha focal

descuento comercial « Monto

\ Férmulas importantes

M=
I:
M:

C+1
Cit
C+ Cit

Ejercicios complementarios

o Tasa de interés
» Tiempo o plazo

Ejercicios complementarios 63

« Tipo de interés
« Valor actual

o Tiempo real y tiempo

aproximado
M= C(1 +it)
D = Mdt

10.

11.

. +Qué es el interés simple?

Explique los siguientes conceptos: monto, capital, inte-
rés, valor actual, tasa de interés, tipo de interés, ecuacio-
nes de valores equivalentes.

. ;Cudl es el monto alos 10 meses de un capital de $185 000

colocado a 18% simple anual?

sA qué tasa de interés se invirtié un capital de $475 000
que se convirtié en un monto de $700 625 al cabo de 9
meses y medio?

sDurante cuanto tiempo estuvo invertido un capital de
$850 que se convirtié en un monto de $983 a 27% anual
simple?

sCuadl es el valor actual de $1350 cobrables dentro de 4 me-
ses con 35% anual simple de interés?

+Cuadl es el monto real de $1 000 invertidos a una tasa de
0.25 simple anual del 14 de agosto al 29 de noviembre?

. sCudl es el valor actual aproximado o comercial de

$1 800 cobrables el 29 de agosto, si la tasa es de 0.38
anual simple y hoy es 2 de febrero?

. ¢Cuanto produce de interés simple al mes un capital de

$2 500 invertido en valores de renta fija que rinden 5.8%
anual?

+Qué tasa de descuento real se aplicé a un pagaré que ven-
cia el 7 de junio con valor nominal de $175 000 y que al
descontarlo el 7 de marzo produjo un valor neto de
$149 572.65?

sCudnto recibiria una persona si descuenta comercial-
mente un pagaré que vence dentro de 4 meses, que fue
contratado hace 2 meses en $1 500 con interés a 31.5%
anual, sila tasa de descuento que se aplica es de 30% anual?

. ;Cudndo vence un pagaré que se descuenta hoy a una

tasa de 16.5% anual simple, que tiene valor de $74 900

13.

14.

15.

a su vencimiento y produce un descuento comercial de
$1 888.10?
Una persona compra en un almacén:

 una lavadora de $4 750, paga un enganche de $800 y
conviene en pagar el saldo 2 meses después;

« una estufa de $1 920, sin enganche, para pagarla con
un solo abono a los 3 meses, y

o una licuadora de $363, sin enganche, para pagarla en
dos abonos iguales a los 4 y 5 meses.

Si el almacén cobra 27% simple anual sobre esta clase de
operaciones, ;cudl seria el pago unico, realizado un mes
después, que saldaria todas las deudas?

Cuando una prenda que ha sido pignorada no se des-
empeiia antes de 5 meses, la institucion la saca a remate
publico para su venta, con el fin de recuperar el présta-
mo otorgado y los intereses. Del dinero que obtiene con
la venta descuenta estos dos conceptos y el resto se lo
entrega al cliente que empeii6 la prenda. Si una persona
empeifia un anillo de brillantes y recibe $1 950 por con-
cepto de préstamo y no desempefia su joya, y si la ins-
titucion la vende en remate 5 meses después en $3 000,
scuanto le devuelve al cliente si el interés que cobra es
de 4% mensual?

En la pagina siguiente aparece el estado de cuenta co-
rrespondiente a un ejercicio mensual de un usuario
de tarjeta de crédito. Si el cliente no ha realizado otras
compras aparte de las que aparecen en dicho estado, y
no realiza ningun pago, ;cuanto le cobrara el banco de
intereses en el préximo ejercicio si carga 2.5% sobre el
saldo promedio?
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CONTADOR PERSONAL

012345678910 11 1213
NIVEL 0 NIVEL 1 NIVEL 2

Tasa personal Pago P Corsscto
anualizada 24.990/0 Tasa de Interés

NIVEL CUMPLIDO

PERIODO DEL 17-JUL-2007 AL 16-AGO-2007

SALDO ANTERIOR 2693.49 FECHA DE CORTE 16-AGO-2007

SUS PAGOS Y DEPOSITOS 5909.36- , y

SUS COMPRAS Y DISPOSICIONES 12651.05 LIMITE DE CREDITO 81500.00

COMISIONES 0.00 CREDITO DISPONIBLE ) 62 460.10

INTERESES POR CREDITO 0.00 TASA MENSUAL DE INT. POR CREDITO 2.15%

IVAPORINT. Y COMIS. 0.00

SALDO ACTUAL 9435.18

DETALLE DE OPERACIONES
FECHA CONCEPTO POBLACION/ MONEDA PESOS
RFC EXTRANJERA
JUL25 LIVERPOOL PERISU 10 13 MEXICO DF 222.30
JUL25 LIVERPOOL PERISU 10 13 MEXICO DF 421.15
JUL25 SEARS PERISUR 10 12 CIUDAD DE ME 144.13
JUL26 SEARS PERISUR SRM 4711069N3 159.20
JUL27 REST LA MANSION ORD 900905T42 675.00
JUL29 FIESTA INN ACAPULCO PPO 9412076U4 4131.36
AGO04 CAMPANITA PERISUR 1 ACA 800211FU1 1326.60
AGO04 EL PALACIO HIERRO PERI PHI 830429MG6 623.52
AGO04 EL PALACIO HIERRO PERI PHI 830429MG6 1410.36
AGO04 EL PALACIO HIERRO PERI PHI 830429MG6 1799.00
AGO05 SU ABONO . . . GRACIAS 1700.00~
AGOO05 SU ABONO . . . GRACIAS 1000.00~
AGO06 ABONO POR CARGOS PARCI 1410.36-
AGO06 ABONO POR CARGOS PARCI 1799.00~
AGO16 PALACIO HIERRO 01 12 117.53
AGO16 PALACIO HIERRO 01 12 149.91
AGO16 SUPERCENTER 12 12 359.99
AGO16 MARTI 05 09 1111.00
Introduccidn y conce ptos basicos le serd posible plantear problemas con las tasas actualiza-

das dia con dia.
o Valor del dinero en el tiempo.

Monto

« Ejemplo del calculo del interés simple, como aplicacién de
una regla de tres simple. o Interés simple, casos y problemas 1, 2, 4, 9, 12, 16, 22, 23
y 24.

o Conceptos basicos y ejercicio ilustrativo de interés simple.

Valor actual o presente

« En la seccién “Contenido” encontrara ligas que tratan » Interés simple, casos y problemas 3,5y 7.

sobre los tipos de interés (simple y compuesto) y algunos
ejemplos.

Interés

« Ultimas subastas de Cetes, las tasas de interés mexicanas y « Interés simple, casos y problemas 11, 13y 15.
las tasas de interés internacionales. Con esta informacién



Tasas de interés

o Interés simple, casos y problemas 8, 10 y 16.

Plazo o tiempo

« Interés simple, casos y problema 6.

Matematicas en internet. Interés simple

Descuento

o Interés simple, casos y problemas 14, 17, 18, 19, 20, 21
y 25.

Ecuaciones de valores
equivalentes

« Interés simple, casos y problemas 9y 14.






CAPITULO

Interés

compuesto

TEMARIO

3.1
3.2
3.3
34
3.5
3.6
3.7
3.8
3.9
3.10
3.11
3.12

Introduccion

Conceptos basicos

Monto compuesto

Tasa nominal, tasa efectiva y tasas equivalentes
Valor actual o presente

Tiempo

Tasa de interés

Ecuaciones de valores equivalentes
Tiempo equivalente

Aplicaciones

Uso de Excel

Resumen

OBJETIVOS

Al finalizar el estudio del presente capitulo, el lector sera
capaz de:

Explicar los conceptos del valor del dinero en el tiempo

Distinguir y explicar la diferencia entre monto simple y monto
compuesto, entre tasa de interés nominal y tasa de interés efectiva
Comprender y explicar los conceptos de periodo de capitalizacion,
frecuencia de conversion y tiempo equivalente

Plantear y resolver ejemplos de calculos de monto compuesto,
valor actual, tasas de interés nominal, efectiva y equivalentes, y
plazo

Plantear y resolver ejemplos de calculo de monto compuesto, valor
actual, tasa de interés nominal, efectiva y equivalentes

Plantear y resolver ejemplos de ecuaciones de valores equivalentes
a interés compuesto

Resolver ejercicios y aplicaciones de interés compuesto utilizando
la hoja de calculo de Microsoft® Excel®
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Interés compuesto

Introduccion

El dinero y el tiempo son dos factores que se encuentran estrechamente ligados con la vida de las
personas y de los negocios. Cuando se generan excedentes de efectivo, se ahorran durante un pe-
riodo determinado a fin de ganar un interés que aumente el capital original disponible; en otras
ocasiones, en cambio, se tiene necesidad de recursos financieros durante un tiempo y se debe pagar un
interés por su uso.

En periodos cortos por lo general se utiliza, como ya se vio, el interés simple. En periodos largos,
sin embargo, se utilizara casi exclusivamente el interés compuesto.

Conceptos basicos

En el interés simple el capital original sobre el que se calculan los intereses permanece sin variaciéon
alguna durante todo el tiempo que dura la operacion. En el interés compuesto, en cambio, los intere-
ses que se generan se suman al capital original en periodos establecidos y, a su vez, van a generar un
nuevo interés adicional en el siguiente lapso.

En este caso se dice que el interés se capitaliza y que se estd en presencia de una operacion de
interés compuesto.

En estas operaciones, el capital no es constante a través del tiempo, pues aumenta al final de cada
periodo por la adicion de los intereses ganados de acuerdo con la tasa convenida.

Esta diferencia puede captarse con claridad por medio del ejemplo siguiente:

Suponga que se depositan $100 000 en una cuenta de ahorros que paga 10% de interés semestral
(20% de interés anual). ;Cual sera el interés ganado al cabo de 6 meses?

I=Cit
I'=100000(0.10)(1)
I=10000

Suponga que se depositan otros $100 000 en una cuenta de valores que paga 20% de interés
convertible trimestralmente. ;Cual serd el interés ganado al cabo de 6 meses? (Nota: La tasa de in-
terés nominal es la misma en ambos casos: 5% trimestral = 20% anual).

Lo 20% anual
i trimestral = ——— = 5%
4 trimestres
ler. trimestre I = Cit
I=100000(0.05)(1)
I=5000
20. trimestre I = (C + I)it
I=(100 000 + 5 000)(0.05)(1)
I=105000 (0.05)(1)
I=5250
Itotal = I ler. trimestre + I 20. trimestre
Itotal =5 000 + 5 250
I=10250

En este caso, el interés es superior al que se gand en el anterior, pues al final del ler. trimes-
tre al capital original se le suma el interés ganado, con lo cual el total del segundo trimestre serd
superior al del primero.

Por lo tanto, el capital se incrementa por la adicion de los intereses al final de cada periodo
y éstos, a su vez, se incrementan pues son calculados sobre una base cada vez mayor. La cantidad
acumulada al final de la operacion se conoce como monto compuesto. La diferencia entre el mon-
to compuesto y el capital original es el interés compuesto.



3.2 Conceptos basicos

Elinterés puede ser convertido en capital en forma anual, semestral, trimestral, mensual, etc. A dicho
periodo se le da el nombre de periodo de capitalizacién. Al nimero de veces que el interés se capita-
liza durante un ano se le denomina frecuencia de conversion.

;Cudl es la frecuencia de conversiéon de un depdésito bancario que paga 5% de interés capitaliza-
ble trimestralmente?

Un afio _ 12 meses 4

Un trimestre 3 meses

La frecuencia de conversion es igual a 4. El periodo de capitalizacion es trimestral.

Por lo general, la tasa de interés se expresa en forma anual. Ademas, junto con ella se indica, si es
necesario, su periodo de capitalizacion.

« 28% anual capitalizable mensualmente
« 10% anual capitalizable semestralmente
« 6% anual capitalizable trimestralmente

Si el interés se expresa sin mencién alguna respecto de su capitalizacion, se entiende que ésta es
anual.

Es muy importante que, para la solucién de cualquier problema de interés compuesto, el interés
anual sea convertido a la tasa que corresponda de acuerdo con el periodo de capitalizaciéon que se
establezca; si el interés se capitaliza mensualmente, el interés anual debe transformarse en interés
mensual; si es trimestralmente, a interés trimestral, etcétera.

El periodo de capitalizacion y la tasa de interés compuesto siempre deben ser equivalentes. Asi,
en el ejemplo inicial, el interés de 20% anual fue transformado en interés trimestral de 5% para ha-
cerlo equivalente al periodo de capitalizacion que alli se mencionaba.

En este momento pueden establecerse dos conclusiones:

a) Elinterés compuesto es mayor que el interés simple. Esto se debe a que el primero gana intereses
por si mismo, en tanto que el segundo no.

b) A mayor frecuencia de conversion, mayor serd el interés que se obtenga si la tasa anual nominal
es igual; asi, un deposito bancario que obtenga intereses en forma mensual tendrd mayor ren-
dimiento que uno que los capitalice trimestralmente y éste, a su vez, serd mayor que otro que lo
haga cada semestre.

En forma mds clara se observa el comportamiento del interés simple y el interés compuesto en
una grafica. Considere el siguiente ejemplo:

Un depésito de $100 000 a 5 afios. La tasa de interés es la misma en ambos casos: 20% anual. En
el interés simple éste no se capitaliza, en tanto que el interés compuesto lo hace cada afo. (Vea la
grafica 3.1).
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Monto
250 000

IC

200 000

IC

IC

IC

"
100 000 IC{E} IS,

0 1 2 3 4

IC = Interés compuesto
IS = Interés simple

Gréfica 3.1

0 100 000 100 000
1 120 000 120 000
2 140 000 144 000
3 160 000 172 800
4 180 000 207 360
5 200 000 248 832

El monto a interés simple crece en forma aritmética y su gréfica es una linea recta. Sus incre-
mentos son constantes y el interés del quinto afo es igual al del primero. Su ecuacion es la de una
linea recta cuya pendiente o razén de incremento estd dada por la tasa de interés.

y=b+mx
M=C+1It; It = (Ci)t
M =100 000 + 20 000(¢)

En cambio, una cantidad que se coloca a interés compuesto crece en forma geométrica y su
grafica corresponde a la de una funcién exponencial:

M =C(1+i)"
M =100 000(1 + 0.20)"

Sus incrementos son variables. Como se puede apreciar en la grafica, cada periodo presenta
un incremento mayor al del periodo anterior. Su ecuacion es la de una linea curva que asciende a
velocidad cada vez mayor.

’ Ejercicios de las secciones 3.1y 3.2

Cuadl es la tasa de interés por periodo de:

a) 30% anual capitalizable mensualmente?
b) 16% anual capitalizable trimestralmente?
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c) 2% trimestral?

d) 15% anual?

e) 18% anual capitalizable semestralmente?
f) 18% anual capitalizable mensualmente?
g) 0.5% mensual?

sCudl es la frecuencia de conversion de los ejemplos del problema anterior?
Elabore la grafica que muestre el crecimiento de una inversién de $ 1000 en un afio si se
deposita en una cuenta de valores que paga:

a) 10% anual convertible semestralmente.
b) 20% anual convertible semestralmente.
¢) 30% anual convertible trimestralmente.
d) 40% anual convertible trimestralmente.
e) 50% anual convertible trimestralmente.
f) 50% anual convertible mensualmente.
g) 60% anual convertible mensualmente.
h) 70% anual convertible mensualmente.
i) 80% anual convertible mensualmente.

Monto compuesto

El monto compuesto, como ya se ha explicado, es el resultado que se obtiene al sumar al capital ori-
ginal el interés compuesto. Si se dispone de un capital Cy se invierte en un banco y se desea conocer
el monto M del cual se dispondra al final del periodo, sélo debe agregarsele el interés I ganado.

M=C+I
pero I = Cit
cuandot=1,1=Ci
por lo que M = C + Ci que factorizando da
M=C(1 +1)
Como puede verse, el monto de un capital al final de un periodo se obtiene multiplicandolo por

el factor (1 + 7). De esta manera, al final del segundo periodo se tiene que:

M=C(+i)(1+1)
—
Capital al iniciar el 20. periodo

M=C(1+1i)?
Al final del tercer periodo se tiene que
M=C(1+)X(1+1)

y asi sucesivamente. Esta sucesion de montos forma una progresion geométrica cuyo n-ésimo tér-
mino es igual a:

M=C(1+i)

Esta ecuacion se conoce como férmula del monto a interés compuesto.

Se depositan $50 000 en un banco a una tasa de interés de 18% anual capitalizable mensualmente.
;Cudl sera el monto acumulado en 2 anos?
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SOLUCION:
Como se establecié previamente con la féormula (3.3), el monto a interés compuesto se calcula
mediante la ecuacién

M=C>1 +i)"

Se destaca nuevamente que la definicién de periodo debe ser la misma para i y para .
Asi, para calcular la tasa de interés mensual, se divide la tasa anual entre la frecuencia de
conversion:
Tasa de interés anual

Frecuencia de conversion

. 018
i=——=0.015=1.5%
12
Para determinar n, se multiplica el lapso en afios por la frecuencia de conversion:
n=2(12)
n=24

asi, M=50000 (1 +0.015)*

En este momento surge una interesante pregunta: ;como evaluar (1 + 0.015)**?
Existen cuatro alternativas:

a) Utilizar papel y lapiz y realizar la operacién 24 veces. Resulta lenta y poco practica.

b) Resolver la ecuacién utilizando logaritmos.

¢) Utilizar las tablas que se encuentran al final del libro; en ellas se encuentra el factor del monto
a interés compuesto (1 +i)", para una i y una n determinadas. Esta opcién es sencilla, pero en
una época de tasas variables como la que se vive, puede darse el caso de que dichas tablas no
incluyan la que interesa.

d) Emplear una calculadora electrénica. Este es el medio més préctico y preciso y, como se men-
ciond anteriormente, sera el que se utilice en los cdlculos de este libro.

Factor de monto a interés compuesto = (1 + 0.015)** = 1.429503

M =50 000 (1.429503)
M=71475.14

En dos afios, la inversion de $50 000 se transformara en un monto de $71475.14 por la gene-
racion de un interés compuesto de $21475.14.

Se depositan en una caja de ahorros $100 000 a una tasa de interés de 4.8% capitalizable men-
sualmente.

a) 3Cual serd el monto acumulado a interés compuesto en un periodo de 9 meses?

b) Suponiendo que la caja de ahorros preste ese mismo dinero con una tasa de interés de 30%
anual capitalizable mensualmente, ;cual seria el pago que se debe efectuar al cabo de los mis-
mos 9 meses?

SOLUCION:
a) Depésito

Se aplica la féormula del monto a interés compuesto (3.3)
M=C1+i)

Como se vio en el ejemplo 3.3.1, debe determinarse la tasa de interés mensual dividiendo la tasa
anual entre la frecuencia de conversion:



3.3 Monto compuesto

Tasa de interés anual

1= A 2
Frecuencia de conversion

0.048
i=——=0.004

12

Puesto que el tiempo de inversion esta ya expresado en meses, se tienen todos los elementos ne-
cesarios para plantear y resolver el ejemplo:

C =100 000
i=0.004
t=9

Asi, se sustituyen los valores en la férmula (3.3) y se tiene:

M=C1+i)

M =100 000(1 + 0.004)°
M =100 000 (1.036581)
M=103658.10

Por lo tanto, un depoésito de $100 000 rendird $3 658.10 de interés y acumulara un monto de
$103 658.10 al cabo de 9 meses.

b) Préstamo

Para aplicar la férmula

M=C(1+1q)"
es necesario determinar la tasa de interés, para lo cual se divide la tasa anual entre la frecuencia
de conversion:

Tasa de interés anual

Frecuencia de conversion

i=@=0.025

12

Con ello se tienen ya todos los datos necesarios para aplicar dicha férmula:

C =100 000
i=0.025
t=9

Se sustituyen los valores en la férmula (3.3) y se tiene:

M=C(1+i)"

M =100 000(1 + 0.025)°
M =100 000 (1.248863)
M =124 886.30

La diferencia que existe entre el monto derivado del préstamo ($124 886.30) y el monto
que debe pagar al ahorrador ($103 658.10), esto es, la cantidad de $21228.20, constituye la utilidad
del intermediario financiero, en este caso, de la caja de ahorros.

Se obtiene un préstamo bancario de $1500 000 a un plazo de un ailo y con interés de 12% conver-
tible trimestralmente. ; Cudl es el monto que deberd liquidarse?

SOLUCION:
Se determina primero la tasa de interés por periodo de conversion:
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. 012
i=——=0.03
4

El nimero de periodos de capitalizacion n es igual a: 1 aflo x 4 =4

M=C(1 +i)"

M= 1500000 (1 +0.03)*
M = 1500 000 (1.125509)
M=1688 263.22

Debera liquidarse al banco la cantidad de $1688 263.22.

La férmula (3.3) se deriva del supuesto de que n es entero. En teoria puede aplicarse también en el
caso de que # sea fraccionario, pero para resolverlo sélo puede recurrirse al uso de logaritmos o de
la calculadora.

Se decide liquidar el préstamo del ejemplo anterior en forma anticipada luego del transcurso de 7
meses y medio. ;Cudl es la cantidad que debe pagarse?

SOLUCION: 7.5/3 meses = 2.5 trimestres
M =1500000 (1+0.03)%°
M =1 500000 (1.076696)
M=1615043.86

Una forma practica de resolverlo es determinar el monto compuesto correspondiente a los pe-
riodos completos de conversién y aumentar el interés simple por el periodo fraccionario de con-
version a la tasa estipulada.

I compuesto I simple
—r —
M=C(+i)" (1+it)
M =1500000 (1+0.03)*[1+ (0.03)(0.5)]

M =1 500000 (1.060900)(1.015)
M=1615220.25

La diferencia resultante, segun la tasa de interés y del tiempo, puede llegar a ser significativa, por
lo que siempre que sea posible se recomienda el empleo de la férmula (3.3).

Se contrata un préstamo bancario de habilitacién y avio por 150 000 pesos. El plazo de pago es de
3 afos. La tasa de interés es de 20% anual convertible semestralmente.

sCudl es la cantidad que debera liquidarse si se decide cancelarlo en forma anticipada a los
15 meses?

SOLUCION:
Por el método exacto:

Periodo de pago _ 15 meses

- —— = 2.5 semestres
Periodo de capitalizacion 6 meses

M=C(1+1q)"
M=150(1+0.10)>°
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M =150(1.269059)
M =190.358810

Deben liquidarse $190 358.81

Nota: La magnitud de las cifras a veces provoca confusiones y errores por el manejo de los ceros.
Por esta razén se recomienda, siempre que sea posible, eliminar ceros y manejar cifras en miles o
millones de pesos en los procesos de solucion de los problemas. Esta practica se ha adoptado en la
redaccion del presente texto y se encontrara a lo largo del mismo en varios ejemplos.

Cabe senalar que si bien se utilizan cifras simplificadas en los procesos de solucion, el resul-
tado final se expresa en su magnitud original.

Por el método aproximado:

M=C(1+)"(1+it)

M =150 000(1 +0.10)*[1 + 0.10(3/6)]
M =150 000(1.10)?[1 + 0.10(0.50)]
M =150 000(1.10)*(1.05)

M =190 575.00

En este caso la diferencia entre un método y otro importa $216.19.

’ Ejercicios de la seccion 3.3

Determine el interés que gana en un afio un depdsito de $1000 en:

a) Una cuenta de ahorros que paga 20% de interés anual simple.

b) Una cuenta de ahorros que paga 10% de interés semestral simple.

¢) Una cuenta de ahorros que paga 20% de interés anual compuesto semestralmente.
d) Una cuenta de valores que paga 20% de interés anual convertible trimestralmente.
e) Una cuenta de valores que paga 20% de interés anual pagadero mensualmente.
f) Una cuenta de valores que paga 20% de interés anual convertible diariamente.

Determine el monto acumulado de $50 000 que se depositan en una cuenta de valores
que paga 15% anual convertible mensualmente:

a) Al cabo de un afio.

b) Al cabo de dos anos.
c) Al cabo de tres afios.
d) Al cabo de cinco afos.

Determine el interés simple y el interés compuesto que ganaria un depdsito de $100 000
sila tasa de interés fuese de 5% y el plazo del depdsito 5 afios. ;Qué conclusiones puede
presentar?

Tabule el crecimiento de $1 a 1, 5, 10, 15 y 20 afos si los tipos de interés compuesto
anual son: 10%, 20%, 30%, 40%, 50%, 60%, 70%, 80%, 90%, 100%.

Considere que las tasas de interés del ejemplo anterior son tasas anuales de inflacion.
sQué sucederia con los precios? ;Qué conclusiones puede emitir?

;Cudnto dinero debe pagarse a un banco que hizo un préstamo de $300 000 si se reem-
bolsa al afo capital e interés y la tasa aplicada es de 24% anual convertible trimestral-
mente?

;Qué cantidad deberia liquidarse en caso de que el préstamo del ejemplo anterior se
pagara al cabo de 10 meses?

Una persona deposita su dinero en el banco a plazo de 2 aflos y a una tasa de 15% con-
vertible semestralmente. Debido a una emergencia, debe retirar su dinero al cabo de 15
meses. ;Cudl serd el monto acumulado que se le entregue si deposit6é $12 000? Utilice
el método exacto y el método aproximado.
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+Cudl serd el monto acumulado en una cuenta de valores que paga 1.2% de interés
mensual si se hicieran los siguientes movimientos durante el afio y se desea conocer su

saldo al 31 de diciembre?

15 de febrero 15 000
15 de mayo 3000
15 de julio 1500
15 de septiembre 2000
15 de diciembre 2500

Apertura
Depésito
Retiro
Retiro
Depésito

La poblacién de un estado ha crecido a una tasa anual de 2.8% durante los ultimos 5
anos. Si el numero actual de habitantes es de 3 825 000, ;cual serd su poblacién en 5, 10

y 20 afios considerando:

a) que la tasa de crecimiento poblacional no cambia?
b) que la poblacién crece a 2.8% los primeros 5 afos, 2.5% los siguientes 5 afios y 2.0%

los ultimos anos?

El ingreso anual por habitante en el estado anterior es de 5 000 ddlares. ;Cual serd su
ingreso anual en 5, 10, 15 y 20 afios si se considera que el PIB crece a un ritmo de 3.5%

anual promedio, y la poblacién crece a 2.8%?

Tasa nominal, tasa efectiva y tasas equivalentes

Cuando se realiza una operacién financiera, se pacta una tasa de interés anual que rige durante el
lapso que dure la operacidn, que se denomina tasa nominal de interés.

Sin embargo, si el interés se capitaliza en forma semestral, trimestral o mensual, la cantidad
efectivamente pagada o ganada es mayor que si se compone en forma anual. Cuando esto sucede, se

puede determinar una tasa efectiva anual.

Dos tasas de interés anuales con diferentes periodos de capitalizaciéon seran equivalentes si al

cabo de un afo producen el mismo interés compuesto.

sCudl es la tasa efectiva de interés que se recibe de un depdsito bancario de $1000 pactado a 4.8%

de interés anual convertible mensualmente?

SoLUCION: M =1000 (1+ 5

M =1000(1+0.004)"
M =1000(1.049070)

M =1049.07
I=M-C
1=1049.07 -1000
[=49.07

I
el
. 49.07

i=——-=0.049070
1000

0.048) 12



3.4 Tasa nominal, tasa efectiva y tasas equivalentes

La tasa efectiva de interés es de 4.91%.

La tasa equivalente a una tasa anual de 4.8% convertible mensualmente es de 4.91% conver-
tible anualmente.

La relacién entre ambas tasas puede verse como sigue: sea i la tasa anual efectiva de interés, j la
tasa de interés anual nominal y m el ntimero de periodos de capitalizacién al afio.

Se ha establecido que ambas tasas son equivalentes si producen el mismo interés al cabo de
un ano.

Por lo tanto, C(1+i)=C( +j/m)"

Dividiendo ambos miembros de la ecuacién entre C, tenemos:

I+ =(1+j/m)m
i=(1+j/mm—1

Retomando el ejemplo anterior:

i=(1+0.048/12)"*-1
i=(1+0.004)-1
i=(1.049070) — 1
i=0.049070
i=491%

;Cuadl es la tasa efectiva que se paga por un préstamo bancario de $250 000 que se pactd a 16% de
interés anual convertible trimestralmente?

SoLUCION:
Aplicando directamente la féormula (3.5) se tiene:

i=1+j/mm-1
i=(1+0.16/4)*-1
i=(1+0.04)*-1
i=(1.169859) — 1
i=10.169859
i=16.98%

Determinar la tasa nominal j convertible trimestralmente, que produce un rendimiento de 40%
anual.

SOLUCION:
En este caso la tasa de interés efectiva es ya conocida (puede ser la tasa de inflacion esperada en
el afio), y se desea conocer la tasa nominal j convertible trimestralmente que producird dicho
rendimiento. Aplicando nuevamente la ecuacion (3.5) se despeja en ella j:
i=(1+jmym-1
I+ =1+jmm"
YA+i) = (1 +j/m)
(1+0)Ym=(1+j/m)
(I+d)m—1=j/m
m[(1+i)'m—1] =j
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j=4[(1+0.40)" — 1]
j=4[(1.087757) — 1]
j=4(0.087757)
j=0.3510
j=35.10%

La tasa nominal j convertible trimestralmente que produce 40% efectivo es 35.10%.

EJEMPLO 3.4.4

sCudl es la tasa nominal j convertible mensualmente equivalente a una tasa de 14% convertible
trimestralmente?

SOLUCION:
Puesto que ambas tasas son convertibles en periodos distintos deben igualarse a su plazo anual.

a) Una tasa nominal j convertible mensualmente es igual a una tasa efectiva:
i=(1+j/12)"

b) Una tasa nominal de 14% convertible trimestralmente es igual a una tasa anual efectiva:
i=(1+0.14/4)*

Igualando ambas tasas efectivas se tiene:

(1+;5/12)2=(1+0.14/4)*
(1 +/12)1212 = (1 + 0.14/4)***
(1+;/12) =(1+0.035)""
j/12=[(1+ 0.035)"* —1]
j=12[(1+ 0.035)" 1]
j=12(1.011533 - 1)
j=12(0.011533)
j=0.138398

Por lo tanto, una tasa nominal de 13.84% convertible mensualmente es equivalente a una
tasa nominal de 14% convertible trimestralmente.
Otra vez puede verse que a mayor frecuencia de conversion se obtiene un rendimiento mayor.

+A qué tasa nominal convertible trimestralmente un capital de $30 000 crecerd hasta $100 000 en
5 afios?

SOLUCION:
Se aplica la férmula (3.3) y se tiene:

M=C(1+i)"
100 000 = 30 000 (1 + )"
100000
=(1+i)

30000
Pero (1+i0)"=(1+j/m)y™
donde n=>5afosym=4
Asi, (1 + jlayo = 100000

30000
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(1 +j/4) = (3.333333)"/0
j=4[(3.333333)20 - 1]
j=4(1.062048 — 1)
j=0.24819

Se requiere una tasa nominal de 24.82% convertible trimestralmente para que un capital de
$30 000 se convierta en un monto de $100 000 en un plazo de 5 afios.

’ Ejercicios de la seccion 3.4

Determine la tasa de interés efectiva que se recibe de un depdsito bancario si la tasa
nominal es de 6% y se convierte:

a) Anualmente d) Mensualmente
b) Semestralmente e) Diariamente
¢) Trimestralmente

Determine la tasa nominal que produce un rendimiento de 10% anual efectivo si el
interés se convierte:

a) Anualmente d) Mensualmente
b) Semestralmente e) Diariamente
c) Trimestralmente

Determine la tasa nominal j convertible trimestralmente que resulte equivalente a una
tasa de 15% convertible semestralmente.

;Qué tasa nominal j convertible mensualmente resulta equivalente a una tasa de 4%
convertible trimestralmente?

;Qué tasa de interés mensual resulta equivalente a una tasa de 12% semestral?

sQué tasa de interés trimestral resulta equivalente a una tasa mensual de 2%?

sQué tasa de interés anual resulta equivalente a una tasa de 4% trimestral?

sQué tasa de interés simple mensual es equivalente a una tasa de interés nominal j = 18%
convertible anualmente si se invierte el dinero durante:

@) un ano? b) dos anos? c) tres anos?

;Qué tasa de interés simple anual corresponderia a los incisos del problema anterior?
Un banco ofrece los siguientes depdsitos y tasas de interés:

a) j, =930 b) j,=9.50 ¢) j,=9.80

;Cudl es la mejor alternativa?

;A qué tasa de inflacidén anual compuesta mensualmente se triplicarian los precios en:

a) 3 anos? b) 5 anos? ¢) 10 afos?

Valor actual o presente

En ocasiones se conoce cudl es el monto que debe pagarse o que se desea reunir, y se quiere deter-
minar el capital que es necesario invertir en el momento presente a una tasa de interés determinada,
para llegar a tener dicho monto; se esta entonces en presencia de un problema denominado de valor
actual o valor presente.

El valor actual muestra, como su nombre lo indica, cual es el valor en un momento determinado
de una cantidad que se recibira o pagara en un tiempo posterior.



80

CAPITULO 3 Interés compuesto

Para calcularlo se retorna a la formula (3.3):

M=C(+i)"
en la cual se despeja el capital C,
M
C= =MQ+i)™
(1+4)"

Generalizando, puede decirse que si se conocen tres de las cuatro variables involucradas: monto
(M), capital (C), tiempo (n) y tasa de interés (i), puede calcularse la cuarta.

;Cuanto debe depositarse en el banco si se desea tener un monto de $50 000 dentro de 3 afios y la
tasa de interés es de 20% anual convertible semestralmente?

SOLUCION:
Aplicando la férmula (3.6):

M
C=
(1+i)"
M =50000

i=10% semestral (20% anual entre 2)
n = 6 semestres (3 afios x 2)
50000
(1+0.10)°
50000
1771561
C=28223.70

Deben depositarse $28 223.70 a fin de contar con $50 000 en un plazo de 3 afios, si la tasa de
interés es de 20% anual convertible semestralmente.

Juan Pérez desea adquirir una casa con valor de $850 000. Le pidieron que entregue 50% de anticipo
y 50% en un plazo de un afio y medio, al término de la construccién y entrega del inmueble. ; Cuanto
dinero debe depositar en el banco en este momento para poder garantizar la liquidacién de su adeu-
do, si la tasa de interés vigente es de 6% anual capitalizable mensualmente?

SOLUCION:
Juan Pérez paga en este momento $425 000 (50% de la operacién), y debe pagar otro tanto en un
plazo de afio y medio, como se aprecia en la grafica 3.2.

4//\

425000 , 425000
0 1 1%
Gréafica 3.2

Para calcular la cantidad que debe depositar se utiliza la formula (3.6) considerando que:
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0.06
i=——=0.005=0.5%
12
n=12x1.5 afios =18 meses
M
C= =MQA+i)™"
1+i)"

C =425000(1.005)7'8
C =425000(0.914136)
C =388507.87

Para garantizar el pago de su adeudo, Juan debe depositar $388 507.87, los cuales, con la reinver-
sion de los intereses se incrementaran hasta formar el monto de $425 000 en un plazo de alo y medio.

Como se ve en estos ejemplos, C es el valor presente o valor actual de M. Esto es, puede con-
siderarse que el capital Cy el monto M son dos valores equivalentes dada una determinada tasa de
interés y un periodo también determinado. En el ejemplo anterior para Juan Pérez resultaria equi-
valente pagar $388 507.87 en este momento o $425 000 dentro de un afio y medio, dada una tasa
de interés de 6% anual capitalizable mensualmente. Es decir, cualquiera de las dos operaciones de
pago le resultaria igual.

Este hecho nos remite el valor del dinero en el tiempo: no es lo mismo tener $100 hoy que
tener $100 dentro de un afo, pues su valor adquisitivo no es equivalente. Este fenémeno es par-
ticularmente claro en paises en los que la inflacion se ha acelerado de manera sustancial, y en los
cuales la desvalorizacién del dinero ocurre casi dia a dia.

Como consumidor prefiero tener mi dinero hoy y no mafana, mucho menos dentro de
un afo.

En el campo de los negocios es indispensable considerar esos efectos, pues muchas ve-
ces se realizan inversiones en el momento presente que generan flujos de efectivo que se
recibiran dentro de uno o mds anos. El valor presente de dichos flujos deberd compararse con la in-
version que se esta realizando (también a valor presente) y, para lograrlo, se deben descontar am-
bos, inversion e ingresos, a fin de poderlos comparar en forma equivalente en el momento presente.

La Compaiiia de Novedades Actuales planea realizar una inversion de $50 000 para producir un
articulo de moda que espera le genere ingresos de $80 000 dentro de 2 afios. Si se considera una
inflacién promedio de 25% anual, ;conviene la inversién?

SOLUCION:

Se comparan los $50 000 que se deben invertir en el momento presente con los $80 000 que se es-
pera recibir en 2 afos. Para hacerlo es necesario que ambas cantidades sean equivalentes. Se traen
a valor presente los $80 000 y asi se tiene una misma base de comparacion. La tasa de inflacion se
acumula de la misma forma que el int3rés. Aplicando la férmula (3.6):

C=MQA+i)™
C=80000(1+0.25)2
C=80000(0.64)
C=51200

Los $80 000 que la empresa recibird en dos afios equivalen a $51200 descontados de la in-
flacion. Este valor presente de los ingresos se compara con el valor presente de la inversion que
es de $50 000 y muestra que efectivamente se lograra una utilidad de $1200 y que, por lo tanto,
conviene invertir.

Una compaififa minera ha descubierto una veta de manganeso en un pais latinoamericano y debe
decidir la conveniencia o inconveniencia de su explotacién. Con el fin de poder beneficiar el mi-
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neral es necesario realizar una inversion de $350 000. Sus analistas financieros estiman que la veta
producira s6lo durante 3 afios y, de acuerdo con el precio vigente del metal, los ingresos serian
los siguientes:

ler. afio 100 000
20. afo 200 000
3er. afio 300 000

Si la tasa de inflacién promedio de los proximos tres aios es de 40%, ;resulta rentable la
inversion?
SOLUCION:

Para tener una idea mas clara de la operacidn se puede elaborar una grafica de tiempo y valor
(grafica 3.3).

Inversion
350 000
} } } i
0 1 2 3 afnos
wooo 200 000 300 000
Grafica 3.3

Se traen a valor presente los ingresos que se espera recibir en el futuro, utilizando la tasa de
inflacién, y se comparan con la inversién inicial.

ler. afio = $100 000
C=MQA1 +i)*
C =100 000(1 + 0.40)!
C=100000(0.71428571)

C=71428.57
20. afio = $200 000
C=MQA+i)?

C=200000(1 + 0.40)>
C=200000(0.51020408)

C=102 040.82
3er. afio = $300 000
C=M(1+i)?

C=300000(1 + 0.40)®
C=300000(0.36443149)
C=109329.45

La suma del valor presente de los ingresos esperados en los préximos anos es:

71 428.57 + 102 040.82 + 109 329.45 = $282 798.84

El valor presente de los ingresos ($282798.84) es menor al de la inversién necesaria para su
explotacién ($350000). Por lo tanto, a la compaiiia no le conviene explotar la veta a menos que el
precio del metal se incremente y con ¢él sus ingresos esperados.

En determinadas ocasiones se pueden encontrar deudas que devengan interés y de las cuales se quie-
re conocer su valor en un momento anterior a su liquidacion.

Para solucionar estos problemas, en primer lugar se debe determinar el monto original de la
deuda vy, a partir de ¢él, calcular el valor actual.
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Se otorga un préstamo de $2 000 000 para liquidar una maquinaria y se firma un documento a
plazo de un afo con interés de 15%. A fin de recuperar el efectivo en forma inmediata, la empresa
vendedora descuenta dicho documento en un banco a una tasa de 2% mensual.

a) Qué cantidad es la que se recibe?
b) ;Qué tasa de interés efectiva debe pagar la compaiiia para financiarse?

SOLUCION: M =C(1+i)"
M =2000000(1 +0.15)*
M =2000000(1.15)
M =2 300000

El monto nominal de la deuda es de $2 300 000.
a) Se calcula el valor actual:

C=MQA+i)™
C=2300000(1.02)"2
C=2300000(0.788493)
C=$1813534.30

b) Tasa de interés efectiva:

Valor de la maquinaria =$2 000 000.00
Préstamo otorgado por el banco = 1813534.30
Interés pagado por la empresa que vendié la maquinaria = 186 465.70

Costo para la empresa que vendio la maquinaria:

;1 _ 18646570
C 2000000

i=0.093233 =9.32%

La tasa de interés efectiva que debe pagar la compaiiia para financiarse a través de los docu-
mentos es de 9.32% anual.

Se descuenta en un banco un documento de $500 000 con vencimiento a 3 meses que devenga
2% de interés mensual. El banco lo descuenta a una tasa de 22% anual. ;Cual es la cantidad que
se recibe?

SOLUCION:
a) Se calcula el monto original:

M =C(1 +i)"
M =500(1 + 0.02)°
M =1500(1.061208)
M =530 604

b) Se calcula el valor actual:

C=M(1+i™

C =530604(1 + 0.22)3/12
C =530604(1.22)°%

C =530604(0.951503)

C =504 871.16
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En este caso, a diferencia del anterior, la tasa de interés cobrada por el banco es menor que la
que se carg6 en el valor del documento. El acreedor tuvo un beneficio adicional.

Un documento por $1000 000 debe pagarse en 36 meses, lapso durante el cual generard intereses a
12% convertible mensualmente. Se descuenta en el banco y éste carga un interés de 16% converti-
ble trimestralmente. ;Cual es la cantidad que se recibe? ;Cudl fue la utilidad o pérdida que generd
la operacién?

SOLUCION:
Esta situacion involucra dos problemas que deben resolverse en forma separada; para visualizarlo
mds claramente se recurre a una grafica de tiempo y valor (vea la grafica 3.4).

M=C (1 + 0.12 )736

12
1 000 000 Meses
0 1 2 34 35 36
0.16\-12
C=M (1 +74 )
Grafica 3.4

En primer lugar debe calcularse el monto total de la deuda, dados:

C =$1 000 000; ]12 =12%; i = 1% mensual; n = 36
M =(1+1i)"

M =1000000 (1+0.01)*

M =1000 000 (1.430769)

M =1430769

Acto seguido se procede a calcular el valor actual del monto obtenido en funcién de la tasa de
descuento, dados:

M =1430769; ],=16%; i=4%;n=12
C=M(1+i™

C =1430769(1 +0.04) 2

C =1430769(0.624597)

C =893 654.10

La cantidad neta que se recibe del banco asciende a $893654.10. Hay una pérdida de
$106345.90 en la operacion (1 000 000 — 893 654.10).

EJEMPLO 3.5.8

En la compra de una maquinaria se firma un documento por $75 000 a pagar en 3 ailos con una
tasa de interés de 12.5% semestral. Luego del transcurso de 10 meses de la firma, se decide des-
contarlo en el banco y éste carga un interés de 28% convertible trimestralmente. ;Cual es la can-
tidad neta que se recibe?

SOLUCION:
En este caso, al igual que en el anterior, se involucran dos problemas:

a) uno de monto y
b) uno de descuento.

Utilizando una gréfica de tiempo y valor se tiene (vea la grafica 3.5).
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C(1 +0.125)

75 000
————t—+—+— - - ——+—+— Meses
02 4 6 810 34 35 36
-26/3
0.28
C:M<1+T)
Grafica 3.5

a) Sedetermina en primer lugar el monto a pagar:

C =75000; i =12.5%; n =6 (36 meses entre 6)
M =C(1+1i)"

M =75000(1+0.125)°

M =75000(2.027286)

M =152 046.49

b) A partir del monto obtenido se procede a descontar de acuerdo con la tasa fijada por el
banco:
M =152 046.49; ], =28%; i=7%
n =26 meses = 8.66666667 trimestres (26/3)

En este caso se presenta, ademds, el problema de periodos de interés fraccionario y puede resol-
verse en forma exacta o en forma aproximada.

bl) Exacta:
C = M(1 +i)™
C =152 046.49(1 + 0.07)-8:66667
C =152 046.49(0.556340)
C =84589.61

b2) Aproximada:
Cuando se tienen periodos de interés fraccionario en problemas de interés compuesto se des-
cuenta hasta el periodo completo que incluya aquel que se esta buscando y, posteriormente, se

adiciona el tiempo faltante utilizando el interés simple. Con base en una grafica de tiempo y va-
lor (vea la grafica siguiente).

M= C[1+(0.07)(/,)]

1
T
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

V\_/Tﬂmestres

C=M(1 +0.07)"°
Grafica 3.6

C=MQA+i)™
C=152046.49(1 + 0.07)°
C=152046.49(0.543934)
C=282703.22

El valor actual a 9 meses sera de $82 703.22.
A dicho valor se le acumula el interés simple por un mes para ubicarlo en el tiempo fijado:

M=C(1 +it)

M =82703.22[1 + (0.07)(1/3)]
M =82703.22(1.023333)
M=284632.93
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que es la cantidad que se obtiene con descuento aproximado y la cual, como puede verse, arroja
una diferencia de:

84 632.93 — 84 589.61 =43.32

respecto a la que se obtiene mediante el método exacto.

’ Ejercicios de la seccidon 3.5

;Cudnto dinero debe depositarse en el banco si se desea acumular un monto de
$250 000 en un plazo de 2 afos, y la tasa de interés es de 9% convertible mensual-
mente?

;Qué cantidad de dinero recibe una empresa en calidad de préstamo si ha firmado un
documento por $650 000 que incluye capital e intereses a 18% convertible trimestral-
mente, y tiene vencimiento en 18 meses?

sCudl es el valor presente de $1000 que se cobraran al cabo de un afio si la tasa de interés
compuesto trimestralmente es:

a) 10%? d) 50%2
b) 20%? e) 100%?
¢) 30%?

sCudl es el valor presente de $1000 que se cobrardn en un afio si la tasa de interés es de
15% convertible:

a) mensualmente? c) semestralmente?
b) trimestralmente? d) anualmente?

Una deuda de $50 000 se documenta mediante un pagaré que incluye intereses a razén
de 3% trimestral, y que serd pagadero al cabo de un afo. ;Qué cantidad puede obte-
nerse por él si se descuenta al cabo de 4 meses a una tasa de interés de 12% convertible
mensualmente?

Una distribuidora de automdviles ofrece a sus clientes 10% de descuento en la compra
al contado de un automoévil nuevo, o bien, 50% del precio al contado y 50% a 6 meses
sin descuento y sin intereses. ;Qué alternativa debe escogerse si el dinero puede ser
invertido a una tasa de interés mensual de:

a) 2%? b) 3%? c) 4%?
Una empresa dedicada al comercio internacional desea incrementar sus operaciones,

para lo cual estudia dos proyectos alternativos. Los flujos netos de efectivo presupues-
tados son:

80 000 20 000 35000 60 000
B 75000 45 000 30 000 25000
;Qué alternativa se debe escoger sila compania puede obtener en otro tipo de inversién
rendimientos de:
a) 15%32 b) 20%?
En una operacion de exportacion una empresa recibe un pagaré por 285 000 délares

a 180 dias de plazo que devenga un interés mensual de 1%. A fin de contar con recur-
sos liquidos, la empresa descuenta el documento en su banco y éste lo acepta cargando
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un interés de 10% anual convertible trimestralmente. ;Cual es el importe neto que
recibe la empresa?

Por la venta de una casa, una compaiiia inmobiliaria recibe un pagaré por $140 000
con vencimiento a 5 aflos que devenga intereses a razén de 10% anual convertible se-
mestralmente. ;Qué cantidad recibird la empresa si al cabo de un afio descuenta el
documento en su banco y éste le cobra 16% de interés anual?

Una empresa obtiene un préstamo de habilitaciéon por $150 000, el cual documenta
con un pagaré con vencimiento a 3 aflos y que estipula intereses trimestrales de 6%
liquidables al término de la operacién. Al cabo de 3 meses, el banco aceptante negocia
el documento y es descontado con un interés de 8% anual convertible semestralmente.
sQué importe recibe el banco? Determinelo utilizando el método exacto y el método
aproximado.

Tiempo

Como ya se menciond, la férmula (3.3) puede utilizarse para resolver cualquier problema de interés
compuesto, pues en ella estan involucradas todas las variables que lo determinan: monto, capital,
tiempo y tasa de interés; conociendo tres de ellas se despeja y determina la cuarta.

Se veran en seguida dos ejemplos de como solucionar problemas en los que se desconoce el tiempo.

sEn cuanto tiempo se duplicard una inversién de $1000 si se considera una tasa de interés

a) de 36% anual convertible mensualmente, y
b) de 24% anual también convertible mensualmente?

SOLUCION:
Para resolver este tipo de problemas es necesario recurrir al uso de los logaritmos. Con base en la
férmula (3.3) se tiene:
M=C(1 +1i)"

se despeja (1 + )" y se obtiene:
M/C = (1 + i)" = factor de acumulacién del monto a interés compuesto. Aplicando loga-
ritmos:

log factor = nlog (1 + i)

log factor
log (1+1)
a) Ahora, dado que
j,,=0.36
el interés mensual es
i=0.03.

También, como se quiere encontrar el tiempo en el que se duplica un capital dado

M_,
C y
1+i)y"=2
De donde n= loi
log (1.03)

Ellogaritmo base 10 del factor 2 es 0.301030 y el logaritmo base 10 de 1.03 es 0.012837:
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ne 0.301030
0.012837
n=2345

Se necesitan 23.45 meses para que el capital invertido se duplique dada una tasa de 3%
mensual.

b) Sila tasa de interés es de 24% anual, se tiene:

M=C(1+i)"
M/C=(1+1)"
2000 =(1+0.02)"
1000
2=(1.02)"
log 2=nlogl.02
log2
log1.02
e 0.301030
0.008600
n=35.00

Sila tasa de interés es de 24% anual convertible mensualmente, se necesitardn 35 meses para
duplicar el capital.

Debe destacarse que la conclusion anterior es vélida sin que importe a cuanto asciende el capi-

tal invertido, pues lo que se considera es el factor de acumulacién del monto a interés compuesto y
no la cantidad invertida en si.

+En cuanto tiempo reduce $1.00 su valor adquisitivo a 50% dada una inflacién anual de:
a) 50%? b) 10%? ) 30%? d) 100%?

SOLUCION:

a) En forma aprioristica hay quienes sefialardn que la respuesta al problema anterior (inflacién
de 50%) es de un afo, pero... jestdn equivocados!

Aplicando la formula (3.3) se tiene:
M=C(1+1q)"

Se conoce que M = 1, pues es la cantidad absoluta de la que se dispondra en el futuro. Se

conoce también que C = 0.50, pues es el poder adquisitivo actual del peso que se recibira en
el futuro. La tasa de inflacién i = 0.50.

M/C= (1 +1i)"
1.
100 =(1+0.50)"
0.50
2=(1.50)"
log 2=n log 1.50
log 2
g2 _
log 1.50
- 0.301030
0.176091

n=171
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Este resultado indica que el valor adquisitivo de $1 se vera reducido a $0.50 en 1.71 afios
dada una inflacién de 50%.
b) Para determinar en el caso de 10% de inflacion se sigue el mismo procedimiento:
M/C=(1+1)"
2=(1+0.10)"
log 2
log 1.10
0.301030
=

©0.041392
n=7.27

Si la inflacién disminuye a 10% tomard 7.27 afios que la moneda reduzca su valor real a
la mitad.

¢) Sisube a 30%, se tiene:

2=(1+0.30)"
log2
log 1.30
0301030
0113943
n=2.64

Con la inflacién de 30% el lapso se reduce a 2.64 afios.

d) Sisube a 100%, se tiene:

2=(1+1)
log 2
og2_
log 2
n_0.301030
0.301030

Si la inflacién es de 100%, en s6lo un afio la moneda reducira su poder adquisitivo a la
mitad.

Tasa de interés

Para determinar la tasa de interés conociendo las otras variables, se despeja en la férmula (3.3) y se
resuelve.

sA qué tasa de interés se deben depositar $15 000 para disponer de $50 000 en un plazo de 5 aios?
Considere que los intereses se capitalizan:

a) semestralmente b) trimestralmente ¢) mensualmente

SOLUCION:
a) Sedespeja la formula (3.3):

89



20

CAPITULO 3 Interés compuesto

M=C(1 +i)"
M/C=(1+1i)"
YMIC =1+i
YMIC-1=i
i=YM/C-1 (3.8)
n=>5 afnos x 2 = 10 semestres

50000 .

10 —1=i
15000

/333333333 -1=1i

(3.33333333)/0 - 1=

1.12794487 -1 =i

0.12794487 =i
i=12.79%

Dada una tasa de 12.79% semestral (25.58% anual nominal), $15 000 se convertiran en
$50 000 en 5 afos.

b) Sielinterés se capitaliza en forma trimestral, se tiene:

YM/C-1=i

n=>5anos x 4 = 20 trimestres

50000 .
20 —1=i
15000
%3.33333333-1=1i
(3.33333333)0 — 1 =
1.06204749 — 1 =i
i=0.06204749
i=6.20%

Sila frecuencia de conversion se incrementa, la tasa anual nominal requerida disminuye
a24.8% (0.06204749 x 4 =0.24818996).

c) Sielinterés se capitaliza cada mes:

i=4M/C -1

. 50000

i =60 -1
15000

i=%333333333-1
i=1.02026889—-1
i=10.02026889
i=2.03%
Si la frecuencia de conversion es mensual, la tasa requerida es de 2.03% vy la tasa anual
disminuye a 24.32%.

Con este ejemplo se demuestra una de las conclusiones que previamente se habian apun-
tado: a mayor frecuencia de conversion corresponde un mayor interés compuesto. Por lo tan-
to, para generar una misma cantidad de intereses ($35 000 en el caso anterior) se requiere una
tasa de interés menor cuando la frecuencia de conversion es mayor.
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’ Ejercicios de las secciones 3.6 y 3.7

Tiempo
sEn cudnto tiempo se duplica un capital si la tasa de interés efectiva anual es de:
a) 10%? c) 30%? e) 50%? 2) 100%?

b) 20%? d) 40%? f 70%?
sEn cuanto tiempo se duplica un capital si la tasa de interés es de 6% y se compone:

a) mensualmente? c) semestralmente?
b) trimestralmente? d) anualmente?

sEn qué tiempo se reduce a la mitad el valor adquisitivo de la moneda, si la inflacién
es de:

a) 5%? b) 10%? c) 20%? d) 25%? e) 35%? f) 50%?

Una inversion duplica su valor en 18 meses a una determinada tasa de interés. ;En cuanto
tiempo lo triplicara?

Se realiza una inversién de $50 000 en un banco el dia 1 de febrero. ;En qué fecha valdra
$55 000 si la tasa de interés es de 15% compuesta mensualmente?

Si la tasa de interés es de 12% convertible mensualmente durante el primer semestre del
afo, y asciende a 15% durante el segundo semestre, ;en qué fecha valdra $55 000 la inver-
sién del caso anterior?

Tasa de interés

sA qué tasa de interés un capital quintuplica su valor en 10 anos?
+Qué tasa de interés nominal ha ganado un capital de $20 000 que se ha incrementado a
$50 000 en 3 anos, si dicho interés se capitaliza:

a) mensualmente? c) semestralmente?
b) trimestralmente? d) anualmente?

Pablo Pérez deposité $100 000 en una cuenta bancaria hace 3 afios y 9 meses. Actualmente
tiene $208 862, y desea saber cudl es la tasa de interés que ha ganado si la capitalizacién es
trimestral.

La poblacion de una ciudad se ha duplicado en 10 afios. ;Cuadl ha sido su tasa de crecimien-
to poblacional?

sCual debe ser la tasa de natalidad de un pais para que duplique su poblacion:

a) cada 30 anos? b) cada 40 afnos? ¢) cada 50 anos?

Ecuaciones de valores equivalentes

Como se ha visto a lo largo del capitulo, el dinero tiene un valor distinto en el tiempo; no es lo mismo
tener $1 en este momento que tenerlo dentro de un ano pues, dependiendo de la tasa de inflacién
vigente, éste vera reducido su valor en mayor o menor grado.

Para compensar esa pérdida de valor, al capital original se le agregan intereses a fin de que el
monto futuro sea equivalente en cuanto a poder adquisitivo al capital actual.

Esta relacion de equivalencia se expresa como se muestra en la grafica 3.7.

C=M
C+I=M

—_
— ~—

Ct {M
t

Grafica 3.7
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Asi, un capital C es equivalente a un monto M, a un plazo ¢, considerando una tasa de interés i.

Si se tiene un capital de $100 y una tasa de interés de 10% anual, el monto equivalente a dicho
capital sera de $110. Esto es, el poder adquisitivo de $100 sera equivalente al de $110 dentro de un
afio.

M=C(1+i)"
M=100(1+0.10)!
M =100(1.10)
M=110

Asi, puede decirse que un monto de $110 dentro de un aflo es equivalente a un capital C de $100
el dia de hoy, pues

M
C:
(1+i)"
_ 110
(14+0.10)!
110
C=—o
1.10
C=100

De la misma forma en que se establece una relaciéon de dos valores en el tiempo, puede esta-
blecerse una relacion de equivalencia entre dos flujos de efectivo que deben pagarse o recibirse en
distintos momentos. La operacion que se conforma se llama ecuacién de valores equivalentes.

Una ecuacién de valores equivalentes es la que se obtiene al igualar en una fecha de comparacién
o fecha focal dos flujos distintos de efectivo. Observe que se habla de dos flujos de efectivo y no de dos
cantidades, pues un flujo de efectivo puede estar constituido por una o mas cantidades que se pagan
o se reciben en distintos momentos del tiempo.

Tome el siguiente ejemplo: ;Qué cantidad debe pagarse trimestralmente para saldar una deuda
de 3 pagos mensuales de $100, dada una tasa de interés de 2% mensual?

En este caso se tienen dos conjuntos de obligaciones:

a) la cantidad original constituida por los 3 pagos mensuales, y
b) el pago trimestral X con el que se desea sustituir aquélla.

Esto puede observarse en la grafica 3.8 de tiempo y valor.

X
f f f {
1 2 3
+100 +100 +100
Grafica 3.8

El valor del pago X debe ser equivalente al valor de los 3 pagos de $100, dada una tasa de interés
de 2% y una fecha determinada (fecha focal).

X=(100+1)+ (100 +1,) + (100 +I,)
%—“ s )

Flujo 1 Flujo 2
\

Y

J

Ecuacién de valores equivalentes

Para resolver este problema lo primero que debe hacerse es determinar la fecha focal en la cual
se van a comparar los flujos de efectivo. En el capitulo anterior se sefialé que cuando se trata de in-
terés simple, dos conjuntos de obligaciones que son equivalentes en una fecha pueden no serlo en
otra. En el caso de interés compuesto, por el contrario, dos flujos de efectivo que son equivalentes en
una fecha lo serdn en cualquier otra y, por ello, puede seleccionarse cualquier fecha para efectuar la
comparacioén. A fin de simplificar, conviene tomar el tercer mes. (Vea la grafica 3.9.)
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: X
0 1 2 EE
100 100 100

D

En esa fecha focal se igualan todos los valores.

Grafica 3.9

X =100(1.02)>+ 100(1.02)" + 100 (1.02)°
X =104.04 +102 + 100
X =306.04

Por lo tanto, un pago de $306.04 al cabo de 3 meses es equivalente a 3 pagos mensuales de $100
cada uno.

Se mencioné que puede tomarse cualquier otra fecha y el resultado sera el mismo. Para compro-
barlo, considere como fecha focal el mes 0 y efecttie la operacion. (Vea la gréfica 3.10).

Grafica 3.10

En este caso, todos los valores deben igualarse en la fecha focal 0 y, para ello, se calcula su valor
actual o presente: el pago X debera descontarse por 3 meses, en tanto que los pagos de $100 deberan
descontarse por 1, 2 y 3 meses.

X(1+0.02)72 =100(1+0.02)~! +100(1+ 0.02) 2 +100(1 + 0.02) >
X(0.942322) =100(0.980392) +100(0.961169) +100(0.942322)
_98.039220+96.116880+94.232230 _ 288.388330
- 0.942322 0942322

X

X =306.04

El resultado, como puede observarse, es exactamente el mismo.

EJEMPLO 3.8.1

Una empresa tiene una deuda bancaria de $500 000 pagadera en dos abonos de $250 000 cada
uno, a 3 y 6 meses. Desea liquidarla en 3 pagos bimestrales; si el primero es de $100 000 y el se-
gundo es de $200 000, ;cuanto importara el tercero considerando una tasa de 36% anual conver-
tible mensualmente?

SOLUCION:
El primer paso para resolver una ecuacién de valores equivalente es realizar la grafica de tiempo
y valor para poder plantear el problema (grafica 3.11).
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/\

250 000 250 000

t t I EE
0 1 2 3 4 5 6

100,000 200 000 X

Grafica 3.11

Una vez elaborada la grafica, se procede a determinar la fecha focal (en este caso se seleccion¢ el
mes 6) y a plantear la ecuacidn en funcion de tal fecha.

250(1+0.03)® + 250 = 100(1 + 0.03)* +200(1+ 0.03)* + X

Flu}oA Flu}o B
250(1.092727)+ 250 = 100(1.125509) + 200(1.0609) + X
273182+250000=112551+212180+ X
523182=324731+X
X =523182-324731
X =198 451

El tercer pago debera ser de $198 451.

EJEMPLO 3.8.2

Para comprar un automoévil se suscriben tres documentos de $15 000 a pagar a 30, 60 y 90 dias. Se

decide liquidar la deuda con dos pagos iguales a 30 y 60 dias considerando una tasa de interés de
1.5% mensual. ;Cudl es el importe de cada pago?

SOLUCION:
a) Seelabora la grafica de tiempo y valor. (Vea la gréfica 3.12).

15 000 15 000 15 000
L 1 1 1
0 1 2 3
X X
-~ -
Grafica 3.12

b) Se determina la fecha focal (en este caso se selecciond el mes 1).
c) Se plantea la ecuacion de valor:

X +X(1+0.015)"=15000 + 15 000(1 + 0.015)™
+15000(1 +0.015)>
X +X(0.985221) = 15 000 + 15 000(0.985221)
+ 15 000(0.970661)
1.985221X =15 000 + 14 778.32 + 14 559.93

44 338.26
X=——"—"
1.985221
X=22334.16

Se deben pagar dos abonos de $22 334.16 para saldar la deuda.
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EJEMPLO 3.8.3

Se decide pagar la compra de una maquinaria con valor de $100 000 en dos pagos de $50 000 a
6 meses y un afo, mas intereses calculados a 24% de interés anual convertible semestralmente.
Luego del transcurso de un trimestre se renegocia la compra y se determina pagarla mediante tres
pagos trimestrales: el primero por $30 000, el segundo por $50 000 y el tercero por la diferencia,
considerando en este segundo flujo un interés de 20% convertible trimestralmente. ;Cudl es el im-
porte del ultimo pago?

SOLUCION:
a) En primer lugar, debe determinarse el importe de los dos primeros pagos, incluidos sus
intereses.
50 000 + I, 50 000 + I,

L Il |

I T 1

0 6 12

Grafica 3.13

Pago 1=50000 (1 +0.12)"
Pago 1 =50 000(1.12)
Pago 1 =156 000

Pago 2 =50 000(1 +0.12)*
Pago 2 = 50 000(1.2544)
Pago 2=62720

b) Se elabora la grafica de tiempo y valor.

56 000 62720
I | | | |
f T T T 1
0 3 6 9 EFE 12
30 000 50 000 X

Gréfica 3.14

¢) Se determina la fecha focal.
d) Se plantea la ecuacion de valores equivalentes:

X +30 000(1 + 0.05)% + 50 000(1 + 0.05)" = 56 000(1 + 0.05)" + 62 720(1 + 0.05)"!
X + 30 000(1.1025) + 50 000(1.05) = 56 000(1.05) + 62 720(0.952381)
X + 33075 + 52 500 = 58 800 + 59 733.33
X +85575=118 533.33
X =118 533.33 — 85 575
X =32958.33

La operacion se liquida con el pago de $32 958.33.

Tiempo equivalente

En ocasiones se desea liquidar un conjunto de obligaciones con un pago unico igual a la suma de
las distintas deudas. La fecha en la cual pueden ser liquidadas con dicho pago tnico se conoce
como fecha de vencimiento promedio de las deudas. Al tiempo que falta transcurrir hasta la fecha de
vencimiento promedio se le conoce como tiempo equivalente.
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Una compaiiia adeuda al banco $150 000 con vencimiento a 2 trimestres y $250 000 con venci-
miento a 6 trimestres. Desea liquidar la deuda con un pago tnico. ;Cual es el tiempo equivalente
suponiendo un interés de 4.5% trimestral?

SOLUCION:
a) Se elabora la grafica de tiempo y valor:

400 000(1 + 0.045)*

0 2 4 6 8 10 12 Trimestres
150 000 250 000 X

N\

Gréfica 3.15
b) Se plantea la ecuacion de valor:

(150 000 + 250 000)(1 + 0.045)* = 150 000(1 + 0.045)~2 + 250 000(1 + 0.045)°
(400 000)(1 + 0.045)* = 150 000(0.915730) + 250 000(0.767896)
(400 000)(1.045)* =137 359.49 + 191 973.93
400 000(1.045)* =329 333.43
(1.045)" = 32933343
400000
(1.045)*=0.82333357
xlog 1.045 =1og 0.82333357

x(0.01911629) = —0.08442418

—0.08442418

X = —————=-4.41634752*
0.01911629

x=4.4163

Este resultado indica que, para liquidar la deuda con un pago tnico, se deberan entregar
$400 000 transcurridos 4.41 trimestres (aproximadamente un afio y 37 dias).

El perfil de adeudos de un pais latinoamericano con la Banca Internacional es el siguiente en mi-
llones de ddlares (MDD):
ler.afio 5000 MDD
20. ano 7 000 MDD
3er.afio 8 000 MDD
20 000 MDD

Estos montos incluyen capital e intereses de 10% anual. Si se desea liquidar la deuda con un
pago Unico, scudl sera el tiempo equivalente?

* El signo negativo no se toma, ya que se utilizé el cologaritmo de 0.82333357. El logaritmo de 0.82333357 es propiamente
-1.9155758234 y 0.9155758234 — 1 = —0.084422418.



3.9 Tiempo equivalente

SOLUCION:
a) Seelabora la grafica de tiempo y valor:

20 000(1 + 0.10)*

_—

0 3 anos

f f
1 2

Grafica 3.16

b) Se plantea la ecuacion de valor:

(5000 + 7 000 + 8 000)(1 + 0.10)* = 5 000(1 + 0.10)~" + 7 000(1 + 0.10)2 + 8 000(1 + 0.10)"3
(20 000)(1 + 0.10)* = 5 000(0.90909091) + 7 000(0.82644630) +
8 000(0.75131480)
(20 000)(1.10)* = 4 545.45 + 5 785.12 + 6 010.52
20 000(1.10)* = 16 341.09
(L10y* = 1634109

20000
(1.10)* = 0.8170548

¢) Seresuelve por logaritmos naturales:

x1n 1.10 =1n 0.8170545
%(0.09531018) = —0.20204948
—0.20204948
X=—
0.09531018
x =212

=-2.11990996

Este resultado indica que, para liquidar la deuda con un pago unico, se deberan entregar
20 000 MDD transcurridos 2.12 afios (2 ailos y 43 dias, aproximadamente).

’ Ejercicios de las secciones 3.8y 3.9

Ecuaciones de valores equivalentes

En la compra de un televisor con valor de $3 000.00 se pagan $1500 al contado y se firma
un documento por la diferencia a pagar en 6 meses con un interés de 2% mensual. ;Cuadl es
el importe del documento?

El comprador del caso anterior decide pagar el saldo con dos abonos iguales a 3 y 6 meses.
sCudl es el importe de dichos pagos si se considera un interés de 6% trimestral?

Un documento con valor de $180 000 debe liquidarse en un plazo de 3 anos y medio. De-
termine los valores equivalentes si la deuda se liquida:

a) en un afo b) en 4 afos
Considere una tasa de interés de 22% capitalizable trimestralmente.
Se compra un terreno campestre. Se pagan $50 000 de enganche y se firman dos documen-

tos por igual cantidad a pagar en 1 y 2 afos. ;Qué suma debe entregarse para liquidar la
compra al cabo de un aflo si la tasa de interés es:

a) 15%? b) 30%? c) 40%? d) 50%? e) 60%?
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Una persona contrae una deuda que debe liquidar mediante un pago de $30 000 a 6 meses
y otro de $50 000 en un afio y medio. ;Qué cantidad debe pagar para liquidar la deuda en un
solo pago

a) en este momento? b) en un ano? ¢) enun afno y medio?

La tasa de interés vigente es de 20% convertible mensualmente.

Una empresa vende una maquinaria en $35 000. Le pagan $15 000 al contado y le firman
dos documentos por $10 000 cada uno, con vencimiento a 6 y 12 meses. ;Qué cantidad
liquidara la deuda al cabo de 6 meses si se aplica un interés de 30% convertible mensual-
mente?

Maria debe $15 000 a pagar en un afio. Abona $2 000 al cabo de 3 meses y $3 000 a los 6
meses. ;Qué cantidad debe entregar a los 9 meses para liquidar la deuda si se considera un
interés de 1.5% mensual?

Andrés solicita un préstamo de 158 000 délares para la compra de una casa. Ofrece pagar
20 000 en un afo, 30 000 en 2 afios y el saldo a 3 afios.

+Qué cantidad debe pagar para liquidar la deuda si la tasa de interés es de:

a) J,=8%? b) J,=12%? ¢) J,=15%?2

Aplicaciones

En la practica comercial y financiera cotidiana encontramos una gran cantidad de operaciones a las
que se aplica el monto a interés compuesto, asi como el valor actual a interés compuesto.

La aplicacién mds comtn del monto a interés compuesto es la determinaciéon del monto que se
obtendra cuando se realiza un depdsito de dinero en una institucion financiera por el cual se recibe
un interés que se capitaliza en forma periddica (diaria, mensual, trimestral, etc.). Los instrumentos
financieros de este tipo son los pagarés con rendimiento liquidable al vencimiento, que se ilustran a
continuacion, comparandolos con los Certificados de Depésito (Cedes).

Los Certificados de Depdsito (Cedes) son instrumentos financieros a través de los cuales se pueden
realizar inversiones desde 63 hasta 378 dias, y en los cuales los intereses devengados se pagan al in-
versionista en forma mensual. Su mecénica de operacion es la siguiente:

Certificado de depdsito
Inversion C

| | | |
Tiempo lo [ B 13
Intereses 1 1 I

Reembolso de capital C
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Pagaré con rendimiento liquidable al vencimiento

Inversion C

| | | |
Tiempo lo [ 2 I3
Intereses I
Reembolso de capital C

EJEMPLO 3.10.1

Se depositan $100 000 en un certificado de depdsito a 3 meses que paga un interés de 6% anual
convertible mensualmente. Determine el interés mensual y el monto que recibird el inversionista
al cabo de los tres meses, si los intereses ganados no son reinvertidos.

SOLUCION:

Dado que los intereses se pagan mensualmente y no se reinvierten, se estd en presencia de un pro-
blema de interés simple, ya que el capital permanece sin cambio a lo largo de toda la vida de la in-
version. El interés mensual se calcula aplicando la férmula

I=Cit

Por lo tanto, se tiene: I =Cit
I =100 000(0.06/12)(1)
I =100 000(0.005)(1)
1 =500

Asi, el interés mensual que se recibe es de $500 y el monto del principal que se restituye al
cabo de los tres meses es de $100 000, cantidad que se invirtio.

EJEMPLO 3.10.2

Se depositan $100 000 en un pagaré con rendimiento liquidable al vencimiento a 3 meses que
paga un interés de 6% anual convertible mensualmente. Determine el interés mensual y el monto
que recibird el inversionista al cabo de los tres meses.

SOLUCION:

En este caso, como el nombre del instrumento lo indica, los intereses se pagan al vencimiento, gene-
rando un monto compuesto. El pago mensual de intereses es 0 y el monto al cabo de los tres meses se
determina recurriendo a la férmula de interés compuesto:

M=C(1+i)"

M =100 000(1 + (0.06/12))°
M =100 000(1 + 0.005)?
M =100 000(1.015075125)
M=101507.51

El inversionista recibird $101507.51 al cabo de tres meses. Existe un diferencial de interés de
7.51 entre el pagado en forma mensual en el Cede del ejemplo 3.10.1 y el recibido en el ejemplo
3.10.2, producto de la reinversién mensual de los intereses ganados.

Las principales diferencias que existen entre los Cedes y los pagarés con rendimiento liquida-
ble al vencimiento son:

« Estos tltimos se invierten a partir de 1 dia de plazo; en Cedes a partir de 2 meses.
« En los pagarés, los rendimientos se reciben al vencimiento de la inversion; en Cedes, los in-
tereses son liquidados cada mes al inversionista.
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Las operaciones financieras donde se utiliza con mayor frecuencia este tipo de aplicacion se relacio-
nan con descuentos por pronto pago, donde debe compararse un flujo de pagos futuro con un pago
presente.

EJEMPLO 3.10.3

Una tienda de departamentos ofrece 10% de descuento o 3 meses sin intereses en la compra de sus
articulos en el departamento de computacién. Se desea adquirir una computadora que tiene un
valor de $12 000. Si se tiene el dinero para adquirirla al contado, ;cudl alternativa es la mas ade-
cuada, suponiendo que la tasa de interés del mercado es de 12% anual convertible mensualmente?

SOLUCION:

En este caso es necesario comparar el valor actual de tres pagos futuros de $4 000 cada uno, a uno,
dos y tres meses, con un pago en el momento presente equivalente a 90% del precio de lista de
$12 000. El problema se ilustra a continuacion.

Precio de contado 12 000 — 10%

Tiempo | 0 | 1 2 3

Pago a plazos \_/4000 4000 4000

Determinacién del pago de contado:

C=MQA-dt)
C=12000(1—-0.10(1))
C=12000(1-0.10)
C=12000(0.90)
C=10800

Para determinar el valor presente de los pagos mensuales es necesario sumar el valor presente
del pago al fin del mes 1, mds el valor presente del pago al fin del mes 2, mas el valor presen-
te del pago al fin del mes 3. Para determinar cada uno de estos valores se aplica la férmula (3.6)
que se vio en el texto:

C=MQA+i)™"

El primer pago se realiza al final del primer mes, por lo que habra que determinar su valor actual,
descontando los intereses generados en un periodo:

C=4000(1+0.01)""
C=4000(1.01)""

C =4000(0.990099)
C =3960.3960

El segundo pago se realiza al final del segundo mes, por lo que habra que determinar su valor ac-
tual, descontando los intereses generados en dos periodos:

C=4000(1+0.01)72
C=4000(1.01)72

C =4000(0.980296)
C=3921.1842
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El tercer pago se realiza al final del tercer mes, por lo que habrd que determinar su valor actual,
descontando los intereses generados en tres periodos:

C=4000(1+0.01)3
C=4000(1.01)"3

C =4000(0.970590)
C =3882.3606

La suma de los valores actuales es, por lo tanto,

C=3960.40+3921.18+3 882.36= 11 763.94

Por lo tanto, es mas conveniente adquirir el bien al contado que aprovechar los pagos “sin
intereses”, puesto que su valor actual es superior por 963.94 pesos respecto al que se obtiene pa-
gando al contado.

Para realizar la evaluacién de un proyecto de inversion, las herramientas que se utilizan con mas
frecuencia son:

o Tiempo simple de recuperacién

o Tiempo ajustado de recuperacién

o Valor actual neto (VAN) o valor presente neto (VPN), y
o  Tasa interna de rendimiento.

En este capitulo se explicara como puede determinarse el valor actual neto de un proyecto mien-
tras que en el siguiente se abundard sobre este tema y se ilustrara la tasa interna de rendimiento (TIR).

El valor actual neto de un proyecto de inversion es el valor actual de todos los flujos de efectivo
relacionados con el proyecto. En otras palabras, es el valor presente de todos sus costos (egresos) y sus
ingresos, desde su principio y hasta su terminacién. Esta cuestion se ilustra en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 3.10.4

Determine el valor actual neto de un proyecto de inversién que requiere un desembolso inmediato
de $10 800 y genera flujos de $4 000 mensuales durante tres meses, suponiendo que la tasa de inte-
rés del mercado fuese: a) 12%, b) 36%, c) 72%.

a) Como puede apreciarse, el ejemplo anterior puede analizarse desde el punto de vista de la tien-
da departamental como un proyecto de inversion, pues invierte $10 800 (el dinero que podria
recibir si vendiera el producto al contado), a cambio de un flujo esperado de tres pagos men-
suales iguales de $4 000 cada uno. El proyecto se ilustra a continuacion.

Inversiéon  -10 800

Tiempo lo [1 [2 13

Ingresos 4000 4 000 4000

La inversion se representa con un flujo negativo (—10 800), en tanto que los ingresos se
representan con signo positivo (+4 000).

Como ya quedo establecido, una tasa de 12% anual convertible mensualmente, el pro-
yecto de inversion resulta altamente rentable para la tienda, puesto que los $10 800 que in-
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vierte le generan un flujo de ingresos cuyo valor actual neto importa $11763.94. El valor
actual neto del proyecto es de $963.94 ($11763.94 — $10 800).
Este resultado indica que la empresa estd incrementando su valor en $963.94.

b) Sin embargo, este valor actual neto depende de la tasa de interés que se encuentre vigente en
el mercado. Asi, suponiendo que dicha tasa fuese de 36%, ;cual seria el valor actual neto del
proyecto?

SOLUCION:

Siguiendo el mismo procedimiento que se utilizé en el ejemplo anterior se tiene:

c)

Inversiéon  -10 800

Tiempo lo [1 [2 13

Ingresos 4 000 4000 4 000

La tasa de interés de mercado es de 36% anual, lo que equivale a 3% mensual.

VAN = VAF, + VAF + VAF, + VAF,

VAN =-10800(1 + 0.03)° +4 000(1 + 0.03)™" +4 000(1 + 0.03)2 + 4 000(1 + 0.03)"*
VAN =—-10 800(1.0000) + 4 000(0.970873) + 4 000(0.942596) + 4 000(0.915142)
VAN =-10 800 + 3 883.49 + 3 770.38 + 3 660.57

VAN =514.44

El valor actual neto del proyecto es de $514.44 a una tasa de interés de 36% anual, convertible
mensualmente. Ello quiere decir que si la empresa puede conseguir fondos para financiar su
proyecto a una tasa de 36%, tendria una utilidad de $514.44.

Sila tasa del mercado fuese de 72%, ;cudl seria el valor actual neto del proyecto?

SOLUCION:
Siguiendo el mismo procedimiento utilizado en los incisos anteriores, se tiene:

Inversion -10800

| | ]
Tiempo lo [ 2 I3
Pago a plazos 4000 4000 4000

La tasa de interés de mercado es de 72% anual, lo que equivale a 6% mensual.

VAN = VAF,+ VAF, + VAF, + VAF,

VAN = —10800(1 +0.06)° + 4000(1 +0.06)* +4000(1 + 0.06) 2 + 4000(1 + 0.06) >
VAN = —10800(1.0000) + 4000(0.943396) + 4000(0.889996) + 4 000(0.839619)
VAN = —10800 +3773.58 +3559.98 + 3358.48

VAN = —107.96

El valor actual neto del proyecto si la tasa de interés fuese de 72% es negativo (—107.96). Si

la tasa de interés del mercado fuese de 72% no le convendria a la tienda invertir en ese proyecto,
pues recibiria un valor menor al que invertiria. Como puede observarse de los niumeros anterio-
res, la tienda departamental carga una tasa de interés cercana a 70% a todos aquellos clientes que
deciden aprovechar sus pagos “sin intereses”.
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Uso de Excel®

En esta seccion se resuelven los ejercicios del capitulo utilizando funciones de Excel disefiadas para
simplificar el cdlculo de una serie de pagos periddicos, conocidos como anualidades, pero que pue-
den aplicarse para resolver problemas de interés compuesto, en combinacién con las capacidades
normales de célculo de esta hoja de trabajo. Las funciones que se aplican a ejercicios de interés
compuesto son:

o Monto a interés compuesto o valor futuro (VF).
o Capital o valor actual (VA).

o Valor actual neto (VNA).

o  Tasainterna de rendimiento (TIR).

En las subsecciones siguientes se revisan aplicaciones de cada una de ellas.

En el ejemplo 3.2.3 se muestra la determinacion del monto a interés simple y el monto a interés com-
puesto de un depdsito de $100 000 a 5 aios considerando en ambos casos una tasa de interés de 20%
anual. Este ejemplo puede resolverse mediante la utilizacién de las capacidades normales de la hoja
de calculo Excel® como se muestra a continuacion:

A | B | c |
1 Afio  Monto a interés simple Monto a interés compuesto
2 M=C(1 +it) M =C(1+i)*n
3 i 0.20 20%
4 0 100 000 100 000
5 =(3B$4*(1+$B$3*A5)) =(3C34*(1+3CH3)"A5)
6 1 120 000 120 000
7 2 140 000 144 000
8 3 160 000 172 800
9 4 180 000 207 360
10 5 200 000 248 832

La férmula aplicable al interés simple se muestra en la celda B5, mientras que la férmula aplica-
ble al interés compuesto se presenta en la celda C5. En el primer caso se utiliza la siguiente férmula:

=($B$4*(1+$B$3*A5))

donde $B$4 indica la celda que contiene el capital que se invierte (100 000). Se utilizan los signos de
“$” antes de la letra B y del nimero 4 para indicar que se desea mantener constante tanto la columna
como la fila a que se hace referencia, sin que importe si la formula es copiada a celdas de columnas
o filas diferentes.

La celda $B$3 contiene la tasa de interés aplicable, escrita como tanto por uno. Puede igual-
mente escribirse como tanto por ciento, tal como se muestra en la columna C3. Ambos valores son
equivalentes.

La celda A5 contiene el periodo transcurrido. En este caso es igual a 1. Esta celda es la inica ala
que no se le incluyeron signos de “$”, puesto que se requiere que cambie al ser copiada en distintas filas,
para indicar el nimero de periodos transcurridos (1, 2, 3... etcétera).

Para calcular el monto a interés compuesto se utiliza la siguiente férmula:

=($C$4*(1+$C$3)1A5)

En este caso $C$4 indica la celda que contiene el capital que se invierte (100 000). La cel-
da $C$3 contiene la tasa de interés aplicable, escrita como tanto por ciento y la celda A5 con-
tiene el periodo transcurrido, que es igual a 1, como en el caso del monto a interés simple. En la fér-
mula del interés simple se utiliza el signo de multiplicacion sefialado por el asterisco (*) para indicar la
operacion definida por las literales it, en tanto que en el caso del interés compuesto se utiliza el signo
de exponenciacién indicado por el acento circunflejo (7), para indicar que el valor (1 + i) se elevard ala
potencia que corresponda al nimero de periodos que se mantiene un dinero invertido.
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La férmula de Excel para calcular el monto compuesto de una anualidad, o valor futuro (VF), que se
utilizard en esta seccién para calcular el monto a interés compuesto de un pago tnico es:

VE(tasa;nper;pago;va;tipo)
en donde:

Tasa: es la tasa de interés por periodo expresada como tanto por uno.
Nper: es el numero total de periodos de pago.

Pago: es el pago que se efecttia cada periodo.

Va: es el capital o valor actual total de una serie de pagos futuros.

Tasa, Nper y Pago son los tres valores que se requieren para calcular el monto a interés compues-
to; sin embargo, dado que en el caso que nos ocupa se trata de un solo pago o depdsito, y no de un
conjunto de pagos periddicos, el valor “Pago” debe omitirse y sera necesario capturar el importe del
pago o depdsito en el lugar del capital o valor actual (Va), pues Excel permite la posibilidad de calcu-
lar el monto de la anualidad si se conoce tal valor actual (Va). Cabe remarcar que el valor del “Pago”
debera omitirse o indicar 0, pues de lo contrario Excel calculard el monto de tantos pagos como pe-
riodos de acumulacidn existan, lo cual arrojara, evidentemente, un resultado falso. Esta situacion se
ilustra mas adelante.

Tipo: se puede anotar (es un valor optativo, no obligatorio) un niimero 0 o 1 e indica cuando ven-
cen los pagos. Si se anota 0 se calcula el monto de un pago vencido; como es un parametro optativo, si
se omite, el monto se calcula para un pago vencido. Si se anota 1, se calcula como un pago anticipado.
Para efectos de la determinacion del monto a interés compuesto, puede omitirse, ya que el calculo se
realiza a partir del capital o valor actual y no a partir de un pago anticipado o vencido, por lo que
se obtendra idéntico resultado asi se anote un 1 o un 0.

El ejemplo 3.3.1 se refiere a un deposito de $50 000 por un periodo de dos afios a una tasa de
interés de 18% capitalizable mensualmente. Entonces, si se introduce

=VF(0.18/12,2*12,,~50000)

en alguna celda de una hoja de trabajo de Excel, se obtiene como resultado $71475.14, que es igual a
los $71475.14 que se obtuvieron en el texto.
Las opciones para la soluciéon de este ejemplo en la hoja de Excel se ilustran a continuacién:

A [ B | c | D |
| 1 | Datos Funcién Excel Funcién Excel
|2 | =V/F(tasanper,pago,vatipo) =VF(tasanperpago,vatipo)
| 3 | =VF(0.18/12,2*12,0,-50000,0) =VF(0.18/12,2*12,,-50000,)
| 4 | Tasa 0.18/12 71475.14 71475.14
| 5 | Nper 2"12
| 6| Pago -
| 7 | Capital (va) 50000
| 8 | Tipo 0

Es importante hacer las siguientes observaciones:

« Latasa se expresa como tanto por uno (0.18), por lo cual, en razén de que el ejemplo sefiala que
se trata de una tasa anual capitalizable mensualmente, debera dividirse entre 12 para determinar
la tasa mensual aplicable (0.18/12).

o En el numero de periodos (nper) se indica el nimero de periodos de capitalizacion que se tie-
nen. Para ello se multiplica el nimero de anos (2), por la frecuencia de conversién anual (12),
con lo cual se tiene la cifra que aparece en la férmula (2*12).

« El pago, como ya se indico, es 0. Este dato puede omitirse sin que el resultado se altere,
como se observa en la féormula de la columna D. (Note que, en la férmula Excel que se ilustra
en la celda D3, hay una doble coma después del numero 2*12, lo cual indica que se omitid el valor
de la renta mensual).

«  En el capital o valor actual (Va) se anot6 “~50 000”, una cantidad negativa, porque Excel consi-
dera salidas de capital (cantidades negativas) a los pagos o depositos. Aunque esto no parece te-
ner mucho sentido en estos ejemplos, es un procedimiento estandar en Excel y se aprecia mejor
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su utilidad en las funciones como la de la Tasa Interna de Rendimiento (TIR), en la cual se con-
sideran flujos de efectivo tanto de entrada (+) como de salida (—). Se ven ejemplos de esta fun-
cién de Excel en la seccién 4.9 de “Aplicaciones”

La funcién de Excel puede insertarse también desde el mend Insertar/funcion. En ella se selec-
ciona la categoria “Financieras” y en la lista que aparece se selecciona la funcién que se requiera. En
este caso, por ejemplo, la funcién “VF”:

(8] Microsoft Excel - Libro1
(] Archive Edidon Ver Insertar Formato Heramientss Dafos Ventana 2

1
| 2 |
[ 3 | Buscar una funcidn:

4 . ¥
—i | Escriba una breve desaripcion de lo que desea hacer vy, a
i continuaddn, haga dicen Ir [LJ
L O seleccionar una categoria: _Finaﬂaeras E
| 8 | Seleccionar una funcidn:

9 .
|1 TIR.NO.PER |
(10| ! e
| 1] B
fiz VEPLAN :
[ 13 | VNA =
14 VNA.NO.PER v/
[ 15| VF(tasa,nper,pago,va,tipo)

16 Devuelve el valor futuro de una inversion basado en pagos pericdicos y
Eid constantes, y una tasa de interés también constante.,

[ 18] .
% Ayuda sobre esta funcién [_Aceptar | [ cancelar |

Una vez que se selecciona la funcién VE, aparece una ventana en la cual se pueden capturar los
datos relativos a la Tasa, Numero de periodos (Nper), Pago y Valor actual (Va). En la parte inferior
derecha de los recuadros aparece el resultado de acuerdo con los datos insertados = 71475.1406. Al
oprimir el botén de Aceptar, la féormula asi integrada aparecera en la celda de la hoja de Excel.

= 71475, 1306
Devuehe el valor fubsro de una sidn basado er ¥ ¥ unia fasa de interés.

también constante,

Va es el valor actual o la suma total del valor de una serie de pages
futuros. S 5= omite, VA = 0.

‘Resultado de ia formula = 714751406

Suo obve esta incin

Es importante observar que esta forma de utilizar la formula del valor futuro, o monto de Excel,
equivale a aplicar la férmula del monto a interés compuesto de una cantidad (férmula 3.3), o

M=C(1+i)"=50000(1.015)* = $71475.14
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la cual puede, de igual manera, utilizarse en Excel ya sea haciendo referencia a datos capturados en
celdas previamente definidas o bien capturando dichos datos directamente en la férmula, como se
ilustra a continuacion:

A [ B 1 c
i 1 | Datos Monto a interés compuesto
| 2 | M =C(1+)"n
| 3 | =(B7*(1+B4)"BS5)
4| Tasa  0.18/12 71475.14
| 5 | Nper 2"12
| 6 | Pago - =(50000%(1+0.015)"24)
| 7 | Capital (Va) 50 000 71475.14
8 | Tipo 0
L

En el ejemplo 3.3.2 se determina el monto de un depdsito de $100 000 y el monto de un présta-
mo por la misma cantidad en una caja de ahorros, ambos a un plazo de nueve meses, considerando
las distintas tasas que se aplican a operaciones pasivas (dep6sitos de ahorradores) y a operaciones ac-
tivas (préstamos de la caja de ahorros). La solucién que proporciona Excel se ilustra a continuacion:

A [ B | c [ D |
L1 Datos Funcién Excel deposito Funcién Excel préstamo
| 2 | =VF(tasa nper,pago,vatipo)  =VF(tasa,nper,pago,va tipo)
| 3 | =\/F(0.048/12,9,,-100000,) =VF(0.30/12,9,,-100000,)
| 4 | Tasadeposito 0.048/12 03 658.14 124 886.30
| 5 | Tasapréstamo 0.30/12
| 6 Nper 9
| 7 Pago -
| 8 | Capital(vVa) | 10000
| 9 | Tipo 0
10 |

que son practicamente los mismos resultados que se presentaron en el texto (las pequenas diferencias
de centavos se deben a redondeos).

En el ejemplo 3.3.3 se solicita el monto de un préstamo bancario de $1500 000 que debe liqui-
darse en el plazo de un aflo, con interés de 12% convertible trimestralmente. Sustituyendo directa-
mente en una celda de la hoja de calculo los datos de la férmula (3.3), se tiene:

A [ B I c |
| 1 | Datos Monto a interés compuesto
| 2 | M = C(1+i)*n
| 3 | =(B7*(1+B4)"B5)
| 4| Tasa 0.12/4 1688 263.22
| 5 | Nper 14
| 6 | Pago - =(1500000%(1+0.03)"4)
| 7 | Capital (Va) 1500 000. 1688 263.22

8

que es exactamente el resultado que se tiene en el texto.

En el ejemplo 3.3.4 se determina el pago que se debe efectuar para liquidar el préstamo anterior,
bajo el supuesto de que se paga en forma anticipada al transcurrir siete meses y medio después de
que se otorgo. Las opciones de solucidn se ilustran a continuacion:

A I B | c [ D
Monto a interés compuesto Monto a interés compuesto

| 1 | Datos (exacto) (aproximado)
| 2 | M = C(1+i)*n M = (C(1+i) *n)*(1+it)
[ 3 | =(B7*(1+B4)"B5)
| 4 | Tasa 0.12/4 1615043,86
| 5 | Nper 2,50
| 6 | Pago - =(1500000*(1+0.03)"2.5) =(1500000%(1+0.03)"2)(1+0.03*0.
| 7 | Capital (Va) 1500 000, 1615 043,86 1615220,25

los resultados son idénticos a los que se presentaron en el texto.
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El ejemplo 3.3.5 es similar al anterior, pues se pide determinar el monto que se debe erogar para
liquidar un préstamo de habilitacién y avio de $150 000 que se contratd a una tasa de 20% anual
convertible semestralmente y que se liquida al cabo de 15 meses (2.5 semestres).

A | B I c | D |
Monto a interés compuesto Monto a interés compuesto
| 1 | Datos (Exacto) (Aproximado)
| 2 | M = C(1+i)*n M = (C(1+i)"n)*(1+if)
3 | =(B7*(1+B4)"B5)
| 4 | Tasa 0.20/2 190 358.81
| 5 | Nper 2.50 |
| 6 | Pago = =(150000%(1+0.10)"2.5) =(150000*(1+0.10)"2)(1+0.10*0.5))
| 7 | Capital (Va) 150 000. 190 358.81 190 575.00

En el ejemplo 3.4.1 se busca la tasa efectiva de interés que se recibe de un depdsito bancario pactado a

4.8% de interés anual convertible mensualmente. Para determinarla se debe calcular el monto que se

acumula al cabo del tiempo pactado y se compara el interés ganado con el capital original aportado.
En Excel se determina como se ilustra a continuacion:

A | B | c
| 1| Datos Monto a interés compuesto
L2 | M =C(1+i)*n
| 3 | =(B7*(1+B4)"B5)
| 4 | Tasa 0.048/M12 1049.07
| 5 | Nper 12
| 6 | Pago - =(1000*(1+0.048/12)*12)
|7 | Capital (va) 1000.00 1049.07

Elinterés ganado es $49.07, y al compararlo con el capital original aportado permite determinar
la tasa efectiva de 4.91% que aparece en el texto.

La relacion que se establece entre la tasa efectiva y la tasa nominal que se presenta en la segunda
parte del ejemplo y que se muestra con la ecuacion (3.5):

i=(1+j/m)y" -1

puede resolverse en Excel como se ilustra a continuacién:

=((1+(0.048/12))*12)-1
4.91%

A I B I c
1 Datos Tasas equivalentes
i=0+/y" -1
2 /m
3 =((1+(B4/B5))"B5)-1
4 Tasa nominal (j) 0.048 0.049070
5 Nper (m) | 12
|6
L7 |

En el ejemplo 3.4.2 se tiene que j = 0.16 y m = 4. Para efectos de determinar la tasa efectiva resulta
irrelevante el dato del capital del préstamo. La solucién en Excel es la siguiente:

A | B [ [5
Datos Tasas equivalentes

.f=(l+%”}"'~l

=((1+(B4/B5))"B5)-1
Tasa nominal (j) 0.16 0.169859
Nper (m) 4 '
=((1+(0.16/4))*4)-1
16.99%
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En el ejemplo 3.4.3 se pide determinar la tasa nominal (j) convertible trimestralmente dada una
tasa de interés efectiva (i) de 40% anual. Para ello se despeja la férmula (3.5), la cual queda asi:
j=mlA+i)m-1]

El planteamiento en Excel es el siguiente:

=4*((1+0.4)"(1/4)-1)
35.10%

A | B | c |
1 Datos Tasas equivalentes
. w7
J=ml(l+i)/m—1]
2
3 =B5*((1+B4)"(1/B4)-1)
4 Tasa efectiva (i) 0.40 35.10%
5 Nper (m) 4
| 6
L7 ]

La férmula para calcular el valor actual con Excel es:

VA(tasa,nper,pago,vf,tipo)
donde:

Tasa: es la tasa de interés por periodo.

Nper: es el nimero total de periodos de pago.

Pago: es el pago que se efectiia cada periodo.

VE: es el monto o valor futuro total de una serie de pagos futuros.

Tasa, Nper y Pago son los tres valores que se requieren para calcular el valor actual de una
anualidad; sin embargo, Excel permite la posibilidad de calcular el valor actual de la anualidad si se
conoce el monto (Vf); por ello, si se anota el valor Vf de un pago unico se puede obtener su Valor
actual (Va). Ya se ilustré esta situacion en el caso del calculo del monto y se ilustra para el caso del
valor actual mas adelante.

Tipo: Al igual que para calcular el monto o valor futuro, se puede anotar (es un valor opta-
tivo, no obligatorio) un niimero 0 o 1 que indica cuando vencen los pagos. Dado que en este caso
se estd capturando el Valor futuro (Vf) y no el importe de los pagos periddicos, resulta irrelevante
este dato. Su aplicacion se estudiard en el capitulo 4 (anualidades vencidas), asi como en el capitulo
5 (anualidades anticipadas).

En el ejemplo 3.5.1 se pregunta cuadl es el capital que debe depositarse en un banco si se desea te-
ner $50 000 en tres afos y la tasa de interés es de 20% anual convertible semestralmente. La férmula

aplicable es la (3.6):
M
C= =MA+i)™"
1+
Entonces, en Excel el resultado se puede obtener mediante tres vias, como se muestra a conti-
nuacién:
A [ B | = [ D
Funcién Excel Valor Actual Valor actual a interés

1 Datos compuesto

2 =VA(tasa,nper,pago,vftipo) C=M(1+i)*n

3 =VA(0.20/2 3*2, -50000,) =(B7*(1+B4)*B5)

4 Tasa 0.2012 28223.70 28 223.70

5 Nper 32

6 Pago - =(50000%(1+0.10)A-6)

7_| Monto (Valor futuro) = 50 000.00 28 223.70

| & |

que produce el resultado de $28 223.70 que aparece en el texto.

En el ejemplo 3.5.2 se busca el valor actual de un pago de $425000 que debe realizarse
en el plazo de aflo y medio considerando que se puede obtener un interés de 6% anual conver-
tible mensualmente. Se tiene entonces que:
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A | B | C [ D
Funcion Excel Valor Actual Valor actual a interés
1] Datos compuesto
| 2 | =V A(tasa,nper,pago v tipo) C=M(1+i)"n
| 3 | =VA(0.06/12,1.5*12,425000,) =(B7*(1+B4)"-B5)
| 4 | Tasa 0.06M12 388 507.87 388 507.87
| 5 | Nper 1.5%12 |
| 6 | Pago - =(425000*(1+0.06/12)*-18)
| 7 | Monto (Valor futuro) 425 000.00 388 507.87
8

El ejemplo 3.5.3 ilustra el caso de la determinacion del valor presente de un flujo de $80 000 que
se espera recibir en el plazo de dos aflos con una tasa inflacionaria de 25%. En Excel puede resolverse
mediante la funcién de Valor actual (Va), o bien a través de la integracién directa de los valores me-

diante férmulas como se ilustra a continuacion:

A [ B | C D
Funcién Excel Valor Actual = Valor actual a interés
L | Datos compuesto
| 2 =VA(tasa,nper pago v tipo) C=M(1+i)"n
| 3 | | =VA(0.25,2,,-80000,) =(B7*(1+B4)"-B5)
] Tasa | 025 51 200.00 51 200.00
IESH| Nper | 2
LG Pago | - =(80000*(1+0.25)"-2)
| 7 | Monto (Valor futuro) | 80 000.00 51 200.00
8

Cualquiera de las alternativas produce el resultado ya reportado en el texto.

En el ejemplo 3.5.4 se expone el caso de una compaiia minera que ha descubierto una veta de
manganeso y debe decidir la conveniencia o inconveniencia de su explotacion. En este caso se debe-
ran traer a valor actual los flujos de 100 000, 200 000 y 300 000 que se recibiran al final de los afios
1, 2 y 3 respectivamente, y realizar la suma de dichos valores actuales. El resultado que se obtiene es

practicamente el mismo que se muestra en el texto.

A | B | [

D

Funcién Excel Valor Actual
Datos

Valor actual de ingresos afio 1: 100 000
=V\/A(tasa,nper pagovftipo)
=VA(0.40,1,-100000,)

Tasa 0.40 7142857
Nper 1
Pago

Monto (Valor futura) 100 000

Valor actual de ingresos afo 2: 200 000
=V/A(tasa,nper pago v tipo)
=VA(0.40,2,-200000,)

Tasa 0.40 102 040.82
Nper 2
Pago

Monto (Valor futuro) 200 000

Valor actual de ingresos aiio 3: 300 000
=\/A(tasa,nper pagovftipo)
=VA(0.40,3,,-300000,)

klefslefals|sale]|s|2]e]a]sl s[5 2]z s 2 g]e]e o |<] o] |- ]

Tasa 0.40 109 329.45
Nper 3
Pago
Monto (Valor futuro) 300 000
Valor futuro Valor actual
Ingresos arfio 1 100 000. 7142857
Ingresos afio 2 200 000. 102 040.82
Ingresos afio 3 200 000. 109 32945
Total de ingresos 500 000. 282 798.83

Valor actual a interés
compuesto

C =M(1+)*n
=(B7*(1+B4)"-B5)
71428.57

=(100000*(1+0.40)*-1)
71428.57

C =M(1+)*n
=(B17*(1+B14)*B15)
102 040.82

=(200000*(1+0.40)"-2)
102 040.82

C = M(1+i)*-n
=(B25*(1+B2)"B23)
109 32945

=(300000*(1+0.40)*-3)
109 329.45

109
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En el caso de deudas que devengan interés, se debe determinar primero un monto a interés compues-
to y posteriormente determinar un valor actual a partir de él.

En el ejemplo 3.5.5 se presenta el caso de un préstamo de 2 000 000 por el que se firma un
documento a plazo de un aflo con interés de 15% global. A fin de recuperar el efectivo, la empresa
vendedora descuenta el documento en un banco a una tasa de 2% mensual. Se pide determinar el
importe neto que recibe la vendedora y la tasa de interés efectiva que debe pagar por el financiamiento.

El planteamiento en Excel es el siguiente:

A | B | & I D
Funcién Excel Valor futuro Funcion Excel Valor

|1 Datos Actual
| 2 ] =Vf(tasa,nper,pago va tipo) =VA(tasa nperpagovftipo)
| 3 Monto (Valor futuro) =VF(0.15,1,,-2000000,) =VA(0.02,12,,-2300000,)
| 4 | Tasa interés 0.15 2 300 000.00 181353430
| 5 Nper interés 1
| & Valor actual 2000 000.00
| 7| Capital (Valor actual)
| 8 | Tasadescuento 0.02
| 9 | Nperdescuento 12
| 10 | Pago -
| 11 | Monto (Valor futuro) = 2 300 000.00

Estos datos son los mismos que se tienen en el texto y que sirven de base para determinar la tasa
de interés efectiva de 9.32%

El ejemplo 3.5.6 se refiere a un documento con un valor nominal de $500 000 con vencimiento a
3 meses que devenga 2% de interés mensual y que es descontado a una tasa de 22% anual.

El planteamiento en Excel es el siguiente:

A I B I © T D
Funcion Excel Valor futuro Funcion Excel Valor

1| Datos Actual
| 2 | =\ff(tasa nper pagova tipo) =VA(tasa nperpago M tipo)
| 3 | Monto (Valor futuro) =\/F(0.02,3,-500000,) =VA(0.22,1/4,-530604,)
| 4 | Tasa interés 0.02 530 604.00 504 871.16
| 5 | Nper interés 3
| 6 | Valor actual 500 000.00
| 7| Capital (Valor actual)
| 8 | Tasadescuento 0.22
| 8 | Nperdescuento 1/4
10 | Pago -
| 11 | Monto (Valer futuro) = 530 604.00

Los valores que se obtienen son idénticos a los que se muestran en el cuerpo del capitulo.

El ejemplo 3.5.7 presenta el caso de un documento de $1000 000 que debe pagarse en 36 meses
y que genera intereses a 12% anual convertible mensualmente. Se pide calcular la cantidad que se
recibiria si se descuenta a una tasa de 16% anual convertible trimestralmente.

La solucién en Excel es la siguiente:

A | B | c | o
Funcién Excel Valor futuro Funcién Excel Valor

| 1| Datos Actual
| 2 | =Vfitasa,nper pago,vatipo) = =VA(tasa nperpago vftipo)
| 3 | Monto (Valor futuro) =VF(0.12/12,36,-1000000,) =VA(0.16/4,12,-1430768.78,]
| 4 | Tasa interés 0.12/12 1430768.78 893 653.96
| & | Nper interés 36
| & Valor actual 1000 000.00
|7 | Capital (Valor actual)
| 8 | Tasadescuento 0.16/4
| 8 | Mperdescuento 12
0] Pago :
| 11 | Monto (Valor futuro) | 1430 768.78

Las diferencias de centavos se deben a los redondeos.

En el ejemplo 3.5.8 se presenta el caso de la compra de una maquinaria por la que se firma un
documento de $75 000 pagaderos en 3 aflos con una tasa de interés de 12.5% semestral. Se descuenta
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el documento a los 10 meses de su firma y el banco carga un interés de 28% convertible trimestral-
mente. Se pide determinar la cantidad que se recibe.
La solucién en Excel es la siguiente:

A I B I c | )
Método exacto

Funcién Excel Valor futuro Funcién Excel Valor Actual

Datos
=Vf(tasa,nper pago,va tipo) =\ A(tasa,nper,pago,vftipo)
Monto (Valor futuro) =VF(0.125,6,,-75000,) =VA(D.28/4,8.666667,,-152046.49,)
Tasainterés 0.125 152 046.49 84 589.60
Nper interés 6
Valor actual 75 000.00
Capital (Valor actual)
Tasa descuento 0.28
Nper descuento 8.666667
Pago

Monto (Valor futuro) 152 046.49
Método aproximado

Funcién Excel Valor futuro  Funcién Excel Valor Actual (se

Datos descuentan 27 meses)
=Vftasa,nper,pago,va.tipo) =VA(tasa,nper,pago vf.tipo)
Monto (Valor futuro) =VF(0.125,6,-75000,) =VA(0.28/4,9,-152046.49,)
Tasa interés 0.125 152 046.49 82703.22
Nper interés 6
Acumulacién por un mes a
Valor actual 75000.00 interés simple
Capital (Valor actual) M=C(1+it)
Tasa descuento 0.28 =82703.22*(1+(0.28/12)"1)
Nper descuento 8.666667 84 632.96

Pago 1
Monto (Valor futuro) 152 046.49

o O 1 O 0 S S S W M M S

Para calcular el tiempo se utiliza la formula (3.3) del monto a interés compuesto, pues a partir de
ella se puede despejar cualquier incognita. Para solucionar estos problemas es necesario utilizar lo-
garitmos.

En el ejemplo 3.6.1 se pide calcular el tiempo en el que se duplicara una inversién de $1000 000
con tasas de interés de 36% y de 24% anual convertibles mensualmente.

A partir de la férmula (3.3)

M=C(1+i)"
se despeja la incdgnita n con lo cual se obtiene la férmula (3.7)

log (1+1)

El planteamiento del problema en Excel se presenta como se muestra en la figura siguiente:

A I B I 5 |
L1 Datos Tiempo
M
log
el
2 log(1+1)
3 Monto (M) 2000000. =LOG((B3/B4),10)/LOG((1+B5),10)
4 Capital (C) 1 000 000, 2345
5 interés (i) 0.03
6
7 Monto (M) 2000000. =LOG((B7/B8),10)/LOG((1+B9),10)
8 Capital (C) 1 000 000. 35.00
9 interés (i) 0.02
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El ejemplo 3.6.2 pide se determine el tiempo en el cual $1 reduce su valor adquisitivo a 50% dada

una inflacién de

a) 50%, b) 10%, ) 30%, d) 100%.
A I B © |
| 1] Datos Tiempo
M
e

2 log(1+1)
z Maonto (M) 1.00 =LOG((B3/B4),10)/LOG((1+B5),10)
| 4 Capital (C) 0.50 1.71
| 5 | interés (i) 50%
| 6
| 7| Monto (M) 1.00 =LOG((B7/B8),10)/LOG((1+B9),10)

8 Capital (C) 0.50 7.27
9 | interés (i) 10%
0]
| 11 ] Maonto (M) 1.00 =LOG((B11/B12),10)/LOG((1+B13),10)

12 Capital (C) 0.50 264
|13 | interés (i) 30%
K
| 15 | Maonto (M) 1.00 =LOG((B15/B16),10)/LOG((1+B17),10)
| 16 | Capital (C) 0.50 1.00
| 17 | interés (i) 100%

Para calcular la tasa de interés se parte también de la férmula (3.3) del monto a interés compuesto,
en la que se despeja la incognita (i) con lo cual se obtiene la férmula (3.8):

M=C>1 +1i)"
i=4YM/C-1=(M/C)'"" -1

En el ejemplo 3.7.1 se pregunta cuadl es la tasa de interés a la que se deben depositar $15 000 para
acumular $50 000 en un plazo de 5 afios, con intereses que se capitalizan

a) semestralmente,

b) trimestralmente, y

¢) mensualmente.

A | B = |
1 Datos Tasa de interés
i=4YM/IC—-1=(M/C)"" -1
2
| 3 | Semestral
4 Montao (M) 50 000.00 =((B4/B5)"(1/B6))-1
5 Capital (C) 15 000.00 12.79%
6 Tiempo (n) 10
7
8 Trimestral
| 9 | Maonta (M) 50 000.00 =((B9/B10)y(1/B11))-1
10 Capital (C) 15 000.00 6.20%
11 Tiempo (n) 20
12
13 Mensual
14 Monto (M) 50 000.00 =((B14/B15)*(1/B16))-1
| 15 | Capital (C) 15 000.00 2.03%
16 Tiempo (n) 60
| 17 |



En este capitulo se introdujo el concepto de interés compues-
to, fundamental para el manejo de operaciones financieras a
mediano y largo plazos.

En el interés compuesto los intereses generados por un ca-
pital se suman periédicamente a él en lapsos previamente es-
tablecidos a los que se denomina periodos de capitalizacion.
A su vez, el interés capitalizado genera un nuevo interés, y asi
el crecimiento que se produce es exponencial, a diferencia
del interés simple, que guarda un comportamiento lineal.

El monto compuesto sera el que se obtenga al afiadir al
capital original el interés compuesto generado, y se determi-
nard utilizando la férmula

M=C(1 +i)"
donde i=tasa de interés por periodo
y n =ndmero de periodos de capitalizacion.

Cuando se trabaja con interés compuesto, es de impor-
tancia fundamental que la tasa de interés que se maneje sea
exactamente la del periodo de capitalizacion establecido.

Comprobacion del capitulo

Si ha leido el capitulo completo, el lector debe:

« Comprender el concepto de interés compuesto.

« Diferenciar al interés compuesto del interés simple.

« Comprender los conceptos de: periodo de capitalizacion,
frecuencia de conversién, tasa de interés compuesto y
monto compuesto.

o Calcular el monto compuesto de un capital.

« Comprender los conceptos de tasa nominal, tasa efectiva
y tasas equivalentes.

o Calcular las tasas anteriores.

o Determinar el valor actual o presente de un monto com-
puesto.

O Términos y conceptos importantes

Términos y conceptos importantes 113

Las tasas de interés se expresan comunmente en forma
anual que indica, cuando es necesario, sus periodos de ca-
pitalizacién. La tasa asi expresada recibe el nombre de tasa
nominal =] , donde J es la tasa nominal anual y m es el nu-
mero de veces que se capitaliza durante el afo (frecuencia
de conversioén), y debe distinguirse de la tasa efectiva por
periodo, i, que expresa el interés efectivo generado (puede
ser mensual, semestral, anual, etc.). Se dice que dos tasas son
equivalentes cuando producen el mismo interés efectivo en
un periodo determinado.

Las ecuaciones de valores equivalentes, que se presen-
taron en el capitulo 2, se aplicaron en éste a la resolucién
de problemas en los que es necesario igualar dos flujos de
efectivo (ingresos y egresos) utilizando interés compuesto.
A diferencia del interés simple, se demostr6 que el resultado
serd el mismo sin importar la fecha focal que se seleccione
para igualar los flujos.

Al final, se estudi6 el concepto de tiempo equivalente y se
indic6 que especifica la fecha en la cual pueden ser liquidadas
con un pago unico dos o mas deudas.

o Determinar la tasa de interés en problemas que involucren
interés compuesto.

o Calcular el tiempo en problemas de interés compuesto.

» Comprender el concepto de ecuacién de valor y resolver
ejercicios que impliquen su uso.

» Resolver ejemplos de tiempo equivalente.

» Resolver ejercicios y aplicaciones de interés compuesto
utilizando la hoja de calculo de Excel.

 Ecuaciones de valores equivalentes » Monto compuesto = M + Tasanominal=]
o Frecuencia de conversion o Periodo de capitalizacién o Tasas equivalentes
o Graficas de tiempo y valor « Tasa de interés por periodo =i  Tiempo equivalente

o Interés compuesto = I « Tasa efectiva anual = e « Valor actual o capital = C
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\ Férmulas importantes

M=C+1
M=C(1+1q)"
i=1+j/mm-1
C= M =M>1A+i)™"
1+i)"

Ejercicios complementarios

log (factor monto a interés compuesto)
n=

log (1 +1)

i={M/C-1

1. Seinvierten $20 000 en una cuenta bancaria. Determine

el monto compuesto al cabo de 5 aos, si la tasa prome-
dio de interés convertible mensualmente es de:

a) 15% b) 25% ¢) 38% d) 54%
. ;Cuadl es el monto de una inversién de $100 000 al cabo

de un afio, si se deposita en una cuenta bancaria que
paga 30% de interés convertible:

c) trimestralmente?
d) mensualmente?

a) anualmente?
b) semestralmente?

. Los precios de la canasta basica de alimentacion se han
incrementado a una tasa anual de 25% durante 3 afios.
Si el precio actual es de $765, ;cudl era su valor hace 3
anos?
. Se desea formar un fondo de $250 000 al cabo de 2 afios.
;Qué cantidad debe depositarse hoy si el banco paga un
interés de:

a) 10% convertible mensualmente?

b) 20% convertible semestralmente?

¢) 23% anual?

. Los salarios minimos se han incrementado a una tasa
de 13% anual promedio durante los ultimos 4 afios. Si
continuara dicha tendencia, ;en qué tiempo se triplicara
su valor nominal?

. El precio de las casas y terrenos se ha duplicado en 3
anos. ;Cudl es la tasa de interés anual que ha ganado?

. Un pais posee cinco refinerias para proveerse de com-
bustible. Su produccion actual es de 1 000 000 barriles
diarios y trabajan a 80% de su capacidad. Si el creci-
miento promedio del consumo ha sido de 4% anual,
sen qué tiempo requerira dicho pais poner en opera-
ci6én una nueva refinerfa?

. sCudleslatasanominal convertible mensualmente equi-
valente a:

a) una tasa de 11% anual?
b) una tasa de 18% anual convertible semestralmente?
¢) una tasa de 32% anual convertible trimestralmente?

. Una deuda de $400 000 debe liquidarse con dos pagos
iguales a 60 y 120 dias. ;Cual es el importe de dichos

10.

11.

12.

13.

14.

pagos si la tasa de interés anual es de 26% con capitali-
zacién bimestral?

En qué tiempo puede ser liquidada con un pago tnico
una deuda de $27 500 pagaderos en un afio, y $38 450
pagaderos en dos afios, si la tasa de interés es de:

a) 10% anual? ¢) 30% anual?
b) 20% anual? d) 50% anual?

Determine el periodo de capitalizacion y la frecuencia
de conversion de:

a) una inversion en certificados de la Tesoreria de la
Federacion con vencimientos cada 91 dias.

b) unainversion en cuenta de ahorros que paga intere-
ses de 20% anual semestralmente.

) una inversion en pagarés liquidables cada 28 dias.

;Cudl es la tasa de interés por periodo de capitalizacién
de las siguientes inversiones:

a) 6% capitalizable mensualmente?
b) 18% capitalizable trimestralmente?
c) 22% capitalizable anualmente?

d) 22% capitalizable semestralmente?

Un banco ofrece las siguientes alternativas de inversion:

a) Depbsitos a plazo fijo de un aio 12.0%

b) Depésitos a plazo fijo capitalizable mensualmente
11.5%

¢) Depositosaplazofijo conintereses capitalizables tri-
mestralmente 11.6%

d) Depositos a plazo fijo con interés capitalizable se-
mestralmente 11.8%

Si se desea invertir $50 000, ;cual es la mejor alternativa?

sCual sera el monto de los $50 000 del ejercicio anterior,
si se depositan durante 10 afos en:

a) una cuenta de valores a 22% capitalizable men-
sualmente?

b) una cuenta de valores a 27.5% capitalizable men-
sualmente?

¢) una cuenta de valores a 30% capitalizable men-
sualmente?



15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

d) una cuenta de valores a 35% capitalizable men-
sualmente?

e) una cuenta de valores a 40% capitalizable men-
sualmente?

a) 3Cudl sera el monto de una cuenta de ahorros en la
que se depositan $50 000 durante 10 afios, si la tasa
de interés es de 8% capitalizable semestralmente?

b) ;Cual serd el monto en 15 anos?

¢) ;En 20 anos?

Una persona desea formar un fondo de ahorros para su
vejez. Deposita $10 000 en una cuenta que paga 12%
anual convertible mensualmente. ;Cudl sera el monto
de que disponga al cabo de 25 afios?

Las ventas al menudeo se han incrementado a razon de
3% anual. Si en el afo se vendieron 100 000 unidades,
scudles son las ventas estimadas para dentro de 5 afios si
se mantiene el ritmo de crecimiento?

En una ciudad el crecimiento del nimero de automaovi-
les ha sido de 6% anual promedio durante los tltimos 5
anos. De continuar la tendencia, ;cual sera el nimero de
automoviles que circularan dentro de 10 afios, si actual-
mente existen dos millones de vehiculos?

Una persona deposita $5 000 en una cuenta de ahorros
que paga 10% de interés anual convertible semestral-
mente. ;Cudl serd el importe reunido después de 28 me-
ses? Calcule por el método exacto y por el aproximado.
Determine la tasa efectiva de interés anual equivalente a:

a) 20% capitalizable semestralmente.
b) 20% capitalizable mensualmente.
¢) 30% capitalizable mensualmente.
d) 40% capitalizable mensualmente.
e) 50% capitalizable trimestralmente.
f) 50% capitalizable mensualmente.
g) 60% capitalizable trimestralmente.
h) 60% capitalizable mensualmente.
i) 60% capitalizable semanalmente.

Determine la tasa nominal de interés ]/ equivalente a
una tasa efectiva de:

a) i=15% m=1 e) i=26% m=12
b) i=15% m=2 f)i=12% m=4
) i=15% m=4 g) i=35% m=12
d) i=15% m=12 h)i=9% m=4
Determine:

a) Latasa nominal de interés ], equivalente a ] , = 14%.
b) La tasa nominal de interés ], equivalente a J,, = 18%.
¢) Latasa nominal de interés J, equivalente a J, = 10%.
d) Latasa nominal de interés J, equivalente a ], = 8%.
e) Latasa nominal de interés ] , equivalente a ], = 12%.
f) Latasa nominal de interés J, equivalente a ], = 15%.
g) Latasa nominal de interés ], equivalente a J , = 20%.
h) Latasa nominal de interés ] , equivalente a J, = 24%.

Determine la tasa efectiva de interés equivalente a una
tasa nominal de 18% compuesta:

24,

25.

26.

27.

28.

29.

30.
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¢) bimestralmente.
f) anualmente.

g) mensualmente.
h) semanalmente.

a) anualmente.

b) semestralmente.

¢) cuatrimestralmente.
d) trimestralmente.

+Cudl es la diferencia entre la tasa efectiva con capitali-
zacion anual y la tasa efectiva semanal?

Una firma de venta de automoviles ofrece dos planes de
pago: al contado $135 000; a plazos: $40 000 de engan-
che y dos pagos de $52 500 a 3 y 6 meses. ;Qué alterna-
tiva es mas conveniente si la tasa de interés es de:

a) J,=10%?
b) J,=20%2
c) J,=30%?
d) J,=40%?
e) Indique el valor actual de los pagos a plazos.

Alejandra obtuvo un préstamo de $4 300 y acuerda li-
quidarlo mediante tres pagos a 1, 2 y 3 meses, con un
interés de 2% mensual. El segundo pago sera el doble
del primero vy, el tercero, el doble del segundo. ;Cual es
el importe de los pagos?

Determine las tasas efectivas de interés equivalente a ta-
sas nominales ] de 16% y 20% compuestas:

a) anualmente. e) bimestralmente.
b) semestralmente. f) anualmente.

¢) cuatrimestralmente.  g) mensualmente.
d) trimestralmente. h) semanalmente.

;Cudl es la diferencia entre las tasas efectivas con capita-
lizacién anual y las que se capitalizan mensualmente?

sA qué tasa de interés nominal convertible mensualmen-

te debe invertirse un capital para que éste se duplique en:
¢) 3afos? e) 1ano?

d) 2 anos?

a) 5 afos?
b) 4 anos?

;Qué alternativa de inversion es mas rentable:

a) un depdsito a 6 meses con tasa de interés de 7.5%
convertible semestralmente, 0 uno con tasa de 7.25%
convertible mensualmente?

b) un depdsito a 12 meses con tasa de interés de 10%
convertible anualmente, 0 uno con tasa de 9.5% con-
vertible mensualmente?

;Cudl es la tasa de interés simple equivalente a una tasa
de 14% convertible:

b) trimestralmente.
d) anualmente.

a) mensualmente.
c) semestralmente.

si invierte un capital durante 3 afos?

Encuentre el valor actual de $10 000 que se recibiran
dentro de:

a) 1 afo. d) 5 anos.
b) 2 anos. e) 10 anos.
c) 3aiios.

si la tasa de interés es de 30% anual.
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31. Encuentre el valor actual de $10 000 que se recibiran
dentro de cinco afios, si la tasa de interés anual es:

a) 10%. d) 40%.  f) 75%.
b) 20%. e) 50%. ) 100%.
) 30%.

32. Encuentre el valor actual de $10 000 que se recibiran
dentro de tres afos si la tasa de interés es de 15% com-
puesta:

a) anualmente. ¢) bimestralmente.
b) semestralmente. f) mensualmente.
¢) cuatrimestralmente. ¢) diariamente.
d) trimestralmente.

si invierte un capital durante 3 afos.

33. Determine el valor actual de:

a) $10 000 pagaderos en 6 meses a 18% convertible
mensualmente;

b) $50 000 pagaderos en 3 afios a 20% convertible tri-
mestralmente;

c) $120 000 pagaderos en 18 meses a 22% convertible
trimestralmente;

d) $400 000 pagaderos en 2 afos a 40% convertible
trimestralmente.

34. ;Cudnto dinero debe depositar una persona en un ban-
co para reunir $100 000 dentro de 2 afios, si la tasa de
interés vigente es de:

En internet es posible encontrar numerosos recursos para
complementar la informacién que se proporciona en este
texto, asi como aplicaciones, simuladores y calculadoras
para resolver ciertos tipos de problemas de los que aqui se
incluyen. A continuacion se proporcionan algunos vinculos
de utilidad, que se encontraban activos al momento de su re-
daccién.

Conceptos basicos

« Matemdticas financieras para toma de decisiones empre-
sariales.

o Conceptos basicos y problemas ilustrativos de interés
compuesto.

« Conceptos basicos de interés compuesto, deduccion de las
férmulas de interés compuesto y monto.

a) 6% convertible mensualmente?

b) 10% convertible trimestralmente?

c) 12% convertible semestralmente?

d) 14% convertible anualmente?

e) ;Qué alternativa es la mds conveniente?

35. ;Qué cantidad se debe pagar hoy por una deuda a 36
meses, si la tasa de interés es de 17% anual capitalizable
trimestralmente y el monto es de $44 8507

36. Un documento de $180 000 a plazo de 24 meses es des-
contado en el banco a una tasa de 22% convertible tri-
mestralmente. ;Cual es la cantidad que se recibe?

37. Un banco descuenta un documento de $48 000 con
vencimiento a 20 meses aplicando una tasa de interés
de 14% convertible mensualmente. A su vez, el banco
redescuenta el documento en una institucion financiera
que le carga 12% de interés convertible trimestralmente.
;Cudl es su utilidad en la operaciéon? Aplique el método
exacto para el periodo fraccionario de interés.

38. Determine el valor actual de una deuda de $200 000 a
pagar en 3 afos y 4 meses, si la tasa de interés vigente es
de 19% convertible trimestralmente. Utilice ambos mé-
todos para determinar el resultado.

39. Se desea descontar un pagaré con valor de $175 000 en
105 dias. El banco carga una tasa de 16.5% convertible
mensualmente. Determine el capital utilizando ambos
métodos.

o En la secciéon “Contenido”, encontraras una liga que trata
sobre los tipos de interés (simple y compuesto) y algunos
ejemplos.

« Video en el que se explican las diferencias entre el interés
simple y el interés compuesto.

« Video en el cual se presentan los fundamentos del valor

presente y el valor futuro a interés compuesto.

Monto

« Ejercicio numero 3.

« Interés compuesto, casos y problemas 1, 2, 4, 5y 17.

o Introduccion al interés compuesto. Explicacion de la inte-
gracion de la férmula del monto.
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« Interés compuesto, casos y problemas 3 y 10.

o Video en el cual se muestra la forma de calcular el monto o Calculo en Excel del valor de las variables que intervienen
a interés compuesto. en el interés compuesto.
Tasa nominal, tasa efectiva Tasa de interés

y tasas equivalentes

« Ejercicios de interés compuesto.

« Conceptos de tasa efectiva y tasa nominal, asi como ejerci-
cios ilustrativos de su célculo. o Video en el cual se explica la forma de calcular la tasa de
interés a interés compuesto.

« Ejercicio numero 2. Conversién de una tasa anual a tasas « Conceptos basicos y problemas de interés compuesto.
equivalentes en diferentes periodos.

Ecuaciones de valores

o Interés compuesto, casos y problemas 16 y 17. equ ivalentes
« Video en el cual se ilustra el cdlculo de la tasa de interés « Diapositivas en las cuales se presentan el concepto de
efectiva a partir de una tasa de interés nominal. ecuaciones de valores equivalentes asi como algunos ejem-

plos del tema.

Valor actual o presente

o Presentacion del concepto de ecuaciones de valores equi-
o Definicion de valor presente a interés compuesto. valentes y un ejemplo ilustrativo.

o Calculadora financiera que permite introducir la combi-

nacién de datos como valor presente, valor futuro, tasa Ap| icaciones
de interés (compuesta), pagos y periodos y obtener como
resultado una de estas variables que sea desconocida. « Pagina del INEGI que incluye vinculos a los documentos

metodolégicos para el célculo del Indice Nacional de
Precios al Consumidor (INPC) y del Indice Nacional

de Precios al Productor (INPP), asi como una util calcu-
ladora que permite determinar la inflacién acumulada en
Meéxico entre dos fechas, asi como la inflacién mensual
promedio en el mismo periodo.

o Interés compuesto, casos y problemas 6,9, 11, 12, 13, 14y 18.

« Video en el cual se presentan los fundamentos del valor
presente y el valor futuro a interés compuesto.

Tiempo

o Férmulas principales de interés compuesto.






CAPITULO

TEMARIO

4.1
4.2
4.3
44
4.5
4.6
4.7
4.8
4.9
4.10

Introduccion y terminologia
Tipos de anualidades
Monto

Valor actual

Renta

Plazo

Tasa de interés
Aplicaciones

Uso de Excel

Resumen

Anualidades simples,
ciertas, vencidas e

inmediatas

OBJETIVOS
Al finalizar el estudio del presente capitulo, el lector sera
capaz de:
o |dentificar, definir y explicar los diferentes tipos de anualidades

e Plantear e identificar situaciones en las que se apliquen las
anualidades simples, ciertas, vencidas e inmediatas (ASCVI)

e |Interpretar planteamientos de anualidades de este tipo
e Plantear y resolver problemas con este tipo de anualidades y

encontrar el monto, el valor actual, el interés, el plazo o la tasa
de interés, seglin sea el caso

o Resolver ejercicios y aplicaciones de anualidades simples,
ciertas, vencidas e inmediatas mediante el empleo de la hoja
de célculo de Microsoft® Excel®
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CAPITULO 4 Anualidades simples, ciertas, vencidas e inmediatas

Introduccién y terminologia

En general, se denomina anualidad a un conjunto de pagos iguales realizados a intervalos iguales. Se
conserva el nombre de anualidad por estar ya muy arraigado en el tema, aunque no siempre se refie-
ran a periodos anuales de pago. Algunos ejemplos de anualidades son:

« Los pagos mensuales por renta.

o El cobro quincenal o semanal de sueldos.

o Los abonos mensuales a una cuenta de crédito.

o Los pagos anuales de primas de pdlizas de seguro de vida.

Se conoce como intervalo o periodo de pago al tiempo que transcurre entre un pago y otro, y se
denomina plazo de una anualidad al tiempo que pasa entre el inicio del primer periodo de pago y el
final del tltimo. Renta es el nombre que se da al pago periddico que se hace. También hay ocasiones
en las que se habla de anualidades que, o no tienen pagos iguales, o no se realizan todos los pagos
en intervalos iguales. Estas aplicaciones se manejan en forma especial, como se vera mas adelante.

Tipos de anualidades

La variacion de los elementos que intervienen en las anualidades hace que existan diferentes tipos de
ellas. Por ello, conviene clasificarlas de acuerdo con diversos criterios:

a)

b)

c)

Ciertas

a) Tiempo contingentes
Simples

b) Intereses generales
Vencidas

c) Pagos anticipadas
Inmediatas

d) Iniciacion diferidas

Tiempo. Este criterio de clasificacion se refiere a las fechas de iniciacion y de terminacién de
las anualidades:

Anualidad cierta. Sus fechas son fijas y se estipulan de antemano. Por ejemplo, al realizar
una compra a crédito se fija tanto la fecha en que se debe hacer el primer pago, como la
fecha para efectuar el altimo.

Anualidad contingente. La fecha del primer pago, la fecha del altimo pago, o ambas, no se
fijan de antemano; depende de algun hecho que se sabe que ocurrird, pero no se sabe cuan-
do. Un caso comun de este tipo de anualidades son las rentas vitalicias que se otorgan a un
conyuge tras la muerte del otro. El inicio de la renta se produce al morir el conyuge, pues se
sabe que éste morird, pero no se sabe cuando.

Intereses. En este caso:

Anualidad simple. Cuando el periodo de pago coincide con el de capitalizacion de los inte-
reses. Es el tipo que sera analizado en este capitulo. Un ejemplo muy simple seria el pago
de una renta mensual X con intereses de 1.8% mensuales.

Anualidad general. A diferencia de la anterior, el periodo de pago no coincide con el perio-
do de capitalizacion: el pago de una renta semestral con intereses de 30% anuales.

Pagos. De acuerdo con los pagos:

Anualidad vencida. También se le conoce como anualidad ordinaria y, como su primer
nombre lo indica, se trata de casos en los que los pagos se efectuan a su vencimiento, es
decir, al final de cada periodo de pago.

Anualidad anticipada. Es aquella en la que los pagos se realizan al principio de cada pe-
riodo.



d) Iniciaciéon. De acuerdo con el momento en que se inicia:

o Anualidad inmediata. Es el caso mds comun. La realizacién de los cobros o pagos tiene
lugar en el periodo que sigue inmediatamente a la formalizacién del trato: hoy se compra
a crédito un articulo que se va a pagar en mensualidades, la primera de las cuales debe
realizarse en ese momento o un mes después de adquirida la mercancia (anticipada o
vencida).

o Anualidad diferida. Se pospone la realizacién de los cobros o pagos: se adquiere hoy un ar-
ticulo a crédito, para pagar con abonos mensuales, el primero de los cuales debe efectuarse
6 meses después de adquirida la mercancia.

De acuerdo con las anteriores clasificaciones se pueden distinguir diversos tipos de anualidades:

" Vencidas { Inmediatas

) Diferidas

Ciertas

Anticipadas { Igmgdmtas

) - Diferidas

Simples

" Vencidas { Inmediatas

Diferidas

| Contingentes

Anticipadas { Igmgdmtas

’ Diferidas

Anualidades

[ Vencidas { Inmediatas

) Diferidas

Ciertas

Anticipadas { Igmgdmtas

’ Diferidas

Generales

) [ Vencidas { Inmediatas

Diferidas

| Contingentes

Anticipadas { Inmediatas

Diferidas

De estos 16 tipos de anualidades, el méds comun es el de las simples, ciertas, vencidas e inmediatas
que, por esta razon, se analizard en primer lugar en la seccién siguiente. En capitulos posteriores se
revisan los otros tipos.

Monto

Dada su importancia, vale la pena destacar las caracteristicas de este tipo de anualidades:

« Simples: el periodo de pago coincide con el de capitalizacion.
« Ciertas: las fechas de los pagos son conocidas y fijadas con anticipacion.
« Vencidas: los pagos se realizan al final de los correspondientes periodos.
o Inmediatas: los pagos se comienzan a hacer desde el mismo periodo en el que se realiza la ope-
racién.
Los elementos que intervienen en este tipo de anualidades son:
R = Larenta o pago por periodo.
C = Elvalor actual o capital de la anualidad. Es el valor total de los pagos en el momento presente.

M = El valor en el momento de su vencimiento, o monto. Es el valor de todos los pagos al final de
la operacion.

Para ilustrar la deduccién de la férmula del monto de una anualidad se utilizard un ejemplo (a
partir de aqui, y en el resto del capitulo, el término anualidad se referird a las simples, ciertas, venci-
das e inmediatas).

4.3 Monto
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;Qué cantidad se acumularia en un semestre si se depositaran $100 000 al finalizar cada mes en
una cuenta de inversiones que rinde 6% anual convertible mensualmente?

SOLUCION:
Primero, se representa la situacién en un diagrama de tiempo y valor:

f T T f f f
100 000 100 000 100 000 100 000 100 000 100 000

Gréfica 4.1

El interés por periodo, i, es 0.06/12 = 0.005, y el monto de la anualidad debe ser igual a la
suma de los montos de cada uno de los depdsitos al final del semestre. Asi se muestra mediante

curvas en el diagrama, donde el ultimo depésito no aumenta por interés puesto que se deposita
en el sexto mes.

En términos del monto a interés compuesto ya conocido, el planteamiento seria:

M =100 000(1.005)° + 100 000(1.005)* + 100 000(1.005)* + 100 000 (1.005)*
+ 100 000(1.005) + 100 000

o, invirtiendo el orden,

M =100 000 + 100 000(1.005) + 100 000(1.005)* + 100 000(1.005)* + 100 000(1.005)* +
100 000(1.005)®

M =100 000 + 100 000 (1.005) + 100 000(1.010025) + 100 000(1.015075125) + 100 000
(1.020150501) + 100 000(1.025251253)

M =100 000+ 100 500 + 101 002.50 + 101 507.51 + 102 015.05 + 102 525.13
M =$607 550.19

En este planteamiento con el orden invertido se puede ver que el monto es una progresion
geométrica. Y, de lo que se vio en el capitulo 1, tenemos que:

t, =100 000, el primer término
r=1.005,larazén=1+1i
n = 6, el nidmero de términos

De la férmula (1.15) que se vio en el capitulo 1, sobre la suma de los términos de una progre-
sién geométrica:
(1-r") 1t —t,r"

1-r 1-r

S=t,

Sustituimos los términos de anualidades:

o= RERA+i)

1-(1+1)
_ R[1—-(1+1)"] _ R[1—-(1+1)"] :Rl—(l+i)”
1-1-i —i —i

Multiplicando tanto el numerador como el denominador de la fraccion por —1, se obtiene:
A+i)" -1

1

M=R

que es la version de esta formula que cominmente se utiliza.
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Al aplicarla para resolver el ejemplo anterior:

(1.005)° —1

M =100000 =100 000(6.075501879) = 607 550.19

resultado que es igual al que se obtuvo antes.

+Cudl es el monto de $20 000 semestrales depositados durante 4 afios y medio en una cuenta ban-
caria que rinde 12% capitalizable semestralmente?

SOLUCION: R=20000
i=0.12/2=0.06
n=452)=9
1.06)° -1 0.68947896
M=20 OOOL =20 ooo# =20000(11.49131598)
0.06
M =229 826.32

El doctor Gonzélez deposita $100 al mes de haber nacido su hijo. Contintia haciendo depdsitos
mensuales por esa cantidad hasta que el hijo cumple 18 afios para, en ese dia, entregarle lo acu-
mulado como herencia. Si durante los primeros 6 afos de vida del hijo la cuenta pagd 9% anual
convertible mensualmente, y durante los 12 afos restantes pagé 1% mensual, ;cuanto recibi6 el
hijo a los 18 afios?

SOLUCION: R=100
n=18(12) =216
i=0.09/12 =0.0075 en los primeros 6 aios
i=0.01 en los ultimos 12

Primero se calcula lo que se acumulé durante los primeros 6 afios con un interés mensual de
0.75%:

(1.0075)2 -1

M =100 =100(95.0070) =9 500.70

Esta suma es la que se acumul6 hasta el final del sexto aflo. Para determinar el resto, es nece-
sario construir un diagrama de tiempo:

9500.70 100 100 100 100 100 100
I i i i . i i I
72 73 74 75 214 215 216
Grafica 4.2

El total acumulado al final seria igual al valor de $9 500.70 en el mes 216 mas el monto de las
anualidades 72 a 216:

.o -1
0.01

9500.70(1.01)"** +100

9500.70(4.190616) + 100(319.061559) =
39 813.79 + 31 906.16 = 71 719.95
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Valor actual

EJEMPLO 4.4.1

;Cudl es el valor actual de una renta trimestral de $4 500 depositada al final de cada uno de siete
trimestres, si la tasa de interés es de 9% trimestral?

SOLUCION: c=z
R=4500
i=0.09
n=7
0 1 2 3 4 5 6 7
L | | | | | | |
I T T T T T T 1
C 4 500 4 500 4 500 4 500 4 500 4 500 4 500
Gréafica 4.3

Este es el caso inverso del monto. El valor actual de la anualidad seria la suma de los valores
actuales de las siete rentas, o:

C=4500(1.09)" + 4 500(1.09)2 + 4 500(1.09)* + 4 500(1.09)~* + 4 500(1.09)~°
+4 500(1.09)% + 4 500(1.09)~7
C=4500(0.91743119) + 4 500(0.84167999) + 4 500(0.77218348) + 4 500(0.70842521)
+ 4 500(0.64993139) + 4 500(0.59626733) + 4 500(0.54703424)
C=4128.44+3787.56+ 3 474.83 + 3 187.91 + 2 924.69 + 2 683.20 + 2 461.65
C=22648.28

Y, al igual que antes, puede verse que esa suma de términos es una progresion geométrica
con:

t,=4500(1.09)" =R(1 +i)"!

n=7

r=(1.09)"=(1+i)"

_h—tr"  45001.09)" —4500(1.09) " (1.09)”
1-r 1-(1.09)"

$=22648.28

S

Y la correspondiente férmula:

_ R(1+i)" = RA+)[A+i) ']

C =
1-(1+i)™
oo R+ '=RA+)T'A+i)™
1
_(1+i)
\—1 -1
C= R(1+1) [11—(1+z) ]
14i
co (1+1’)R(1+i)_‘1[1—(1+i)_”]
1
coplzD” _,

1

que es la formula mas comun del valor actual de las anualidades simples, ciertas, vencidas e
inmediatas.
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Utilizando esta férmula para resolver el mismo ejemplo 4.4.1:

1-(1.09)”
C=4 5oo¥ =4 500(5.03295284)
0.09

C=22648.28

EJEMPLO 4.4.2

sCudl es el valor en efectivo de una anualidad de $1 000, que se pagan al final de cada 3 meses du-
rante 5 afos, suponiendo un interés anual de 16% convertible trimestralmente?

SOLUCION: R=1000
n=>5(4) =20(5 por 4 trimestres cada afo)
i=0.16/4=0.04
1-(1.04)%
0.04

C=1000(13.590326)
C=%$13590.33

EJEMPLO 4.4.3

;Qué es mas conveniente para comprar un automavil:

a) Pagar $260 000 al contado o

b) $130 000 de enganche y $12 000 al final de cada uno de los 12 meses siguientes, si el interés
se calcula a razén de 18% convertible mensualmente?

SOLUCION:
Para resolver este problema debe compararse el precio al contado con la suma del enganche y el
valor actual de los abonos mensuales en el plan de crédito:
1-(0.18/12)™2
0.18/12
1-(1.015)712
0.015

C,=130000 + 12 000(10.907505)
C,=130000 + 130 890.06
C, =260 890.06

C, =130 000+12 000

C, =130 000+12 000

que es el valor actual total de la operacién a crédito. Como el valor a crédito es mayor, conviene
mads comprar al contado.

EJEMPLO 4.4.4

Encuentre el importe pagado en valor actual por un aparato electrénico, por el cual se entregd
un enganche de $1 400, se hicieron 7 pagos mensuales vencidos por $160 y un tltimo pago al fi-
nal del octavo mes por $230 si se considera un interés de 27% anual con capitalizacién mensual.

SOLUCION:
El importe es igual a:
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a) Enganche
+

b) Elvalor actual de la anualidad con renta de 160
+

¢) Elvalor actual del pago final

Sii=0.27/12 =0.0225, entonces

1-(1.0225)77
225

C=1400+ 160(6.410246) + 230(0.836938)

C=1400+1025.64 +192.50
C=4$2618.14

C=1 400+160{ }-230(1.0225)8

EJEMPLO 4.4.5

;Cudl es el valor actual de un refrigerador adquirido mediante 52 abonos semanales “chiquititos”,
vencidos, de $240? Considere un interés anual de 15% convertible semanalmente.

SOLUCION:
Interés semanal: i=0.15/52=0.002885
n=>52
_ -52
C =240 1—(1+0.002885)
0.002885
13912
C = 240 2139123
0.002885
C =240(48.222987)
C=11573.52
EJEMPLO 4.4.6

;Cual es el valor actual del refrigerador del ejemplo anterior si se realiza un pago inmediato y 51
abonos semanales? El pago semanal y la tasa de interés son los mismos que se enuncian en ese
problema.

SOLUCION:
El importe es igual a:

a) El pago inmediato (enganche)
+

b) Elvalor actual de una anualidad de 51 pagos semanales
Sii=0.15/52=0.002885,n=51y R=$240
1-(1+0.002885)""!

0.002885
1-0.863360

0.002885

0.136640
0.002885

entonces: C=240+240

C=240+240

C=240+240
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C =240 + 240(47.362111)
C =240+ 11 366.91
C=11606.91

Este valor es ligeramente superior al del ejemplo anterior en razon del primer pago que se realiza
en forma inmediata.

’ Ejercicios de las secciones 4.1 a 4.4

De los planteamientos 1 a 5, diga a qué tipo de anualidad pertenecen y por qué:

Una mina en explotacion tiene una produccién anual de 600 000 dolares y se calcula que
se agotard en 5 anos. ;Cudl es el valor actual de la produccién si el rendimiento del dinero
es de 11% anual?

El pago de la renta de una casa habitacion.

Una persona adquiere en septiembre un televisor a crédito y acepta liquidar su precio me-
diante pagos entregados al principio de cada uno de 12 bimestres, comenzando en enero
del afo siguiente y con intereses de 20% anual efectivo.

Una pension por jubilacién que asigna cierta cantidad trimestral.

Se vende un camién en mensualidades que deben liquidarse cada primer dia de mes, a
partir del préximo mes, con intereses de 12% anual con capitalizacién quincenal.

Calcule el monto y el valor actual de las siguientes anualidades simples, ciertas, vencidas
e inmediatas:

a) $20 000 semestrales durante 4 aflos y medio a 10% capitalizable semestralmente.

b) $40 000 anuales durante 6 afios a una tasa anual de 14%.

¢) $500 mensuales durante 7 aflos y 5 meses, a una tasa anual de 8% capitalizable men-
sualmente.

El sefior Lopez deposita $150 000 cada fin de afio en una cuenta de ahorros que abona 4%
de interés. ;Cuanto habra ahorrado al hacer el cuarto deposito?

Calcule el valor actual de un terreno, con un interés de 15% con capitalizacién mensual, si
se vendio con las siguientes condiciones:

 $40 000 de enganche.
o Mensualidades vencidas por $ 2 250 durante 4.25 afios.
+ Un pago final de $25 000 un mes después de la Gltima mensualidad.

Si se calculan los intereses a una tasa de 22% convertible trimestralmente, ;qué pago tnico
de inmediato es equivalente a 15 pagos trimestrales de $800 si el primero de ellos se hace
dentro de 3 meses?

En la compra de un automévil nuevo que cuesta $145 000 al licenciado Ugalde le reciben
su automovil usado en $55 000. ;Le convendria pagar el resto en 36 mensualidades venci-
das de $3 500 si lo mas que se desea pagar de interés es 2% mensual?

+Qué cantidad se deberia depositar el 31 de enero del afio 1 para poder hacer 15 retiros
mensuales de $5 000 a partir del ultimo dia de febrero de ese afo, si la cuenta en que se
deposita paga 9% de interés convertible cada mes?

Si un taxi rinde $3 850 mensuales vencidos y se considera que esa cantidad es constante
por tiempo indefinido, pues incluye gastos, depreciacién, mantenimiento, etc. ;Qué can-
tidad maxima debera invertirse en el vehiculo si se desea obtener un rendimiento de 30%
anual efectivo sobre la inversion por un periodo de 3 afios?
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Renta

Se conoce como renta al pago periédico que se realiza a intervalos iguales.

Una persona adquiere hoy a crédito una computadora cuyo precio es de $19 750 y conviene en
pagarla con 4 mensualidades vencidas. ; Cuanto tendra que pagar cada mes si se le cobran 1.8%
mensual de interés?

SOLUCION:
Se puede ver que los datos con que se cuenta son:

A=C=19750
R=7

i=1.8%
n=4

y despejando en la formula (4.2) que se vio en la seccién anterior:

p— \—n
A:Rl (1.+1)

1
Ro_ A 19750(0.018)  355.50
1-(1+i)™ 1-(1.018)™* 0.068873

R=$5161.67

;Cuanto debe invertir el sefior Juarez al final de cada mes durante los préximos 7 afios en un fon-
do que paga 13.5% convertible mensualmente con el objeto de acumular $100 000 al realizar el
ultimo deposito?

SOLUCION: R=2?

M =100 000

i=0.135/12=0.01125

n=12(7)=84
1.01125)% -1

100 000 = R¥ = R(138.602198)
0.01125

100 000

R=———=$721.49

138.602198

Una persona debe pagar $3 000 al final de cada afo, durante varios afios. ;Cuanto tendria que pa-
gar a fines de cada mes para sustituir el pago anual, si se considera un interés de 25% anual con-
vertible mensualmente?

SOLUCION:
Se puede considerar que la renta de cada afio es un monto y que el pago mensual es la renta de
cada anualidad:



R=7?
i=0.25/12=0.020833
M=3000
n=12

1.020833)1? -1
3000 = R¥ = R(13.475114)

0.020833

3000
R=———=$222.63

 13.475137

Plazo

El plazo o tiempo de una anualidad se calcula por medio del niimero de periodos de pago .

EJEMPLO 4.6.1

;Cudntos pagos de $607.96 al final de mes tendria que hacer el comprador de una lavadora que
cuesta $8 500, si da $2 550 de enganche y acuerda pagar 24% de interés capitalizable mensual-

mente sobre el saldo?

SOLUCION: n=2
R=607.96
C=8500-2550=5950
i=0.24/12=0.02
1-(1+i)™"
i
1-(1.02)™"
0.02

C=R

5950 =607.96

5 950(0.02)
607.96
0.195736—1=—(1.02)"

(1.02)™" =0.80426343

=1-(1.02)™"

=0.80426343

(1.02)

(1.02)' =—
0.80426343
nlog1.02=1og1.24337369

" log 1.24337369  0.09460167
log1.02 0.00860017

=1.24337370

n=11

Muchas veces, a diferencia del ejemplo anterior, el nimero de periodos no es entero.

EJEMPLO 4.6.2

;Cudntos pagos bimestrales vencidos de $1 550 se tendrian que hacer para saldar una deuda, pa-
gadera hoy, de $8 000 cuyo interés es de 2.75% bimestral?

4.6 Plazo
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SoLUCION: R=1550
C=28000
i=2.75%
n=2
1-(1.0275)™"
8000=1550—7——

0.0275
8 000(0.0275)

1550

=1-(1.0275)" =0.14193548

—(1.0275)™ =10.14193548 —1 = —0.85806451
(1.0275)™ = 0.85806451
—nlog 1.0275 =1log 0.85806451

log 0.85806451
p=— T

log1.0275
_ 10g0.85806451  —0.06648006
"~ logl0275  0.01178183
1 =—(~5.642592)
1= 5.642592

Antes de continuar con la solucién, conviene observar las distintas formas en que se resolvie-
ron este ejemplo y el anterior para evitar confusiones. En el ejemplo 4.6.1 se convirtio la expre-
sion (1.02)™ en
1
= b
1.02"

n

que es equivalente.
En este ejemplo, 4.6.2, se despeja la n directamente de (1.0275)™ para obtener —n log (1.0275).
Estos dos procedimientos son validos y arrojan los mismos resultados. Se invita al lector a
resolver estos dos ejemplos con el otro método para verificar esta afirmacion.
Volviendo al resultado que se obtuvo aqui,

n=>5.642592

Cuando el numero de pagos o periodos es fraccionario, se pueden hacer dos cosas, ejemplifican-
do con el resultado obtenido:

a) hacer cinco pagos de $1 550 y un sexto pago menor
b) realizar cuatro pagos de $1 550 y un pago final mayor

A saber:
a) Al cabo del quinto pago, el valor de todos los abonos (a su valor futuro) seria:
1.0275)° —1
1 SSOM =8188.13
0.0275

mientras que el valor del adeudo después de 5 bimestres seria:
8 000(1.0275)° =9 162.19

Por lo tanto, el valor del adeudo final del quinto bimestre, inmediatamente después de efec-
tuar el pago correspondiente seria:

9162.19 — 8 188.13 =974.06
El valor de esta cantidad un mes después seria:

974.06(1.0275) = 1 000.84

cantidad que deberia pagarse al cabo del sexto bimestre.
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b) Si se hicieran cuatro pagos de $1 550, su monto en el momento de hacer el cuarto pago
seria:
4 —_
1 SSOM =6460.47
0.0275
y el valor del adeudo:
8 000(1.0275)* = 8 916.97

El saldo al cuarto bimestre seria:

8916.97 — 6 460.47 = $2 456.50

Y al término del quinto bimestre seria necesario pagar:

2 456.50(1.0275) =2 524.05

para saldar completamente la deuda.

EJEMPLO 4.6.3

Con referencia al ejemplo anterior, observe que en a) y b) se encontré el pago final que es ne-
cesario hacer mediante la determinacién del valor futuro (monto) tanto de los pagos como del
adeudo.

En este ejemplo se mostrara que se obtienen los mismos resultados si se calculan sus corres-
pondientes valores actuales. Para ilustrar esto se utilizard el caso a) en el que se decide hacer 5
pagos completos y un pago final menor.

El valor actual de los 5 pagos completos es:

1-(1+0.0275)™
0.0275

1550 =1550(4.612582) =7149.50

Y dado que el valor actual de la deuda es de $8 000, el saldo de la operacidn, a su valor actual, es:
8 000 — 7 149.50 = 850.50

Saldo que, llevado a su valor después de 6 bimestres (que es cuando hay que hacer el ultimo pago)
es:

850.50(1.0275)¢ = 850.50(1.176768) = 1 000.84,

que es la misma respuesta que se obtuvo en el ejemplo anterior.

EJEMPLO 4.6.4

;Cuantos pagos mensuales de $45 000 serian necesarios para liquidar una deuda de $2 000 000,
contraida hoy con intereses de 30% anual convertible mensualmente?

SoLUCION: C = 2000000
R = 45000
i = 0.30/12=0.0250
n=~=:

Los intereses que genera la deuda cada mes son:

I=Ci

I'=2000000(0.0250) = 50 000
La deuda no puede pagarse con mensualidades de $45 000 porque lo que genera por concepto de
intereses es superior. Por esto, para reducir el adeudo seria necesario pagar mensualidades por
cantidades superiores a $50 000.
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EJEMPLO 4.6.5

Una persona desea acumular $300 000. Para reunir esa cantidad decide hacer depdsitos trimes-
trales vencidos en un fondo de inversiones que rinde 12% anual convertible trimestralmente. Si
deposita $5 000 cada fin de trimestre, ;dentro de cuanto tiempo habra acumulado la cantidad

que desea?
SOLUCION:
Observe que, como se trata de una cantidad ($300 000) realizable a futuro, se estd hablando de
monto:
M =300 000
R=5000
i=0.12/4=0.03
n=2
n f—
300000=5 000M
0.03
300000(0.03) 1= (1.03)"
5000
2.8 =(1.03)"

nlog1.03=1log 2.8
_log28 0447158
log1.03 0.012837

n = 34.83 trimestres, o sea
34.83(3) = 104.5 = 105 meses

Esa persona podria contar con los $300 000 aproximadamente dentro de ocho afios y nue-
ve meses.

Tasa de interés

Para terminar este tema, se veran algunos ejemplos en los cuales lo que se busca es determinar la tasa
de interés que se paga.

Lucero de la Maiana debe pagar hoy $350 000. Como no tiene esa cantidad disponible, platica
con su acreedor y acuerda pagarle mediante 6 abonos mensuales de $62 000, el primero de ellos
dentro de un mes. ;Qué tasa de interés va a pagar?

SOLUCION: R =$62 000
C=$350000
n==6
i=?
1-(1+i)°

350000 =62000 -
i

1-(1+i)° _ 350000
i 62000

=5.645161

Como no es posible despejar i, se tiene que seguir un procedimiento de aproximacion de dos
pasos para encontrar su valor:
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1. Ensayar valores de i en la expresiéon donde se encuentra:

i=[1—(1+i)6J
i

para encontrar dos valores de ella que estén cercanos a 5.645161, uno mayor y otro menor.

2. Interpolar entre los dos valores encontrados en el paso anterior para determinar el valor
de i. Entonces, en primer lugar se ensayan los valores para

1-(1+i)°
—
1-(1+i)°  1-(1.02)°

i 00

que es bastante cercano al valor de 5.645161 que se busca. Se contintian ensayando valores
para aproximar mas. Cabe destacar que al disminuir la tasa de interés se incrementa el valor
presente, y viceversa, al incrementarse la tasa de interés, disminuye el valor presente.

Sii=0.02, entonces =5.601431

1-(1.017)7°
0.017

Este valor es mayor que el que se busca; ahora uno un poco menor, para lo cual se in-
crementa la tasa de interés.

Sii=0.017, entonces =5.658585

_ -6
Sii=0.018, entonces ﬂ =5.639435
0.018
_ —6
Sii=0.0175, entonces M =5.648998
0.0175

Ahora ya se tienen dos valores muy cercanos al valor deseado, uno mayor y otro menor.
El segundo paso es interpolar entre estos dos valores para determinar en forma mas exacta
la tasa de interés que se necesita.

El razonamiento es el siguiente:

«  Se necesita encontrar el valor de i que haga que
1-(1+i)°
i
« seaigual a 5.645161, porque esta i es la que hace que se cumplan las condiciones planteadas
en el ejemplo y es, por lo tanto, la i que se busca.

o Yase determind en el paso anterior que:

1-(1.0175)7°
sii=0.0175, entonces — = 5.648998
0.0175
y que
1-(1.018)°°
sii=0.018, entonces — = >.639435
0.018

De donde se concluye que la tasa i que se busca esta entre 0.018 y 0.0175.

Para ilustrar el procedimiento se muestran las condiciones descritas en los parrafos anterio-
res mediante un diagrama:

5.639435 5.645161 5.648998

0.018 i 0.0175

Grafica 4.4
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Lo que se hara a partir de este diagrama para encontrar un valor mas preciso de i es plantear una
proporcién y, para comprender mejor este procedimiento, se repasaran las relaciones existentes
entre las cantidades que aparecen en el esquema anterior.

Puede calcularse:

5.648998 — 5.639435 = 0.009563 es la “distancia total” entre estas dos cantidades; 5.645161 —
5.639435 = 0.005726 es también la “distancia” que hay entre estas dos cantidades.

Y
5.645161—-5.639435 0.005726

5.648998—5.639435  0.009563

=0.59876608

lo que significa que 0.005726 (el numerador) representa aproximadamente 59.9% de la distancia
total, y como esta proporcion debe ser cierta también para la “distancia total” entre las tasas, en-
tonces la tasa que se busca (vea la grafica 4.4) debe ser igual a 0.018 menos 59.7% de la “distancia
total” entre las tasas:

0.018 — 0.598766(0.018 — 0.0175) = 0.017700
Se puede verificar que esta tasa da una mejor aproximacioén del factor:
1-(1.0177)°

0.0177

=5.645169

que es practicamente igual al valor que se busca.
Por ello, entonces, la respuesta del ejemplo es que la persona pagard 1.77% mensual.
El procedimiento de interpolacion se puede resumir de la siguiente manera:
5.645161-5.639435  i—0.018

5.648998—5.639435  0.0175—0.018
0.005726 _ i—0.018

0.009563 —0.0005

En esta expresion, 0.0005 es la “distancia total” entre las tasas, y lo que se hizo entonces fue
igualar la proporcion de distancias:

i—0.018
—0.0005

0.59876608 =

i—0.018 = —0.0005(0.59876608)
i=0.018 — (0.000299)
i=0.017701

Este proceso de interpolacion se puede visualizar graficamente de la siguiente manera:

5.648998 i, =0.0175
:| 0.005726 0.0002 |:
5.645161 j

i 0.0005
0.009563
5.639435 i,=0.0180

Dos almacenes, A y B, venden el mismo modelo de lavadora, al mismo precio de $6 000.

A la vende a $600 mensuales durante 12 meses, y B, mediante un pago de $8 640 dentro de
un ano. Determine cual es el plan mas conveniente comparando las tasas anuales efectivas de las
dos alternativas.
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SOLUCION:
a) Almacén A: C=6000
n=12
i=?
R =600
1-(1+i)™"
6000= 600~ "
1
1-(1+i)™2 6000
A+i"" ~10
i 600
Ensayando valores:
1-(1.05)712
Si i=0.05: 1-Q005)77 8.863251
0.05
1-(1.06)™12
i=0.06: 7100 " _ ¢ 363844
0.06
1—(1.04)712
i=0.04: 700 6385074
0.04
1-(1.03)712
i=0.03: 210" _ g 954004
0.03
1-(1.025)712
i=0.025: 1-(1025) ™ _ 10.257765
0.025
1-(1.029)712
i=0.029: 1-(1L029) " _ 10.013686
0.029
Y)
10.013686 10 9.954004
f f i
0.029 i 0.03
Grafica 4.5
10.013686—10  0.029—i
10.013686—9.954004  0.029—0.030
029—i
02293152 200 ~1
—0.001

—0.000229 = 0.029 — i
i=0.029 + 0.000229
i=0.029229

Esta es la tasa efectiva mensual. La tasa efectiva anual es:
(1.029229)'2 -1 =10.413006 = 41.30%

b) Almacén B: M =8640
C=6000
n=1ano

M=C(1+1i)
8640 =6000(1 + 1)

. 8640
1+i=—-=144
6000

i=144-1=0.44=44%

Por ello, es més conveniente el plan del almacén A.
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EJEMPLO 4.7.3

sA qué tasa nominal convertible semestralmente se acumulan $500 000 en el momento de realizar
el ultimo de 15 depdsitos semestrales de $10 0007

SOLUCION: M =500 000
R=10000

1+ -1

1

500 000=10000

(1+i)° -1 500000

= 50
i 10000
Al ensayar valores de i (altos, ya que es semestral):
15
i=0.15 M=47.580411
0.15
1.16)" —1
i=0.16 ¥=51.659505
0.16
Afinando la aproximacion:
15
i=0.157 AIS7I7=1_ 5 398200
0.157
15
i=0.1560 L1567 -1 _ 49.985044
0.156
15 _
i=0.1561 (L1567 -1 1=50.026197
0.1561
Para interpolar:
49.985044 50 50.026197
% | %
0.1560 i 0.1561
Grafica 4.6
50—49.985044 _i—0.1560

50.026197 —49.985044  0.1561—0.1560
0.014956  i—0.1560
0.041153 0.0001
0.363424(0.0001) =i — 0.1560
i=10.1560 + 0.000036
i=0.156036

Comprobando el resultado anterior:
(1.156036)"° -1
0.156036

Por lo tanto, se requiere una tasa de 0.156036(2) = 0.312072, 31.21% aproximadamente (nominal
anual), para hacer que el monto de 15 pagos semestrales de $10 000 sea $500 000.

=49.99985 o, aproximando, 50.
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’ Ejercicios de las secciones 4.5 a 4.7

Una empresa contrata una deuda de $100 000 con un banco. Si éste carga a este tipo de
préstamos 22% anual convertible mensualmente, ;cuanto tendria que pagar mensualmen-
te la empresa para saldar su deuda dentro de 15 meses?

El sefior Luna adquirié una casa en condominio y acordé pagar, aparte de cierta cantidad
mensual, anualidades de $95 000. Si acaba de realizar el trato hoy mismo, de manera que
debe liquidar la primera anualidad exactamente dentro de un afo, y decide hacer depdsi-
tos trimestrales en un fondo de inversién que paga 1% trimestral, ;de cudnto tendrian que
ser sus depdsitos para poder acumular a fin de ano la cantidad que necesita?

Una persona contrat6 una deuda que le obliga a pagar $150 000 el 1 de enero de cada uno
de varios afios. Como ahora se da cuenta de que le seria mas facil pagar mediante abonos
trimestrales vencidos, ;de cudnto tendrian que ser los pagos en el nuevo plan, si se consi-
dera un interés de 8% convertible trimestralmente?

Hoy es 15 de marzo. Dentro de 3 ailos, el 15 de noviembre, el primogénito del seior Men-
doza cumplira la mayoria de edad y desea regalarle una motocicleta que calcula costara en
ese tiempo (dentro de 3 afos) unos $80 000. Para adquirirla decide ahorrar una cantidad
mensual en un instrumento bancario que rinde 0.35% mensual. Si la tasa de rendimiento
no cambiara en ese tiempo, ;cuanto tendria que ahorrar el padre cada mes para poder
adquirir la motocicleta?

Para saldar un préstamo de $785 000 contratado hoy, el deudor acuerda hacer 5 pagos
semestrales iguales y vencidos y, finalmente, un pago unico de $300 000, 2 afios después de
realizado el altimo pago semestral. ;De cuanto debera ser cada uno de los pagos iguales, si
el interés es de 25% capitalizable semestralmente?

El 12 de abril de este afio, la sefiorita Soto deposita $20 000 en una cuenta bancaria que
paga 0.5% bimestral de interés. Si comienza a hacer depdsitos bimestrales iguales a partir
del 12 de junio y acumula $130 238 inmediatamente después de realizar el deposito del 12
de diciembre del afio siguiente, ;de cuanto fueron sus dep6sitos?

La sefora Jiménez desea vender un comedor que posee y que considera vale $35 000. Hay
dos compradores interesados que le hacen ciertas propuestas:

a) El comprador A ofrece pagarle 12 mensualidades vencidas de $3 100
b) B ofrece pagarle 18 mensualidades vencidas de $2 250

Con intereses a razén de 14.4% anuales convertibles mensualmente. ; Cudl oferta le convie-
ne mas?

sEn cudnto tiempo se acumularan $200 000 mediante depdsitos bimestrales vencidos de
$5 000 si se invierten a una tasa de 7% anual convertible bimestralmente?

Una deuda de $850 contraida hoy se va a liquidar mediante pagos trimestrales iguales y
vencidos de $185. Si el interés es de 3.9% trimestral, calcule el nimero de pagos completos
y el valor del pago final menor que se deben efectuar para saldar el compromiso.

Para pagar una deuda de $525 000 contraida hoy, se deben abonar mensualidades de
$15 000 comenzando dentro de un mes. Si el interés que se cobra es de 27% capitalizable
cada mes, determine el nimero de pagos iguales y el valor del pago final mayor que saldan
la deuda.

El 12 de septiembre la doctora Gudifio adquiere un automoévil usado en $118 000. Acuerda
pagarle al vendedor mensualidades vencidas de $4 148.53. Si se considera un interés de 16%
anual convertible con la misma periodicidad que los pagos, ;cuando terminard de pagar?
Como beneficiario de un plan de jubilacion, el seior Dominguez puede recibir $160 000
de inmediato o $40 000 ahora y el resto en pagos de $6 000 cada 3 meses. Si la compaiiia
paga un interés de 6% anual convertible cada 3 meses:

a) ;Cuantos pagos completos recibira el selor Dominguez?
b) ;Con qué cantidad adicional al dltimo pago completo le liquidaran el total de su
jubilacion?
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¢) ;Con qué pago final realizado 3 meses después del tltimo pago de $6 000 le liquida-
ran el total?

Si un trabajador ahorra $100 mensuales en una cuenta de ahorros que paga 8% anual con-

vertible mensualmente:

a) sEn qué tiempo reunird $1 000?

b) Sidesea reunir esa cantidad en un periodo exacto de meses, ;cudntos depdsitos com-
pletos de $100 debe hacer, y de qué cantidad (mayor de $100) debe ser el ultimo
deposito para que al realizarlo haya reunido la cantidad precisa de $1 000?

El 8 de enero se pagd el ultimo abono mensual vencido de $829.14. Con este abono se li-

quidé totalmente una deuda que ascendia a $7 500. Si la operacion se pact6 a 22.4% anual

de interés convertible mensualmente:

a) ;Cuando se hizo el primer pago mensual?
b) ;A qué plazo se pactd la operacion?

sA qué interés se deben hacer depésitos semestrales de $1 000 para acumular $8 000 en 3
afios?

Una deuda de $5 000, contraida hoy, se pagara mediante 5 abonos mensuales vencidos de
$1 076.23. ;A qué tasa nominal anual se debe pactar la operacion?

Una persona adquiri6, mediante 24 abonos quincenales de $280, un televisor que al conta-
do costaba $5 250:

a) ;Qué tasa nominal anual pag6?
b) ;Qué tasa efectiva quincenal pagd?
¢) Qué tasa efectiva anual pagd?

Un automovil cuesta $238 150. Se vende con 50% de enganche y 6 mensualidades de
$20 971.90. ;Qué interés efectivo mensual se cobra?

En dos almacenes se vende el mismo modelo de cocina integral, con igual precio al conta-
do: $9 995. Las condiciones del crédito son:

o El almacén “La Ganga” la vende mediante 8 mensualidades de $1 395.
o El almacén “La Bagatela” la vende a 12 mensualidades de $995.

a) ;En qué almacén es mds conveniente comprar la cocina?
b) ;Qué diferencia existe entre las tasas mensuales efectivas que se aplican en los dos
casos?
Ana Isabel desea adquirir una computadora, y para tomar la mejor decisién compara las
alternativas que existen en el mercado:

a) La empresa “Rompeprecios” ofrece la computadora “Compacta” a sélo $22 995 u 8
pagos de $3 245.

b) La casa “Club de Precios” ofrece la misma computadora “Compacta” a $23 700 al
contado o mediante 6 pagos de $3 950 sin intereses.

Sila tasa de interés del mercado es de 15%, scudl alternativa es la mejor para Ana Isabel?

Juan Carlos esta planeando sus proximas vacaciones. Encuentra la promocién de un banco
que ofrece viajes todo incluido a destinos de playa mediante un enganche de $998.55 y 48
pagos semanales de $182.

a) ;Cuadl es el valor presente del viaje si el banco le carga un interés de 1.2% semanal?

b) ;Cuanto deberia ahorrar durante 48 semanas en una cuenta que paga 10% de interés
anual convertible semanalmente si deseara pagar el viaje al contado y éste le costara
$5 900?

¢) ;Qué le sugeriria usted a Juan Carlos?
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Aplicaciones

Son muy abundantes las aplicaciones de las anualidades simples, ciertas, vencidas e inmediatas. Tal
como se vio en algunos de los ejemplos de este capitulo, una aplicaciéon harto comun son los planes
de compra de toda clase de bienes a crédito (automoviles, bienes raices, aparatos electrodomeésticos,
etcétera).

Ademas, existen aplicaciones que son muy ttiles en el tema de finanzas corporativas, en especial
las que se utilizan en el tema de evaluacion de proyectos de inversion. Cuando se analiza un proyecto
de inversion, se realizan investigaciones de mercado, estudios técnicos y de riesgo, ademas de estu-
dios econdémicos, en los que se incluyen analisis financieros que tienen relacion con el rendimiento o
utilidad que se espera obtener con el proyecto. Los tres métodos de evaluacion financiera de proyec-
tos de inversién que mas comtinmente aparecen en los textos que tratan este tema' son el del valor
actual neto (VAN), también conocido como valor presente neto (VPN), la tasa interna de retorno o
tasa interna de rendimiento (TIR) y el periodo de recuperacion.

Por lo general, esta evaluacion financiera de proyectos de inversion se hace con base en los flujos
de efectivo asociados al proyecto que se pueden agrupar en cuatro categorias basicas:

« Inversion inicial neta.

o Flujos de efectivo futuros, producto de la operacién del proyecto.

 Flujos de efectivo no operativos como, por ejemplo, los que se requieren para una reparaciéon
importante.

« Valor neto de recuperacion, que es el valor al que se pueden vender, al término del proyecto, los
activos de valor considerable que pudiera haber sido necesario adquirir como parte del proyecto.

A continuacién se explican varios ejemplos de los tres métodos de evaluacion de proyectos de
inversion.

El valor actual neto de un proyecto de inversion es el valor actual de todos los flujos de efectivo rela-
cionados con el proyecto. En otras palabras, es el valor presente de todos sus costos (egresos) y sus
ingresos, desde su principio y hasta su terminacion. Esta situacion se ilustra en el ejemplo siguiente.

EJEMPLO 4.8.1

Suponga que se planea comprar un edificio para remodelarlo y venderlo para obtener una utili-
dad. Su precio es de $4 200 000 y se requeriria invertir $3 000 000 mas para renovarlo, durante los
seis meses siguientes, a razon de $500 000 cada mes. Al cabo de los seis meses se calcula que se le
podria vender en $9 100 000. ;Es ésta una inversion atractiva desde el punto de vista financiero?
Se ilustra en seguida cdmo se contesta esta pregunta utilizando el criterio del valor actual neto.
Para calcular el VAN se utiliza una tasa que se conoce como el costo de capital,’ cuya deter-
minacién puede ser complicada, pero, si se utiliza como costo del capital simplemente la tasa de

! Vea, por ejemplo, Emery, Douglas R., Administracién financiera corporativa, Prentice Hall, México, 2000; Gallagher, Timothy
J., Administracion financiera, Colombia, 2001; o Ross, Stephen A., Westerfield, Randolph W,, y Jafte, Jeftrey E, Finanzas cor-
porativas, Irwin, Espana, 1995; Brealey, Scott y Brigham, Eugene E, Fundamentos de administracion financiera, 12a. ed.,
McGraw-Hill/Interamericana de México, 2001.

*El costo del capital corresponde a la retribucién que reciben los inversionistas por proveer recursos financieros a la empresa,
es decir, el pago que obtienen tanto acreedores (proveedores, bancos, acreedores bursatiles, acreedores diversos), como accio-
nistas. Los acreedores reciben intereses a cambio de proveer fondos a la empresa en forma de deuda; los accionistas reciben
dividendos a cambio del capital que aportan en su empresa.

Ahora bien, para evaluar el costo del capital, es necesario determinar el precio de los recursos financieros aportados, el
cual se mide en términos de tasa. El costo del capital seria entonces la tasa que se paga por los recursos financieros aportados
a la empresa. Sin embargo, hay dos tipos de recursos (deuda y capital propio), cada uno con su tasa. El costo del capital seria
por lo tanto similar al promedio de los costos de la deuda (intereses) y del capital propio (dividendos), es decir, similar al pro-
medio ponderado de ambas tasas.

139
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interés que se tendria que pagar si se obtiene dinero en préstamo de algin banco, se podria fijar
ese costo de capital en, por ejemplo, 18% anual, capitalizable mensualmente. Con esos elementos,
el valor actual neto de este proyecto de inversién se calcula como sigue:

1-(1.015)°°

VAN =—4 200 000—-500 000 +9100 000(1.015)7°

« . J . )

C d Valor actual de Valor actual

osto de desembolsos de venta del

compra .
mensuales inmueble

En la expresion anterior, el primer término del lado derecho es el costo de compra del edi-
ficio, el segundo es el valor actual de los seis desembolsos mensuales para remodelarlo (bajo el
supuesto de que se realizan al final de cada mes) y, finalmente, el tercer término es el valor actual
del efectivo que se obtiene con la venta del inmueble. Observe los signos negativos de los desem-
bolsos y el signo positivo de los ingresos y que todas las cantidades estan dadas a valor presente.

Este valor actual neto es:

1-0.914542
VAN =—-4200000—-500 000 ———— + 9100 000(0.9145422) =
0.015

=—4200000—2848593.5+8322333.95=$1273740.37

Por lo tanto, como el valor presente neto es positivo, el proyecto es atractivo en términos fi-
nancieros. En otras palabras, si en las condiciones de mercado prevalecientes se puede conside-
rar razonable un costo de capital de 18% anual convertible mensualmente, conviene realizar este
proyecto de inversién y, si no hay alteraciones a lo estimado, se podria esperar obtener una uti-
lidad neta de $1 273 740.37, a valor actual. Esto es, si el inversionista pidiera prestado todo el di-
nero que requiere para adquirir y remodelar el inmueble, al venderlo podria liquidar el capital
que obtuvo en préstamo y los intereses correspondientes, pero ademas le quedaria dicha ganan-
cia a valor actual.

Es necesario resaltar que el criterio para decidir si se emprende o no el proyecto debe basarse
en el cardcter del VAN, es decir, si es positivo o negativo.

El criterio para decidir si se lleva a cabo o no un proyecto, de acuerdo con el valor actual
neto es el siguiente:

Positivo Llevar a cabo el proyecto

Negativo No llevar a cabo el proyecto

La TIR es la tasa a la cual el valor actual de los ingresos del proyecto es igual al valor actual de los egre-
sos. El criterio para tomar decisiones con base en este método es emprender el proyecto cuando la
TIR sea superior al costo de capital, que es, expresado en forma sencilla, un promedio ponderado de
los costos de todos los fondos con los que opera una organizacion, principalmente capital y deuda.

EJEMPLO 4.8.2

Con el mismo ejemplo anterior, el planteamiento seria como sigue:
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1-(1+TIR)™®
4200000+ 500 000¥ =9100000(1+ TIR)76
TIR
Costo Valor actual de Valor actual
de + desembolsos = de venta del
compra mensuales inmueble
Egresos Ingresos

Del lado izquierdo se encuentran los egresos y del lado derecho los ingresos. Por su parte, la
TIR se encuentra cuando se resuelve esta ecuacion, empezando por simplificarla hasta donde sea
posible:
1-(1+TIR) ™

TIR

91(1+TIR)™® -5 42

Se puede resolver esta ecuacién mediante ensayo y error, con una calculadora mediante in-
terpolacion, como se ilustr6 en la seccion 4.7, para encontrar su valor de 0.05172837, que es la
tasa interna de rendimiento mensual, ya que los flujos de efectivo estan planteados en meses.
La TIR anual seria:

TIR=1.051728" -1 =0.831, u 83.16%

Como esta tasa es (considerablemente) superior al costo de capital, entonces, de acuerdo con
el criterio de la TIR, el proyecto se debe llevar a cabo.

Sin embargo, debido a que el método manual de ensayo y error (con calculadora) es muy la-
borioso, se reserva la resolucién para la seccion siguiente, en donde se ilustra el procedimiento
para resolverlo mediante la funcién de Excel que se denomina, precisamente, TIR, que lo simpli-
fica de manera considerable.

En este punto, vale la pena hacer notar que estos dos primeros métodos que se ejemplifica-
ron pueden ser equivalentes en algunos casos, como cuando se trata de proyectos independientes,
en los que la seleccién de un proyecto no depende de la seleccién de otros proyectos y son tam-
bién equivalentes en casos de proyectos convencionales en los que existen desembolsos iniciales
en efectivo y una serie de flujos futuros (de ingresos y egresos), también en efectivo, como en el
ejemplo que se presento antes.

Sin embargo, cuando los proyectos que se evaluan no son independientes, sino que
uno depende del otro, estos dos criterios de evaluacidon no son equivalentes. Tampoco se les
puede aplicar indistintamente a casos en los que se evalian proyectos de distinto tama-
flo o proyectos cuyos flujos de efectivo son considerablemente diferentes, por ejemplo,
cuando uno de ellos ofrece flujos de ingresos s6lo hacia el final del proyecto y el otro los
promete durante toda la vida del plan, porque en estos casos intervienen también cuestiones rela-
cionadas con las necesidades de flujo de caja de la empresa, entre otras.

Los detalles de estas consideraciones escapan del alcance de este texto por lo que, para ahon-
dar en ellos, se sugiere consultar algunas de las obras mencionadas en la nota de pie de la pagina
139 o en algun otro relacionado con el tema.

El periodo de recuperacion de la inversién puede ser simple o ajustado. El primero se calcula sim-
plemente sumando todos los flujos de efectivo esperados (sin tomar en cuenta el tiempo en el que
se realizan o, en otras palabras, sin considerar las diferencias de valor en diferentes tiempos), pro-
gresivamente, hasta que la suma iguale al desembolso inicial. La diferencia entre este momento y el
momento en el que se inicia el proyecto es lo que se conoce como periodo de recuperacion de la inversion.
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Este método puede ser de utilidad como informacién adicional para evaluar algunos proyec-
tos especificos pero, como no toma en cuenta el valor del dinero en el tiempo, carece de interés en
este texto de matematicas financieras, por lo que se deja su andlisis hasta aqui.

Por su parte, el periodo de recuperacion de la inversion ajustado sitoma en cuenta el valor del di-
nero en el tiempo. Para determinarlo, se calcula el valor actual de cada uno de los flujos de ingre-
sos esperados en el futuro y se suman progresivamente hasta que la suma iguale el desembolso
inicial. Dado que toma en cuenta la pérdida del valor que sufre el dinero por el transcurso del
tiempo, proporciona una medida mas acertada del riesgo involucrado en un proyecto de inver-
sion. Se ilustra su aplicacion en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 4.8.3

De regreso al proyecto de inversion en un edificio por el cual se pagan $4 200 000, se invierten
$500 000 al final de cada uno de seis meses para, finalmente, venderlo en $9100 000, también seis
meses después, el periodo de recuperacion es, claramente, seis meses, que es cuando se supone
que se realiza la venta y, con ella, se recibe el pago.

Por otro lado, vale la pena hacer hincapié en que, en ocasiones, los flujos de efectivo pueden
no estar conformados por cantidades que constituyan anualidades, como en los $500 000 men-
suales, durante 6 meses, que se manejaron en los dos ejemplos anteriores. Por ello, se ilustra otro
caso comun en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 4.8.4

Este ejemplo estd adaptado de un texto sobre proyectos de inversion.? Se evaltia un proyecto que
implica una inversion inicial total de $360 millones de pesos, suma que incluye, entre otros con-
ceptos, terreno, construccion, equipo, maquinaria y mobiliario. Se han estimado flujos anuales
de ingresos de $160, $143, $170, $162, $154 y $147 millones de pesos, los cuales se determinaron
restandole a los ingresos por ventas los costos de produccidn, los gastos fijos y los impuestos, y a
los que, por otro lado, se les sumaron las depreciaciones. Es necesario determinar la decisién que
se debe tomar mediante los tres métodos de evaluacién de proyectos de inversién que se han ex-
puesto y utilizando 20% anual de costo de capital.

SOLUCION:

I. De acuerdo con el método del periodo de recuperacion

Como se invirtieron inicialmente $360 millones en el proyecto, es necesario determinar cudndo
se recupera esta cantidad, a su valor actual, es decir, a la misma fecha (periodo) en la que se hizo
el desembolso. Para hacer esta operacion paso por paso, al final del primer afio se tendria un in-
greso de $160 (millones; en lo sucesivo, se ahorra la mencién de los millones para abreviar la ex-
posicion), los cuales, a valor actual, serian:

VA1 =160(1.2)" = $133.33

Con esa cantidad, evidentemente, no se cubre el desembolso inicial. Ahora, al final del se-
gundo afio se obtiene un ingreso de $143 que, a valor actual, son:

VA2 =143(1.2)2=$99.31

con lo que se tiene un acumulado de valor actual de ingresos de $133.33 + 99.31 = $232.64, mon-
to aun inferior a la cantidad que inicialmente se invirti6 en el proyecto. A continuacién, con los
ingresos del tercer afio, se tiene un nuevo valor actual de:

VA3 =170(1.2) = $98.38

*Baca Urbina, Gabriel, Evaluacién de proyectos, 3a. ed., McGraw-Hill, México, 1995, p. 198.
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Ahora se tiene un total de ingresos del proyecto a valor actual de 133.33 + 99.31 + 98.38
= $331.02, el cual tampoco es suficiente para recuperar la inversion inicial. Sin embargo, se ob-
serva que ya es una cantidad cercana a la inversion realizada para arrancar el proyecto (360)
y se sabe que, si se suma el valor actual de los ingresos del cuarto aflo, VA4 = 162(1.2)* = $78.13,
se logrard un total de $331.02 + $78.13 = $409.15, que ahora si superara la inversion inicial, lo que
indica que el periodo de recuperacion estd entre 3 y 4 afios.

Para aproximar en forma sencilla el periodo de recuperacion de esta inversion, se puede ha-
cer una interpolacion simple, de la siguiente manera:

360-331.02 _ x-3 _
409.15-331.02 4-3

28.98 =3+0.37=3.37
3

x—3

x=3+

Este resultado significa que la inversion inicial de $360 millones se recuperaria en aproxima-
damente 3.37 afios, o sea, también aproximadamente, en 3 afios, 4 meses y 13 dias, informacion
que también seria util para evaluar la conveniencia o inconveniencia de emprender el proyecto.
Por otro lado, también es necesario mencionar que existen situaciones reales mds complicadas
que la planteada en este ejercicio y que requieren de aproximaciones mas detalladas del periodo
de recuperacion de la inversion, pero el procedimiento basico se ilustra claramente en los calcu-
los anteriores.

II. De acuerdo con el método del valor actual neto
El valor actual neto se encuentra mediante la siguiente ecuacion:

VAN =-360 + 160(1.2)™" + 143(1.2)2+ 170(1.2) + 162(1.2)* + 154(1.2)~ + 147(1.2)"°
VAN =-360 + 133.333 4+ 99.305 + 98.38 + 78.125 + 61.889 + 49.23 = $160.259

Por lo tanto, como el valor actual neto es positivo, este criterio de evaluacion indica que se
debe emprender el proyecto.

III. De acuerdo con el método de la tasa interna de rendimiento
Ahora, si se utiliza la TIR, para encontrarla es necesario resolver la siguiente ecuacién:

360 =160(1 + TIR)™' + 143(1 + TIR) + 170(1 + TIR)> + 162(1 + TIR) ™ +
154(1 + TIR)™ + 147(1 + TIR)™

Resolver esta ecuaciéon manualmente implicaria hacer ensayos con distintas tasas hasta en-
contrar la que la resuelve y que es TIR = 36.89%. Sin embargo, tal como se ilustra en la seccién
siguiente es mucho mas facil hacerlo con la funcién TIR de Excel.

Ademis, como esta TIR de 36.89 es superior al costo de capital, que es de 20%, se debe con-
cluir que es conveniente emprender el proyecto.

Uso de Excel

En esta seccion se resuelven algunos ejercicios utilizando funciones de Excel especialmente dise—
fadas para aplicarse a anualidades, en combinacién con las capacidades normales de céalculo de esta
hoja de trabajo. Las funciones que se aplican a las anualidades son:

«  Monto o valor futuro (VF).

o Capital o valor actual (VA).

e Renta (PAGO).

o  Plazo (NPER).

o  Tasa de interés (TASA).

o Valor actual neto (VNA).

o  Tasainterna de rendimiento (TIR).

En las subsecciones siguientes se explican aplicaciones de cada una de ellas.
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La férmula de Excel para calcular el monto, o valor futuro (VF) es:
VEF(tasa;nper;pago;va;tipo),
en donde:

Tasa: es la tasa de interés por periodo.

Nper: es el numero total de periodos de pago.

Pago: es el pago que se efectiia cada periodo.

Va: es el capital o valor actual total de una serie de pagos futuros.

Tasa, Nper y Pago son los tres valores que se requieren para calcular el monto de la anualidad;
sin embargo, Excel permite la posibilidad determinarla conociendo el valor actual (Va); por ello, si se
anota el valor del pago, no se requiere Vay, a la inversa, si se incluye el valor actual se debe omitir el
pago. Esta cuestion se ilustra mas adelante.

Tipo: se puede anotar (es un valor optativo, no obligatorio) un nimero 0 o 1 que indica cuando
vencen los pagos. Si se anota 0 se calcula el monto de una anualidad vencida (que es el caso que se
estudia en esta seccidon); como es un parametro optativo, si se omite, el monto se calcula para una
anualidad vencida. Si se anota un 1, entonces se calcula como una anualidad anticipada (este caso se
estudia en el capitulo 5).

En el ejemplo 4.3.1 se considera una anualidad de $100 000, durante seis meses y con una tasa
de 0.05% mensual. Entonces, si se introduce

=VF(0.005,6,~100000)

en alguna celda de una hoja de trabajo de Excel, se obtiene como resultado $607 550.19, que es igual
alos $607 550.19 que se obtuvieron en el texto.

Es importante observar que en la férmula anterior se anotaron “~100 000”, una cantidad negati-
va, porque Excel considera salidas de capital (cantidades negativas) a los pagos. Aunque esta cuestion
no parece tener mucho sentido en estos ejemplos, es un procedimiento estandar en Excel y se aprecia
mejor su utilidad en las funciones como la de la Tasa interna de rendimiento (TIR) en la cual se con-
sideran flujos de efectivo tanto de entrada (+) como de salida (—). Se ven ejemplos de esta funcién de
Excel en la seccién 4.9.6 de “Aplicaciones”

Ahora, sabemos que el valor actual, o capital, de un monto de $607 550.19, seis meses antes, con
un interés de 0.5% mensual es de:

C = 607550.19(1.005) = 607550.19(0.970518) = $589638.44

Y, entonces, si se introduce la férmula siguiente de Excel,
=VF(0.005,6,,-589638.44).

Se obtiene $607 550.15, que es el monto correspondiente. Observe que, en la férmula anterior
de Excel, hay una doble coma después del niimero 6, lo cual indica que se omiti6 el valor de la renta
mensual y que el valor actual se considera como una salida de capital y, por ello, se le anota con signo
negativo.

Es importante observar que esta forma de utilizar la férmula del valor futuro o monto de Excel
equivale a aplicar la férmula del monto a interés compuesto de una cantidad (férmula (3.3) del ca-
pitulo 3), o

M=C(1 +i)" =589 638.44(1.005)° = $607 550.19

En el ejemplo 4.3.2 se busca el monto de $20 000 semestrales, depositados durante 4 afos y
medio a 12% capitalizable semestralmente. En Excel:

=VF(0.06,9,-20000) produce el valor de $229 826.32, que es el mismo que se obtuvo en el texto.

En el ejemplo 4.3.3 se tiene R = 100, n = 216, i = 0.0075 en los primeros 6 afios (72 meses) e
i=0.02 en los ultimos 12 afos (144 meses). El planteamiento completo en Excel es el siguiente:

=(VF(0.0075,72,-100)*(1.01/7144))+VF(0.01,144,-100)

que arroja $71 719.95 que es igual al resultado que se obtuvo en el texto.
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En la férmula anterior, la primera parte, VF(0.0075,72,—100), es el monto de los primeros 72 de-
positos (erogaciones) de $100 a una tasa de 0.75% que, multiplicado por (1.01/144), da el monto de
estos primeros depdsitos al final del periodo. Si a esto se le suma el monto de los tltimos 144 meses
de depdsitos, VF(0.01,144,-100), se tiene el resultado deseado.

La férmula para calcular el valor actual con Excel es:
VA(tasa;nper;pago;vfitipo)
en donde

Tasa: tasa de interés por periodo.

Nper: nimero total de periodos de pago.

Pago: pago que se efectua cada periodo.

Vf: es el monto o valor futuro total de una serie de pagos futuros.

Tasa, Nper y Pago son los tres valores que se requieren para calcular el valor actual de la anuali-
dad; sin embargo, Excel permite la posibilidad de calcular el valor actual de la anualidad conociendo
el monto (Vf); por ello, si se anota el valor del pago, no se requiere Vfy, a la inversa, si se incluye el
monto se debe omitir el pago. Ya se ilustro esta cuestion para el cdlculo del monto y se ilustra para
el caso del valor actual mas adelante.

Tipo: Aligual que para el calculo del monto o valor futuro, se puede anotar (es un valor optativo,
no obligatorio) un numero 0 o 1 que indica cuando vencen los pagos. Si se anota 0 se calcula el mon-
to de una anualidad vencida (que es el caso que se estudia en esta seccién); como es un parametro
optativo, si se omite, el monto se calcula para una anualidad vencida. Si se anota un 1, entonces se
calcula como una anualidad anticipada (este caso se estudia en el capitulo 5).

En el ejemplo 4.4.1 se tienen siete rentas trimestrales de $4 500, con una tasa de 9% trimestral y
se busca el valor actual o capital. Entonces, en Excel:

=VA(0.09,7,— 4500)

que produce el resultado de $22 648.29, practicamente igual al que se obtuvo antes.
Ahora, de lo que ya se estudié sobre interés compuesto, se sabe que el valor futuro de estos
$22 648.29, siete trimestres después, a una tasa de 9% trimestral, es:

M =22648.29(1.09)” = 22 648.29(1.828039) = 41 401.96

Ademas, conociendo este valor, se puede obtener el valor actual con Excel mediante la siguiente
férmula:

=VA(0.09,7, — 41401.96)

Y, al igual que sucedi6 con la férmula del monto o valor futuro, esta forma de utilizar la férmula
del valor actual (capital) de Excel equivale a aplicar la férmula del valor actual de una cantidad que
se vio en el capitulo 3 (férmula (3.6)), o

C=M(1+i)"=41401.96(1.09)" =22648.29

En el ejemplo 4.4.2 se busca el valor actual de una renta de $1 000 al final de cada 3 meses du-
rante 5 afios a una tasa de 16% anual convertible trimestralmente. En Excel:

=VA(0.04,20,~1000)

que produce el resultado que ya se encontré de $13 590.33.
En el ejemplo 4.4.3 se encuentra con Excel el valor del inciso b) ($130 000 de enganche y 12
mensualidades de $12 000 a 1.5% mensual) con la siguiente funcién:

=130000+VA(0.015,12,-12000)

que produce $260 890.06, cantidad que, comparada con los $260 000 del precio al contado conduce
a la conclusién de que es mejor comprar al contado.
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En el ejemplo 4.4.4 se busca el precio que se pagé por un aparato por el que se abonaron $1 400
de enganche, 7 pagos mensuales vencidos de $160 y un pago final al octavo mes de $230, con tasa de
27% anual capitalizable mensualmente. Con Excel:

=1400+VA(0.27/12,7,-160)+(230*((1+0.27/12)7(-8)))

que produce el mismo resultado que aparece en el texto, $2 618.14.

Se ilustra, en este caso, que es posible plantear las funciones de Excel con alguna operacion, lo
cual ahorra la necesidad de hacerla antes de plantear la funcién. Ademas, la tasa es de 27% anual
capitalizable mensualmente, y se pudo haber realizado la division de 0.27/12 = 0.0225 para obtener
la tasa mensual y anotar este valor en la funcién de Excel. Sin embargo, también se puede anotar la
tasa como se hizo aqui, simplemente planteando la operacién: “0.27/12” con lo que Excel trabaja con
el resultado.

En el ejemplo 4.4.5 se busca el valor actual de un refrigerador por el que se pagaron 52 abonos
semanales “chiquititos” vencidos de $240 con interés de 15% anual convertible semanalmente. Con
Excel:

=VA(0.15/52,52,-240)

que produce el resultado de $11 573.63, que es practicamente igual a los $11 573.52 que se encontra-
ron en el texto (la pequeiia diferencia se debe a los redondeos).

El ejemplo 4.4.6 trata sobre el mismo refrigerador del ejemplo anterior, pero se paga un primer
abono inmediatamente (que corresponderia a un enganche) y 51 pagos semanales de $240, con tasa
de 15% convertible semanalmente. El valor actual de este aparato es, con Excel:

=240+VA(0.15/52,51,-240)

Esta férmula que produce el valor de $11 607.02, que es practicamente igual al que se determiné
en el texto.

Para calcular la renta o pago peridédico de una anualidad se utiliza la siguiente funcién de Excel:
PAGO(tasa;nper;va;vfitipo)

En esta funcién, al igual que con las anteriores, “vf”, el valor futuro y “tipo” son parametros
optativos. Ademas, también igual que antes, si se anota el valor futuro en la funcién, se debe omitir
el valor actual y, si se omite el tipo, Excel hace los clculos para determinar una anualidad vencida.

En el ejemplo 4.5.1 se desea calcular la renta que se debe pagar para comprar una computadora
que cuesta $19 750 a pagar en 4 mensualidades con una tasa de 1.8% mensual:

=PAGO(0.018,4,-19750),

que arroja el resultado que se busca, $5 161.67.

En el ejemplo 4.5.2 se quiere saber cuanto debe invertir una persona al final de cada mes, duran-
te 7 afios, para acumular $100 000, a una tasa de 13.5% anual convertible mensualmente. La siguiente
funcién de Excel arroja el resultado que se busca, $721.49:

=PAGO(0.135/12,7*12,,~100000)

Observe de nuevo en esta funcion que el valor de $100 000 aparece con signo negativo, con lo
que el resultado de $721.49 aparece como positivo; si se cambia el signo a los $100 000, el pago re-
sultante aparece con signo negativo. Por otra parte, las operaciones tanto de la tasa como del numero
de periodos estan planteados en términos de las operaciones, “0.135/12” y “7*12”, lo cual evita la
necesidad de hacer operaciones antes de introducir los datos a la férmula. Ademas, hay una doble
coma después del 12, lo cual indica, a la vez, que se omite el valor actual y que la cantidad que sigue,
los $100 000, son un monto o valor futuro.

En el ejemplo 4.5.3 se trata de determinar la renta mensual, con intereses de 25% anual conver-
tible mensualmente, que sustituya una renta anual de $3 000. Con Excel:

=PAGO(0.25/12,12,,3000) se obtiene el pago de $222.63, con signo negativo.
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La funcién de Excel que calcula el nimero de pagos de una anualidad es:
NPER(tasa; pago; va; vf; tipo)

Y, al igual que con la funcién anterior, el monto o valor futuro, “vf”, y el tipo de anualidad son
parametros optativos.

En el ejemplo 4.6.1 se quiere determinar el nimero de pagos de $607.96 que se deben hacer
para pagar una lavadora que cuesta $8 500, dando un enganche de $2 550 con interés de 24% anual
capitalizable mensualmente. La férmula de Excel:

=NPER(0.24/12,-607.96,8500—2550)

produce el resultado de n = 11 que se busca. Dos detalles importantes respecto a esta funcién: en
primer lugar, evita hacer las laboriosas manipulaciones con logaritmos, como se ilustro en el texto y,
por otro lado, algo que se debe tener presente es que, precisamente por la logica de las operaciones,
aqui es necesario poner los pagos con signo negativo porque, si no se hace asi, se obtienen resultados
erréneos.

En el ejemplo 4.6.2 se busca determinar cudntos pagos bimestrales vencidos de $1 550 se deben
hacer para saldar una deuda de $8 000 pagadera hoy (valor actual) con interés de 2.75% bimestral.
La férmula:

=NPER(0.0275,-1550,8000)

produce el resultado de 5.642592, igual al que se encontrd en el texto, 5.642592.

En el ejemplo 4.6.5, en el que se pregunta dentro de cuanto tiempo habra acumulado $300 000
una persona que hace depdsitos trimestrales vencidos de $5 000 a una tasa de 12% convertible tri-
mestralmente. En este caso:

=NPER(0.12/4,-5000,,300000)
produce el resultado de 34.83 trimestres que se busca.

La funcion de Excel que calcula la tasa de interés de una anualidad es:
TASA (nper;pago;va;viitiposestimar)

En ella vuelven a aparecer los parametros que ya se han utilizado, “nper”, nimero de periodos,
“pago’, la renta periddica, “va’, el valor actual, todos ellos valores necesarios para los calculos. Y como
valores optativos, “vf”, el valor futuro o monto, “tipo’, el tipo de anualidad que, como se vio antes, si
se omiten, se hacen los calculos para anualidades vencidas y, si se anota un “1”, se hacen los célculos
para anualidades anticipadas.

Finalmente, aparece un nuevo parametro optativo (“estimar”) que es el valor que Excel utiliza
para arrancar como estimacion inicial de la tasa. Como es un parametro optativo, se puede omitir y,
si no se le incluye, Excel empieza con 10% como estimacion inicial. En general, lo mas ficil es, por
supuesto, no utilizar este parametro.

En el ejemplo 4.7.1 se intenta determinar la tasa de interés involucrada en el pago de un valor
actual de $350 000 mediante 6 abonos mensuales de $62 000. Con Excel:

=TASA(6,-62000,350000)

produce el resultado que se busca, 0.017700, igual al 0.017701 que se encontrd en el texto.

Lo primero que resalta aqui es la enorme utilidad de esta funcion, dados los laboriosos calculos
que es necesario realizar si se hacen las operaciones en forma manual, con una calculadora (la reso-
lucién de este ejercicio requirié dos paginas y media en el texto).

En el ejemplo 4.7.2, el almacén A vende la lavadora que tiene precio de $6 000 mediante 12 pa-
gos mensuales de $600. La tasa que se busca, que es de 0.02922931, de acuerdo a lo que se encontré
mediante el proceso de ensayo y error, mas interpolacion, del texto, se encuentra facilmente con
Excel, usando la férmula:

=TASA(12,-600,6000)

147
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la cual produce el resultado de 0.029229 que es, de nuevo, practicamente igual a la que se encontré
en el texto. Para encontrar la tasa efectiva anual correspondiente a esta tasa mensual, se utiliza la
siguiente operacion en Excel:

= 1.029229/12-1, que da como resultado 0.413007, o0 41.3% anual.

Por otra parte, para encontrar la tasa efectiva anual que se carga en el almacén B, con un pago
final de $8 840, en Excel:

=(8640/6000—1)*100 produce la tasa de 44%, con lo que se llega a la conclusién
de que conviene comprar en el almacén A.

Para encontrar la tasa nominal convertible semestralmente a la cual se acumulan $500 000 en el
momento de realizar el 150. dep6sito de $10 000 que plantea el ejemplo 4.7.3:

=2*TASA(15,~10000,,500000)

operacion que da como resultado 0.312072, que es el mismo valor que se encontr6 en el texto.

En el ejemplo de los métodos de evaluacion de proyectos de inversion se analiz6 la compra de un
edificio en $4 200 000, seis erogaciones mensuales de $500 000 para remozar el edificio y un ingreso
de $9 100 000 por la venta del inmueble al cabo de seis meses.

Excel tiene dos funciones especificas para calcular los dos criterios financieros de evaluacién
de proyectos —el valor actual neto y la tasa interna de rendimiento—, que se explican en seguida.

La funcién que calcula este valor en Excel tiene la siguiente sintaxis:
VNA(tasa;valorl;valor2; ...)

Es facil observar que los parametros que requiere son, en primer lugar, la tasa, a la que en fi-
nanzas se denomina formalmente “costo de capital” y las cantidades de ingresos y egresos, con signo
positivo y negativo, respectivamente, en el orden exacto en el que se presentan. Para el ejemplo 4.8.1
del proyecto del edificio, la funcién seria:

=—42+VNA(0.18/12,-5,-5,-5,-5,-5,86)

Observe que se le quitaron cinco ceros (se les dividié entre 100 000) a todas las cantidades para
simplificar los datos.

Ahora, con respecto a la féormula anterior, en primer lugar, es necesario tener presente que,
como los calculos que hace Excel comienzan al final del primer periodo, cuando haya un movimien-
to de capital al principio de él (como los $4 200 000 que se pagan por el edificio), esa cantidad se
debe plantear fuera del VNA, porque ya esta dada a su valor actual. Ademas, en este caso se deben
restar 42 porque fue una erogacion. La tasa por periodo mensual es 0.18/15 = 0.015; se plantean s6lo
cinco erogaciones de 5(00,000) porque al final del sexto mes se gastaron otros 5(00,000) pero, ala vez
se recibieron 91(00,000) por la venta del edificio, con lo que se tuvo un ingreso neto de 86(00,000).

La férmula anterior produce el resultado de $12.73740369 que, multiplicado por 100 000 para
volverlo a las unidades originales, da el valor de $1 273 740.37, que es exactamente el mismo valor
que se obtuvo con el procedimiento de calculadora de la seccién anterior aunque, por otro lado, se
puede observar que esta funcién de Excel facilita considerablemente las operaciones.

Ahora, para resolver el ejemplo 4.8.4, sobre un proyecto de inversiéon con flujos de efectivo des-
iguales, se utiliza la siguiente forma de la funcién VNA:

=VNA(0.2,160,143,170,162,154,147)—-360

la cual produce el valor de $160.26, que difiere ligeramente del valor que se encontré en la seccién
anterior, por diferencias en el redondeo. Y, al igual que antes, como el valor actual neto es positivo,
este criterio de evaluacién indica que se debe emprender el proyecto.



4.9 Uso de Excel

Como se vio en la secciéon anterior, la tasa interna de rendimiento (TIR) es la que iguala, en un punto
del tiempo, el total de los egresos al total de los ingresos. Con los datos del ejemplo anterior, que se
ilustré como ejemplo 4.8.2, la siguiente ecuacion plantea las circunstancias:

1-(1+TIR)™®

4200 000+500 000 =9100000(1+TIR)™®

Si se simplifica, se tiene:
1-(1+TIR)®
TIR

91(1+TIR)™® -5 42

La funcién de Excel que permite resolver planteamientos de este tipo es, precisamente, la que se
llama TIR y que tiene la siguiente sintaxis:

TIR(valores;estimar)

El parametro “valores” se debe especificar como un rango de celdas de una hoja de Excel, en
donde se listen, de arriba hacia abajo, en el orden en el que se presentan, los egresos y los ingresos
del proyecto, mientras que el parametro “estimar” se usa para dar un valor inicial a Excel para que
realice los ensayos aproximativos para encontrar la tasa que se busca. Por lo general, no es necesario
utilizar este parametro, con lo que Excel arranca con una estimacién inicial de la tasa de 10%. Sin
embargo, si Excel no encuentra la tasa, partiendo de esta estimacion inicial y después de 20 ensayos,
aparece en la celda correspondiente el mensaje “#NUM!”, el cual indica que no se encontro la tasa.
En estos casos es necesario dar un valor al parametro “estimar” mas cercano al verdadero valor de la
TIR, para que Excel lo pueda determinar en menos de esos 20 ensayos.

Para encontrar la TIR en el ejemplo del edificio, se podrian introducir los flujos de egresos
e ingresos de la siguiente manera:

Y se anotaria la siguiente funcién en cualquier otra celda:
=TIR(A1:A7)

Esta forma especifica de la funcién muestra que esos flujos estarfan colocados en las celdas Al
hasta A7. Esta funcién arroja como resultado 0.051728, que seria, como se vio en el texto, la TIR
mensual. Por su parte, la TIR anual seria:

TIR =1.051728"—-1=0.8317,u 83.17%

que, como es considerablemente superior al costo de capital, indica que si se debe emprender el
proyecto.

Ahora, para encontrar la TIR del proyecto de inversién planteado en la seccién anterior como
ejemplo 4.8.3, se colocan las correspondientes cantidades en 7 celdas, como de la Al a la A7, como
sigue:

-360
160
143
170
162
154
147

149
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Y con la funcién

=TIR(A1:A7)

se obtiene el resultado de 36.89 que, como es superior al costo de capital de 20%, sefiala que es con-

veniente emprender el proyecto.

En este capitulo se introdujo el concepto de anualidades: un
conjunto de pagos iguales realizados a intervalos iguales.

Se menciond que resulta conveniente identificar los di-
ferentes tipos de ellas, clasificindolas de acuerdo con cuatro
criterios:

« Tiempo: anualidades ciertas y anualidades contingentes.
« Intereses: simples y generales.

« Pagos: anualidades vencidas y anticipadas.

Iniciacién: inmediatas y diferidas.

Comprobacion del capitulo

Si ha leido el capitulo completo, el lector debe:

o Identificar y explicar las diversas caracteristicas que defi-
nen a los distintos tipos de anualidades.

o Identificar y plantear situaciones que pueden represen-
tarse mediante una anualidad simple, cierta, vencida e
inmediata.

O Términos y conceptos importantes

 Anualidad o diferidas
o Anualidades: o generales
o anticipadas o inmediatas
o ciertas o simples
o contingentes o vencidas

\ Férmulas importantes

:R(1+i?"—1

1

M

La combinacién de estas caracteristicas da lugar a los di-
versos tipos de anualidades. Se explicaron las anualidades
simples, ciertas, vencidas e inmediatas. Se derivaron las fér-
mulas para calcular su monto y su valor actual o capital, y se
ilustraron diversos casos en los que fue necesario calcular
esos dos conceptos, asi como también el plazo, la renta y la
tasa de interés.

« Plantear y resolver ejemplos de este tipo de anualidades.

« Resolver ejercicios y aplicaciones de anualidades simples,
ciertas, vencidas e inmediatas, utilizando la hoja de calcu-
lo de Microsoft® Excel®.

« Monto o Tasa de interés de una
« Valor actual anualidad simple:
« Renta o cierta
« Plazo o vencida
o inmediata

1-(1+4)™
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10.

1.

12.

13.

14.

15.

. ;Qué es una anualidad simple, contingente, vencida y

diferida?
;Qué es una anualidad general, cierta, anticipada e in-
mediata?
;Cudl es el tipo mas comun de anualidad?
Explique qué clase de anualidad representan los plan-
teamientos 4 a 8.
Una pension vitalicia otorgada por un seguro de invali-
dez total, y que asigna cierta cantidad mensual.
Un depésito quincenal en una cuenta de ahorros que
paga 5% capitalizable mensualmente.
Una persona subarrienda un negocio. El subarrendata-
rio acuerda pagarle cierta cantidad diaria con 3% men-
sual capitalizable diariamente. ;Qué renta equivale a
$30 000.00 mensuales?
La adquisiciéon de un departamento en condominio
cuyo enganche se paga mediante 6 pagos bimestrales de
$102 500. La entrega del inmueble tiene lugar al reali-
zarse el sexto pago bimestral.
La compra a crédito de un automoévil. El interés que se
carga es 2% mensual global, y los pagos se hacen cada
mes.

Las preguntas restantes se refieren a anualidades sim-
ples, ciertas, vencidas e inmediatas.
;Cudl es el monto de 18 depdsitos mensuales de $5 000
en una cuenta de inversién que paga 0.3% mensual?
;Cual es el valor actual de 18 pagos mensuales de $5 000
si se consideran intereses de 0.3% mensual?
;Qué relacion existe entre las preguntas 9 y 10?2 Exprése-
la en forma de ecuacién.
La profesora Vélez ha retirado de su cuenta de inversio-
nes 40 mensualidades de $3 275. Si la cuenta de inver-
siones rinde 4% convertible mensualmente, ;cuanto te-
nia en su cuenta de inversiones un mes antes de realizar
el primer retiro?

(Desde que empez6 a hacer los retiros no hizo nin-
gun deposito).
El dia 1 se depositaron $7 000 en una inversién que paga
7% convertible mensualmente. Ademas:

a) Se depositaron, comenzando un mes después, $1 000
mensuales durante 1 ailo.
b) Al final del mes 19 se depositaron $12 000.

;Cudl es el monto de todas estas inversiones al final del
mes 24?

Si se calculan intereses a razén de 12% anual convertible
cada 2 meses, ;qué pago unico realizado dentro de 30
meses es equivalente a 15 pagos bimestrales de $8 5007

Si se desea obtener un rendimiento de 40% capitalizable
mensualmente sobre una inversion riesgosa, scudl es la
cantidad méaxima que deberia invertirse en una opera-

20.

21.

22.

23.

24.

cién que se espera pague $10 000 mensuales al final de
cada uno de los 8 meses siguientes?

. En una cuenta que rinde 0.25% mensual, se hicieron los

siguientes depositos:
a) Cinco de $1 750 cada fin de mes, el primero al
cabo de un mes.

b) Ocho de $1 450 cada fin de mes, el primero de és-
tos al cabo de 4 meses.

;Cual es la cantidad que se ha acumulado en la cuenta al
final del decimosegundo mes?

. ;Qué renta pagada durante cada uno de 12 bimestres es

equivalente a un valor actual de $100 000, si se conside-
ran intereses a una tasa de 0.4% bimestral?

. ;Qué renta pagada al final de cada uno de 9 meses per-

mite acumular $10 000 al cabo del décimo mes, si se con-
sideran intereses a razén de 7% convertible cada mes?

. Si se vende un terreno en $228 000 al contado, o me-

diante 12 pagos semestrales iguales con 20% anual con-
vertible semestralmente, ;de cudnto serian los pagos en
el plan a crédito?

Si se calcula que el enganche de un inmueble del tipo del
que le gustaria adquirir al seflor Lopez sera de $170 000
dentro de un afo, ;qué cantidad deberia depositar cada
mes en una inversion que rinde 3% convertible men-
sualmente?

El 12 de abril la seforita Pérez obtiene un préstamo de
$30 000 que acuerda reembolsar mediante pagos iguales,
cada mes. Comienza los pagos el 12 del mayo y hace el dl-
timo el 12 de diciembre del afo siguiente. Si se le cobran
intereses de 1.8% mensual, ;cuanto debe pagar cada mes?
Se deben pagar $78 500 el 23 de agosto del afio proxi-
mo. Si hoy es 23 de febrero, scual debe ser el importe de
los depositos bimestrales a una cuenta de inversion que
rinde 1% bimestral para tener el 23 de agosto del afio
siguiente, en el momento de realizar el Gltimo depdsito,
la cantidad que se debe pagar, y si el primer depdsito se
hace el 23 de abril de este aflo?

El 2 de enero se obtiene un préstamo de $324 000. Se va a
pagar con 6 abonos mensuales iguales; el primero, el 2 de
febrero, mas $112 000 adicionales al ultimo abono men-
sual. Si el interés acordado es de 18% convertible mensual-
mente, ;cual debe ser el importe de los pagos mensuales?
Un televisor se vende con las siguientes condiciones en
dos tiendas:

a) Enlatienda A cuesta $7 500 al contado y se puede
pagar mediante 12 mensualidades vencidas e igua-
les con intereses de 3% mensual;

b) Enlatienda B cuesta $ 8 000 al contado y se puede
pagar mediante 12 mensualidades vencidas e igua-
les con intereses de 2.4% mensual.
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25.

26.

27.

28.

29.
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Si se desea comprar el aparato mediante crédito, s;en qué
tienda conviene adquirirlo?

sEn cudnto tiempo se acumulan $180 000 mediante de-
positos semestrales de $9 816.50 en una inversion que
rinde 0.7% mensual?

;En cuanto tiempo se acumulan $5 000 si se ahorran
$200 mensuales y los ahorros ganan 0.8% mensual de
interés?

;Cuantos pagos de $136 211.25 seria necesario hacer
cada fin de afo para liquidar una deuda de $450 000 si
el interés es de 30% anual?

Rodolfo le vende a su hermana Silvia un departamento.
El trato se formaliza hoy y se fija el valor del inmueble en
$1 290 000 para dentro de un afio, que es cuando se va
a hacer el traslado de dominio. Para pagar, Silvia le en-
tregard a Rodolfo abonos iguales mensuales de $25 000
y un pago final mayor que liquide totalmente la ope-
racién. ;Cudntas mensualidades iguales debera pagar, y
cual debe ser el importe del pago final mayor si acorda-
ron un interés de 1.5% mensual? Silvia va a comenzar a
hacer los pagos dentro de un mes.

Existen dos planes para la compra de un automovil:

a) Precio al contado $135000 y mensualidades de
$7 135.60 con una tasa de interés de 2% mensual,
hasta terminar de pagar.

b) Precio al contado $139 000, 30% de enganche y 18
mensualidades de $5 551.56.

sCudl de los dos planes de crédito conviene mas?

Tipos de anualidades

« En esta seccion encontrard, entre otros temas de matema-
ticas financieras, el de anualidades.

Monto

« Teoria de la renta, casos y problemas 2 y 13.

Valor actual

« Conceptos y aplicaciones, anualidades ordinarias y anti-
cipadas.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

sA qué interés efectivo anual se tendria que colocar una
serie de 15 depdsitos bimestrales vencidos de $13 840.44
para que en el momento de hacer el ultimo deposito se
acumulen $250 000?

Para pagar una deuda de $950 000 se abonan 7 men-
sualidades vencidas de $149 620.66. ;Qué tasa nominal
convertible mensualmente se cargd en la operacién?

sA qué tasa efectiva bimestral se cobr6é un crédito de
$42 000 si se cubrié mediante 18 pagos bimestrales ven-
cidos de $3 371.882

Un mueble fino se vende en $18 600 al contado, o a
crédito, con un pago inicial de $1 860 y 6 abonos men-
suales vencidos de $2 999. ;Cudl es el interés nominal
anual, convertible mensualmente, que se carga en la
venta a crédito?

;Cudl serd el monto que acumule Tatiana si realiza 14
depdsitos catorcenales de $14 000 cada uno, en una
cuenta de inversién que rinde 14% de interés anual no-
minal capitalizable cada 14 dias?

Yuri desea ayudar a su mamd con los gastos del hogar
y considera la posibilidad de adquirir una maquina de
coser, la cual le ofrecen con un enganche de $506.23 y 24
abonos “facilitos” de $156. ;Cual es el precio al contado
de la maquina, si el banco le cobra un interés de 4.5%
mensual convertible quincenalmente?

o Teoria de la renta, casos y problemas 6 y 11.

Renta

» Teoria de la renta, casos y problemas 1, 3, 7, 8, 9, 12, 14,

15,16 y 18.

Tasa de interés

o Teoria de la renta, casos y problemas 4, 5, 10 y 17.



CAPITULO

Anualidades
anticipadas

TEMARIO

5.1
5.2
5.3
5.4
5.5
5.6

Introduccion

Monto y valor actual

Renta, plazo, interés y tasa de interés
Aplicaciones

Uso de Excel

Resumen

OBJETIVOS

Al finalizar el estudio del presente capitulo, el lector sera
capaz de:

e Definiry explicar qué son las anualidades sim-
ples, ciertas, anticipadas e inmediatas (ASCAI)
e Plantear anualidades de este tipo
e |dentificar situaciones que pueden representarse mediante
ASCAI
e Resolver problemas de anualidades anticipadas que impliquen
el célculo de:
o Monto
o Valor actual
o Renta
o Plazo
o Interés
o Tasa de interés

o Resolver ejercicios y aplicaciones de anualidades anticipadas

mediante el empleo de la hoja de calculo de Microsoft® Excel®
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5.1 Introduccion

Como se expuso en el capitulo anterior, las anualidades se clasifican de acuerdo con cuatro criterios:

a) Intereses Simples y generales

b) Tiempo Ciertas y contingentes
c) Pagos Vencidas y anticipadas
d) Iniciacién Inmediatas y diferidas

A partir de estas cuatro caracteristicas se pueden presentar 16 tipos distintos de anualidades, de
las cuales las mas comunes son las simples, ciertas, vencidas e inmediatas (ASCVTI), que se estudiaron
en el capitulo anterior. Aunque hay varias maneras de resolver los otros 15 tipos de anualidades,
para simplificar el anélisis se acostumbra abordarlas a partir de las férmulas ya vistas de las ASCVL.

Para analizar los tipos de anualidades que restan por revisarse, se les dividira en cuatro grupos
principales, que son el objeto de este capitulo y los siguientes:

« Anualidades anticipadas.

o Anualidades diferidas.

« Caso general de las anualidades.
 Anualidades contingentes.

Por lo tanto, en este capitulo se hablara de las anualidades anticipadas, que seran vistas en su
caso simple (cuando el periodo de pago coincida con el de la capitalizacion), ya que el caso general
se analiza en otro capitulo.

Ademas, dado que las anualidades contingentes se analizan también en otro capitulo, las anua-
lidades anticipadas que se estudian en éste son el caso cierto, es decir, son aquellas en las que se
conocen con certeza las fechas de los periodos.

Por ello, en este capitulo se veran:

 Anualidades simples, ciertas, anticipadas e inmediatas (ASCAI).

Y, como se observara en seguida, se hard mediante las férmulas ya conocidas de las anualidades
simples, ciertas, vencidas e inmediatas (ASCVI):

M:R(1+1) -1

i
1-(1+i)™"

1

C=R

5.2 Monto y valor actual
Revisando las caracteristicas de estas anualidades, puede decirse que son:

« Simples, porque el periodo de pago corresponde al de capitalizacién.

« Ciertas, porque las fechas y los plazos son fijos y se conocen con anterioridad.

o Anticipadas, porque el inicio de los pagos o depositos se hacen al principio de los periodos de
pago y capitalizacién (por anticipado).

o Inmediatas, porque los pagos o depdsitos se inician en el mismo periodo en el que se formaliza la
operacion.

Resulta util comparar mediante diagramas las anualidades vencidas y las anticipadas para com-
prender mejor la diferencia:

R R R R R
| | | | | |
I T T T T 1
0 1 2 n-2 n-1 nPeriodos
Anualidad vencida
R R R R R
| | | | | |
I T T T T 1
0 1 2 n-2 n-1 nPeriodos

Anualidad anticipada
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Un obrero deposita en una cuenta de ahorros $250 al principio de cada mes. Si la cuenta paga
0.3% mensual de interés, ;cuanto habrd ahorrado durante el primer afio?

SOLUCION:
0 250 250

5
I
T s T T 1
3 10 11 12

250 250 250 2
I I I
0 1 2

Gréfica 5.1

Si se observa el diagrama puede apreciarse que al considerar los 12 depdsitos de $250 como si
fuera una anualidad vencida (como si el inicio de plazo hubiera sido en el periodo —1), la aplica-
ci6on de la férmula del monto hace que se obtenga el valor de la anualidad en el periodo 11:

1+i)" -1 1.003)12 -1 1.0366—1
m=pAFD L (00371 )

i 0.003 0.003
M =250(12.199993)
M=$3050

que seria el monto el 1 de diciembre del afio, en el momento de hacer el ultimo deposito. Pero
como se busca el monto al final del plazo, es decir, un mes después, hay que calcular el valor de
este monto al cabo de un mes, o

M=3050(1.003) = $3 059.15

que es el monto que se busca.
Y la férmula seria entonces:

1+i)" -1
1

M (1+1)

Otra manera de resolver el ejemplo anterior:
n=12 R =250 i=0.003

De nueva cuenta, si se considera que el plazo comienza en el periodo —1 y se calcula el mon-
to de 13 (trece) depdsitos, se tendria el siguiente caso:

250 250 250 250 250 250
|
2

Gréafica 5.2

1+i)" -1
1

M

(1+i)® -1 (1.003)°—1 1.03971-1
i 0.003 0.003

=13.236593

que nos da el factor de acumulacion de 13 depésitos, pero, como el tltimo que se realiza al final
del plazo (finales de diciembre), no estd incluido en una anualidad anticipada y, ademds, esta a
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su valor real en esa fecha, simplemente se resta al factor de acumulacién para encontrar el valor
que se busca:

1+ 1
M=R{(1+l)' —1_1}

1
(1.003)F* —1
0.003
M =250(12.236593) = $3 059.15,

M= 250|: - 1} =250(13.236593-1)

que es el mismo valor que se encontrd antes.
Este método es, pues, equivalente al anterior.

Encuentre el monto de 6 pagos semestrales anticipados de $14 500 si el interés es de 19% conver-
tible semestralmente.

SOLUCION: n==6
i=0.19/2=0.095
R= 14500
Método 1:
1+i)" =1 1.095)° —1
M=rIE Ly 14500 B9 2L oy

1

M =14500(7.618857)(1.095) = 14 500(8.342648)
M =120 968.40

Método 2:

M=R[(1+i)’f“ ~1 _1} =14500[(1.095)7— 1 _1]

i 0.095
M =14 500(9.342648 —1) = 14 500(8.342648)
M =120 968.40
Observe entonces que:
1+i)" =1 1+i)y"* =1
LR PP () i B

1 1

Un comerciante alquila un local para su negocio y acuerda pagar $2 750 de renta por anticipado.
Como desea librarse del compromiso mensual de la renta, decide proponer una renta anual equi-
valente y también anticipada. Si se calculan los intereses a razén de 15.60% convertible mensual-
mente, ;de cuanto debera ser la renta anual?

SOLUCION:
Este es el caso del valor actual de una anualidad anticipada:

n=12

R=2750
i=0.1560/12 =0.0130

Cc=2
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En un diagrama:

A
2750 2750 2750 2750 2750 .
I T T T T T 1
0 1 2 10 11 12
Grafica 5.3

Observe que este caso se puede resolver calculando el valor actual de 11 rentas vencidas de $2 750
(las dltimas rentas del afo) y suméandole la primera renta, que ya estd a su valor presente:

1-(1+i)™"*!
C=R+R%
1
1-(1.013)12+!
0.013
1-(1.013)™!
013

C=2750+(2750)(10.188218)
C=2750+28017.60
C=30767.60

C=2750+(2750)

C=2750+(2750)

Observe que
_ =1 +1

1

, factorizando R,

C=R|1

1= (14iy "+ ]

1

entonces,

C=R|1+

1= (1+i)"*!]

i

1—(1.013)712+1
C:2750[l+()
0.013

C=2750(1+10.188218)
C=2750(11.188218)
C=30767.60, que es la misma respuesta que se obtuvo antes.

Calcule el valor actual de 9 pagos semestrales de $50 000 con interés de 5.28% semestral:

a) Sise hacen por anticipado.
b) Sise hacen vencidos.
¢) Determine y explique la diferencia entre a) y b).

SOLUCION: Cc=?
n=9
R=50000
i=0.0528
-9+1
9 C= 50000 {10028)}
0.0528

157



158 CAPITULO 5 Anualidades anticipadas

C=50000(1 + 6.390684)
C=$369 534.20

1-(1.0528)"°

b) C=50000 =50000(7.020027)

C=$351001.35
¢) 36953420 -351001.35=$18 532.85

Es mayor el valor actual de los pagos anticipados por $18 532.85, dado que los pagos se hacen
antes y comienzan a generar intereses mas pronto. Se puede ver que $18 532.87 son los intereses
generados por $351 001.35 en un semestre (la diferencia de centavos se debe al redondeo).

351 001.35(0.0528) = 18 532.87

Renta, plazo, interés y tasa de interés

Cuando se desea conocer cualquiera de estos tres conceptos, se utilizan las férmulas de las anualida-
des simples, ciertas, vencidas e inmediatas con las modificaciones que se introdujeron en la seccién
anterior.

En una tienda se vende una bicicleta por $1 800 al contado o mediante 5 abonos mensuales anti-
cipados. Si el interés que aplica la tienda es de 32.4% convertible mensualmente, calcule el valor

del pago.
SoLuUcCION: n=>5
i=0.324/12=10.027
C=1800
1-(1+i)™"*!
C = R 1+%
i
C 1800
k= 1—u+n%+1:: 1-(1.027)"°%!
+—7 | I+
i 0.027
B 1800
1-0.898914
0.027
1 800
R= 0.101086
1+ ——
0.027
1800
4.743920
R=$379.43

La seflora Gavaldon debe pagar $90 000 dentro de 2 afos y, para reunir esta cantidad, decide ha-
cer 12 depositos bimestrales en una cuenta de inversién que rinde 1.2% bimestral de interés. ;De
cuanto deben ser sus depdsitos si hoy realiza el primero?



5.3 Renta, plazo, interés y tasa de interés 159

SOLUCION: n=12
i=0.012
R=?
M= 90000
Y 2l (5.2)
i
B M B 90000
(1+i)”+1—1_1 (1.012)13—1_1
i 0.012
~ 90000
12.978447
R=$6934.57

En un almacén se vende un antecomedor por $4 600 al contado, o mediante pagos mensuales an-
ticipados de $511.69. Si el interés es de 29.40% convertible mensualmente, jcudntos pagos es ne-
cesario hacer?

SOLUCION: C=4600
n==2
i=0.2940/12 = 0.0245
R=511.69
1—(1+i)""*!
C=R 1+¥
i
1-(1+i)"*!
or=14 70T

1
(CIR-1)i=1-(1+i)y"*!
(CilR)—i=1-(1+i) ""!
1+i) "t =1+i—(Ci/R)
(-n+1)log (1 +i)=log [1 +i—(Ci/R)]
_log[1+i—(Ci/R) ]

—n+1
log (1+1)
log|1+i—(Ci/R
n—-l=-— g[ ( )J
log(1+1)
log|1+i—(Ci/R
_,_log[1+i-(CiR)]
log(1+1)
log |:1 +0.0245— 74 600(0.0245) :|
el 511.69

log(1.0245)
_ . log(1.0245-0.220251)
log1.0245
1 log(0.804249)
log(1.0245)
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—0.094609
0.010512
n=1+9
n = 10, habria que hacer 10 pagos.

La sefiora Ramirez piensa jubilarse luego de reunir $2 000 000 mediante depésitos mensuales de
$5 000 de las ganancias que obtiene de su negocio. Si invierte sus dep6sitos a una tasa de inte-
rés de 0.25% mensual e inicia a partir del dia de hoy, sen cuanto tiempo reunira la cantidad que

desea?
SOLUCION: R=5000
M =2000000
i=0.0025

M:R{W“—l_l}

i

2000000=5 000{

2000000
HJr 1]0.0025}1 =(1.0025)"*1

(1.0025)" "1 —1 ¥
0.0025

5000

(1.0025)"*1 = 2.0025
(n+1)In (1.0025) = 1n 2.0025
In 2.0025 ! 0.694396
n= —1=
In1.0025 0.002497
n=277.09

—-1=278.09-1

Entonces, en 277 meses y aproximadamente 3 dias reuniria lo que desea. La sefiora Ramirez debera
ahorrar poco mads de 23 afios para poder reunir su fondo de jubilacion.

Como se vio en este ejemplo, cuando los valores conocidos sean el monto, el pago periédico
y la tasa de interés de la anualidad anticipada, el valor de n se despeja de la férmula (5.2).

1+ n+1_1
M:R[—( Lt ¥
1

M | A+ -1
R i

A+l
M.{.l: M
R i

M
—+1}'=(1+i)’“+1 -1
R
+1H+1=(1+i)“+1

(1+i)™*! :HMH} i} +1
R

(n+l)[log(l+i]:log[[%+l} i}+l
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log{ M+1}1}+1
|l R
(n+1)=
log(1+1)
log [M+1}1+1
R
n= = -1
log(1+1i)

Silos valores conocidos se sustituyen en la férmula (5.5) se tiene:

2000 000
log| | “————+1{0.0025 | +1
5000

n= -1
log(1+0.0025)

 log[[400+1]0.0025 ]+1 1
n= -
log(1+0.0025)

[ log[[401]0.0025 ] +1 1
log(1+0.0025)

I log1.0025+1 |
| log(1+0.0025)
[ log2.
ne 0g2.0025 1
| log(1.0025)
| log2.0025 _1
i log(1.0025)
'0.301573}_1

| 0.001084
n=[278.105614]-1

n=277.105614

n=

En este caso, para su resolucion, se utilizaron los logaritmos base 10 y, como puede observarse,
el resultado es practicamente el mismo que se obtuvo antes.

sA qué tasa de interés anual 6 depdsitos anuales anticipados de $25 000 equivalen a un valor ac-
tual de $75 000?

SOLUCION: C=75000
R=25000

C=R{1+
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1—(1+i)‘6+1:|

75000=25 000|:1+
i

75000_1_1—(1+z')—5
25000 i
C1-(1+0)7

i

2

Al igual que se ha hecho antes, i se determina mediante un proceso de interpolacién cuyo primer
paso consiste en aproximarla mediante ensayos:

Sii=0.50
1-(1+i)°
———=1.73662551
i
i=0.40 =2.03516392
i=0.41 =2.00138079
i=0411 =1.99805612
i=0.4105 =1.99971725
Y, al interpolar
0.4100 i 0.4105
| | |
I 1 1
2.00138079 2 1.99971725
Grafica 5.4
i—04100 2-2.00138079
0.4105-0.4100 1.99971725-2.00138079
i—0.4100 _ —0.00138079 —0.83003114
0.0005  —0.00166354
i—0.4100 = 0.83003114(0.0005)
i—0.4100 = 0.00041502
i=0.41041502
o aproximadamente 41.04% anual.
) _EJEMPLO 5.3.6 |
sA qué tasa de interés anual 15 depositos anuales anticipados de $800 acumulan un monto de
$200 000?
SOLUCION: M =200 000
n=15
R=2800
i=?

1+ 1
M:R[(lﬂ)‘ —1_1}

1

1+ -1
200000 = 800 | ————-1

1

N

200000 ., _ (1+i)°-1
800 i

(1+i)°-1

1

251=
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Al ensayar valores:

$ii=0.30
(1+i)6—1
— = 218.4722031
i
1+i)¢-1
sii=0.30 - =218.4722031
i
i=0.35 = 344.8969512
i=0.32 =262.3556798
i=0.31 =239.4234901
i=0.315 =250.6311670
i=0.3155 =251.7799928
i=0.3152 =251.0900760
i=0.31515 =250.9752711
i=0.31516 =250.9982280
i=0.315161 =251.0005238
i=0.3151605 =250.9993759
i=0.3151608 =251.0000646
i=0.31516075 =250.9999498
E, interpolando
0.31516075 i 0.31516080
L | |
I T 1
250.9999498 251 251.0000646
Grafica 5.5
i—0.31516075 251—250.9999498

0.31516080—0.31516075  251.0000646 — 250.9999498
i—0.31516075  0.0000502
0.00000005  0.0001148
i—0.31516075 = 0.43728223(0.00000005) = 0.00000002
i—0.31516075 = 0.00000002
i=0.31516075 + 0.00000002
i=0.31516077

=0.43728223

0 31.52%, aproximadamente.

Verificando:

16
. (1.31516077) " -1
0.31516077

—1|=200000

En este ejemplo la aproximacion fue tan prolongada mediante los ensayos porque las
cifras del monto y el plazo eran grandes; si no se hubiera hecho la aproximacién tan detallada, el
error debido a la interpolacion seria considerable.

Debe destacarse el monto tan grande que se obtiene a partir de un depésito relativamente
pequenio. Ello ejemplifica los efectos de las altas tasas de inflacion y de interés.
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’ Ejercicios del capitulo 5

En las mismas condiciones, ;qué tipo de anualidades produce un monto mayor: una ven-
cida o una anticipada? ;Por qué?

En las mismas condiciones, ;qué tipo de anualidades genera un valor actual mayor: una
vencida o una anticipada? ;Por qué?

;Cudl es la renta semestral adelantada equivalente a una renta mensual adelantada de
$660, si el interés es de 22.52% anual convertible mensualmente?

Cada 2 meses, el dia 25, se depositan $1000 en un fondo de inversién que paga 4% con-
vertible bimestralmente. ;Cudnto se habrd acumulado en el fondo un instante antes de
realizar el vigesimocuarto deposito?

Un arquitecto desea ahorrar $4 000 mensuales durante 5 afios. Si sus ahorros ganan 5.4%
convertible mensualmente, ;cudnto habra acumulado al mes siguiente del ultimo depdsito?
Una empresa debe cubrir el 23 de octubre un pagaré que emitié. Para cumplir con su
obligacidn, se depositaron $8 716.52 los dias 23 de los meses de enero a septiembre en una
cuenta que paga 0.6% mensual de interés. Si con lo acumulado en la cuenta se liquidé el
pagaré, ;cudl era el valor de éste en su fecha de vencimiento?

Para adquirir un automoévil a crédito se deben pagar 48 abonos mensuales de $4 900 co-
menzando en el momento de la entrega del vehiculo. Si los intereses que se cobran son a
razén de 15% convertible cada mes, ;cual es el valor al contado de los pagos?

+Qué conviene mas para quien cobra:

a) recibir 14 pagos mensuales vencidos de $1 026.44, o
b) recibir 14 pagos mensuales anticipados de $1 000 si el interés es de 1.5 mensual?

Un profesional joven desea reunir $300 000 en 5 afos para dedicarse a viajar un tiempo. Si
la tasa de interés de mercado es de 13.2% capitalizable al mes, y bajo el supuesto de que en
todo ese tiempo no cambia dicha tasa de interés, scuanto debera depositar cada mes con
el objeto de reunir la cantidad que desea exactamente antes de realizar el Gltimo depdsito,
suponiendo que inicie sus depositos de inmediato?

;Qué renta anual anticipada es equivalente a una renta mensual anticipada de $680, a una
tasa de 25% convertible mensualmente?

sEl monto de una anualidad anticipada es igual al monto a interés compuesto de su valor
actual? Razone su respuesta e iltstrela con un ejemplo.

sA qué tasa de interés efectivo anual 10 pagos mensuales anticipados de $600 se convierten
en un monto de $7 000?

Una empresa de seguros hace préstamos a sus empleados con mas de 10 afios de antigiie-
dad y cierto nivel de sueldo en las siguientes condiciones:

o Importe del préstamo: $10 000.

o Plazo: 18 meses.

o Pago: 18 abonos mensuales de $628.63 comenzando en el momento de entregar el
préstamo.

+Que interés anual convertible mensualmente les cobra?
Considere las dos operaciones siguientes:

a) 5 pagos semestrales anticipados de $2 250 para liquidar un monto de $16 000 que
tenia este valor un semestre después del ultimo pago.
b) 30 pagos mensuales anticipados de $895.72 para liquidar un valor actual de $20 000.

sEn qué operacion se pagd mas interés?

;Con cudntos pagos anticipados de $623.84, realizados cada principio de mes, se alcanza
un monto de $15 000, si el dinero rinde 2.97% mensual?

Para pagar la adquisicién de una computadora con precio de $18 000, una empresa hizo

pagos iguales de $3 150.46 al comienzo de cada uno de 6 meses; a partir del momento en
que se recibid el equipo, ;qué tasa mensual de interés pagd?



El administrador del club de futbol Los Invencibles estd evaluando la compra de un
nuevo autobus para transportar a los jugadores. Una arrendadora financiera le ofre-
ce un plan de compra mediante el pago de 60 mensualidades anticipadas de $34 466.09.
sCudl es la tasa de interés nominal anual que carga la arrendadora si el precio del auto-
bus es de $1 485 750?

Si ademas de las 36 mensualidades anticipadas, el equipo debe pagar 5% del valor del auto-
bus como opcién de compra, un mes después de concluido el pago de los abonos mensua-
les, ;cual seria el valor actual de los pagos que deben realizarse para adquirir el autobus?
+Cudl es la tasa de interés que se paga en la compra de una computadora que se ofrece me-
diante 96 pagos fijos semanales de $285 si tiene un valor al contado de $17 710.75?

+Cudl es el valor actual de los pagos que se erogarian para adquirir la computadora del
ejemplo anterior si:

a) La tasa de interés del mercado fuera de 36% anual?
b) La tasa de interés fuera de 24% anual?

c) Latasa de interés fuera de 12% anual?

d) Comente los resultados.

Aplicaciones

5.4 Aplicaciones

Las aplicaciones de las anualidades simples, ciertas, anticipadas e inmediatas (ASCAI) son diversas,
pero se destacan las compras a plazo con enganche, las compras de seguros y los pagos de renta. Una
aplicaciéon comun se ilustra a continuacion.

Como herramienta promocional, muchas tiendas que venden en abonos, ofrecen a sus clien-
tes pagos a plazo “sin intereses”, o bien descuentos sobre los precios de lista si se realiza el pago
al contado. El sobreprecio que existe entre el precio con descuento y el precio “al contado’,
que en la practica comercial suele ser muy elevado, constituye el interés que carga la tienda por la ven-
ta a plazos, como se ilustra en el ejemplo siguiente, cuya informacién fue tomada de internet.

Una tienda de departamentos ofrece en venta un televisor. El precio al contado es de $5 999, o
bien puede adquirirse mediante 24 pagos quincenales de 310.

;Cudl es el sobreprecio que aplica la tienda en sus ventas a crédito, si se considera que la tasa

de interés del mercado es de 6% anual y los pagos se realizan en forma anticipada?
;Cudl es la tasa de interés quincenal que carga la tienda por la compra a plazos?
;Cudl es la tasa de interés efectiva anual que cobra la tienda?

En este caso se estd en presencia de una anualidad simple, cierta, anticipada e inmediata
(ASCALI). El valor actual de los pagos quincenales que realizaria el comprador se determina uti-
lizando la f6rmula (5.3)

1-(1+i)™"*!
c=R|14+ 120"
i
En la misma se sustituyen los valores conocidos:
Pago periddico =$310
Numero de periodos =24

Tasa de interés = 6% anual convertible quincenalmente = 0.06/24
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_ \—n+1
CzR[Hl(HO}
i
_ 24 +1
C=310{1+1 (1+0.06/24) }
0.06/24
_ -23
c=310 141 (1+0.0025)
0.0025
c=310[1+1_(0'944190)}
0.0025
C=310{1+ 0.055810}
0.0025

C=310[1 +22.3241]
C=310[23.3241]
C=7230.48

Asi, el valor actual de los 24 pagos quincenales anticipados que realiza el comprador seria
de $7 230.48, dada una tasa de interés de mercado de 6% anual capitalizable quincenalmente. El
sobreprecio que debe asumir el comprador es de $1 231.48, esto es 7 230.48 — 5 999.00.

Para determinar la tasa de interés que aplica la tienda, es necesario observar el procedimiento
descrito en el ejemplo 5.3.5, donde se ensayan valores para distintos valores de i, considerando que:

C:R[Hl—(lff)‘““}

1

c  [1—@a+iyrt
y Pl e —
R I i
5999 . _[1-(1+i)®
310 |
11—+
18.3516 = (’)}
1
Ensayando valores de i se tiene
_ \—23
Sii=0.02 [1(1;1)}: 18.2922
.. _ -\—23
Sii=0.019 [1 (L+0) }=18.4934
1
1-(1+i)
Sii=0.0195 {(.)}=18.3924
1

Por lo tanto, la tasa de interés se encuentra entre 0.0195 y 0.02. Interpolando se puede com-
probar que la tasa que iguala ambos valores es 0.0197. Por lo tanto, la tasa de interés quincenal
que cobra la tienda es de 1.97%. y la tasa de interés efectiva seria:

i=(1+i)r—1
i =(1+0.0197)* -1
i =15971-1
i =15971-1

i,=0.59 71=59.71%

En consecuencia, la tasa de interés efectiva anual que cobra la tienda es de 59.71%, que resul-
ta sumamente elevada cuando las condiciones de inflacién no superan 5% anual.
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Uso de Excel

Al igual que en el capitulo 4, en esta seccidn se resuelven los ejercicios del capitulo mediante el em-
pleo de funciones de Excel disefiadas para simplificar el célculo de una serie de pagos periddicos,
conocidos como anualidades. En el caso de las anualidades anticipadas, estas formulas se aplicaran
en combinacion con las capacidades normales de calculo de esta hoja de trabajo.

Las funciones que se aplican a ejercicios de anualidades anticipadas son:

o Monto de una anualidad (VF).
« Capital o valor actual de una anualidad (VA).

En las subsecciones siguientes se revisan aplicaciones de cada una de ellas.

En el ejemplo 5.2.1 se muestra la determinacién del monto de un depdsito mensual anticipado de
$250 durante un afio. Para resolverlo, se aplica la férmula del monto de una anualidad simple, cierta,
vencida e inmediata, adiciondndole el interés devengado por un periodo adicional, puesto que el
pago se realiza de manera anticipada, con lo que se tiene la férmula (5.1):

MR[H}()

1

En la hoja de célculo de Excel, este problema se soluciona, como se ha visto en secciones ante-
riores, mediante las operaciones aritméticas de Excel (suma, resta, multiplicacion, divisién y expo-
nenciacion), o bien utilizando sus funciones predefinidas.

La féormula de Excel para calcular el monto compuesto de una anualidad, o valor futuro (VF),
que se estudi6 en secciones anteriores es:

VE(tasa;nper;pago;va;tipo)
en donde:

Tasa: es la tasa de interés por periodo expresada como tanto por uno.
Nper: es el numero total de periodos de pago.
Pago: es el pago que se efecttia cada periodo.
Va: es el capital o valor actual total de una serie de pagos futuros.
Tipo: se puede anotar (es un valor optativo, no obligatorio) un nimero 0 o 1 que indica cudndo ven-
cen los pagos. Si se anota 0 se calcula el monto de un pago vencido; como es un parametro optativo,
si se omite, el monto se calcula para un pago vencido. Si se anota un 1, entonces se calcula como
un pago anticipado. Para los efectos de las anualidades anticipadas que se estudian en esta seccion,
debera capturarse siempre un 1.

Sustituyendo los valores del ejemplo 5.2.1 se tiene

=VF(0.003,12,-250,,1)

En alguna celda de una hoja de trabajo de Excel, se obtiene como resultado $3 059.15, que es
igual al resultado que se obtuvo en el texto. Las opciones para la solucion de este ejemplo en la hoja
de Excel se ilustran a continuacién:

A [ B | C [ D |
1 Datos Funcién Excel Monto de una anualidad anticipada
M= R(H") “L4+d)
2 =\/F(tasa,nper,pago,va,tipo) 1
3 =VF(0.003,12,-250,,1) =250"((((1+0.003)*12)-1)/0.003)"(1+0.003)
4 Tasa 0.003 3059.15 3059.15
5 Nper 12
6 Pago 250
7 | Capital (Va)
8

Tipo 1
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Los resultados que arrojan son practicamente iguales y la pequefia diferencia se debe al redon-
deo.
Es importante hacer aqui las siguientes observaciones:

 La tasa se expresa como tanto por uno (0.003), que equivale al 0.3% mensual estipulado en el
ejemplo.

+ En el niimero de periodos (Nper) se indica el numero de periodos de capitalizacién que se con-
sideran. En este caso, 12 meses.

« El pago, como ya se indico, es 250, y se anota precedido de un signo negativo, puesto que se trata
de una erogacién del obrero ahorrador.

o El capital o valor actual (Va) se dejo en blanco, por lo que aparecen dos comas juntas.

« Eltipo de la anualidad es anticipada, por lo que se anot6 el niimero 1.

En el caso de la férmula que aparece en la columna D, es recomendable iniciar su construcciéon
a partir de la férmula (1 + i)", la cual se expresa en Excel como (1 + i)An, y a partir de la misma es-
labonar las operaciones de suma, resta, multiplicacion o divisiéon que se requieran, encerrando cada
una con su paréntesis correspondiente.

En el ejemplo 5.2.2 se determina el monto del depdsito utilizando la férmula de una anualidad
simple cierta, vencida e inmediata de 13 pagos, a la cual se le descuenta el valor del tltimo pago que
no se realiza, puesto que solo se efectuaron doce pagos (uno anticipado y once vencidos).

La férmula aplicable es la (5.2):

-\ n+1
M= R|:(1+l)—~_1_1i|
1

La solucién en Excel se ilustra a continuacion:

A [ B ] ©
1 Datos Monto de una anualidad anticipada

AL
M:R{wil_l]
1

2

3 =250*(((((1+0.003)*3)-1)/0.003)-1)
4 Tasa 0.003 3 059.148352

5 Nper 12+1

6 Pago 250

7 | Capital (Va)

8 Tipo 1

8

que son practicamente los mismos resultados que se presentaron en el texto (las pequenas diferencias
se deben a redondeos).

En el ejemplo 5.2.3 se solicita el monto de seis pagos semestrales anticipados de $14 500 si el
interés es de 19% convertible semestralmente. La solucién en Excel se presenta a continuacion:

A [ B ] c | D |
1 Datos Funcién Excel Monto de una anualidad anticipada

.\f:!f(]”_}_l(lﬂ)
I

2 =VF(tasa,nper,pago,va,tipo)

3 =VF(0.19/2,6,-14500,,1) =14500%((((1+0.095)"6)-1)/0.095)*(1+0.095)
4 Tasa 0.19/2 120 968.40 120 968.4031

5 Nper 6

6 Pago 14 500

7 | Capital (Va)

8 Tipo 1

que es exactamente el resultado que se tiene en el texto.
En el ejemplo 5.2.4 se pide determinar una renta anual anticipada que sustituya a una renta men-
sual de $2 750 considerando una tasa de 15.60% convertible mensualmente. A continuacién se mues-
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tra la solucién cuando se utilizan las opciones que ofrece Excel, tomando en consideracion que en
este caso se solicita el Valor actual o Valor presente, por lo que se utilizara la funcién VA de la hoja de
calculo:

VA (tasa,nper,pago,vf,tipo)
donde
Tasa: es la tasa de interés por periodo, expresada como tanto por uno.
Nper: es el nimero total de periodos de pago.
Pago: es el pago que se efectua cada periodo.

Vf: es el monto o valor futuro total de una serie de pagos futuros.
Tipo: es el tipo de anualidad, vencida (0), anticipada (1).

Asi como la férmula (5.3) para determinar el valor presente de una anualidad anticipada.

\—n+1
Coplpy im0
i
A | B | c | D |
1 Datos Funcién Excel Valor Actual de una anualidad anticipada
{ I-(1+i) ™"+t J
C=R|1+—

2 |=VA(tasa,nper,pago,vftipo) !
3 =Va(0.1560/12,12,-2750,,1) =2750%(1+(1-(1+0.156/12)-12+1))(0.156/12))
4 Tasa 0.1560/12 30 767.60 30 767.59865
5 Nper 12
6 Pago 2750
7 | Monto (Vf)
8 Tipo 1

Los resultados, como se puede apreciar, son idénticos a los que se presentaron en el texto.
En el ejemplo 5.2.5 se pide calcular el valor actual de 9 pagos semestrales de $50 000 con interés de
5.28% semestral, con pagos anticipados y vencidos. La solucién en Excel se ilustra a continuacién:

Pagos anticipados

A | B | c [ D |

1 Datos Funcién Excel Valor Actual de una anualidad anticipada
_ \—n+1
oo R[l N 1<1+>]
2 =V/A(tasa,nper,pago,vf.tipo) !
3 =Va(0.0528,9,-50000,,1) =50000*(1+(1-(1+0.0528)%(-9+1))/(0.0528))
4 Tasa 0.0528 369 534.22 369 534.2195
5 Nper 9
6 Pago 50 000
7 _| Monto (Vf)
8 Tipo 1
Pagos vencidos

A [ B ] c [ D |

1 Datos Funcion Excel Valor Actual de una anualidad anticipada

A:R[I—(IH)"‘}

i

2 =\/A(tasa,nper,pago,vf tipo)

3 | =Va(0.0528,9,-50000,,0) =50000"(1-(1+0.0528)(-9))/(0.0528)
4 Tasa 0.0528 351 001.35 351 001.3483

5 Nper | 9

6 Pago 50 000

7 | Monto (VF)

8 Tipo 0

Los resultados son idénticos a los que se muestran en el desarrollo de la seccién.
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Como se menciona en la seccidn 5.3, para conocer cualquiera de estos tres conceptos, se utilizan las
férmulas de las anualidades simples, ciertas, vencidas e inmediatas con las modificaciones vistas en
la seccién 5.2.

En el ejemplo 5.3.1 se pide determinar el importe del pago de cada uno de cinco abonos men-
suales para adquirir una bicicleta cuyo valor al contado es de $1800, si la tasa de interés que aplica la
tienda es de 32.4% anual convertible mensualmente. La solucién en Excel es la siguiente:

Capital (Va) 1800

A B ] c |
1 Datos Valor Actual de una anualidad anticipada
C
R= +1
1-(1+i)™"
1+ #
i

2
3 =1800/(1+(1-(1+0.324/12)%-5+1))/(0.324/12))
4 Tasa 0.324/12 379.4330871
5 Nper 5
6 Pago
7
8

El ejemplo 5.3.2 plantea el problema de la determinacién del pago anticipado bimestral que debe
realizarse para reunir un monto de $90 000 en un plazo de dos afios, si la tasa de interés que paga es
de 1.2% bimestral. La solucion se ilustra en el siguiente cuadro, utilizando los operadores matemati-
cos de Excel (+, —, %, /, N):

Monto (V) = 90 000

A [ B ] C |
1 Datos Monto de una anualidad anticipada
_ M
1+ -1 )
2 i -
3 =80000/(((1+0.012)"(12+1)-1)/0.012-1)
4 Tasa 0.012 6 934.574106
5 Nper 6*2
6 Pago ?
7
8

El resultado que se obtiene es la misma cantidad que aparece en el texto.

El ejemplo 5.3.3 ilustra la determinacién del nimero de pagos mensuales anticipados de $511.69
que se requiere efectuar para adquirir un antecomedor que vale $4 600 al contado, si la tasa de inte-
rés que aplica la tienda es de 29.40% anual convertible mensualmente. Para resolverlo se parte de la
férmula (5.3):

_ \—n+1
CZR{le}
1

de la cual se despeja 1, con lo cual se obtiene la férmula (5.4):

—1_ log [1+i—(Ci/R)]
log (1+1)

que serd resuelta con la funcién de logaritmo y con los operadores propios de la hoja de Excel, como
se ilustra a continuacién.
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Pago 511.69
Capital (Va)| 4600

A [ B ] c
1 Datos Valor Actual de una anualidad anticipada
it log [1+i—(Ci/R)]
log (1+1)
=2
=1-(LOG((1+0.294/12-((4600°0.294/12)/511.69)), 10)/LOG((1+0.294/12),10)

3

4 Tasa  0.2940/12 10.00

5 Nper ?
HGE
7
L 8

El resultado muestra que deben hacerse 10 pagos.
La férmula de la funcion de logaritmo es la siguiente:

LOG(numero,base)
donde:

Nuamero: es el numero real positivo para el que se desea obtener el logaritmo v,
Base: es la base del logaritmo. Si se omite, se supone que es 10.

Asi, en el ejemplo, el logaritmo base 10 de (1 + i), se expresa como sigue:

LOG((1+0.294/12),10)
-

Numero Base

El ejemplo 5.3.4 ilustra el caso de un fondo de jubilacién que paga 0.25% mensual de interés,
en el cual se desea acumular $2 000 000 mediante depdsitos mensuales anticipados de $5 000. Y se
desea conocer el tiempo que se requiere.

Para solucionar este problema se recurri6 a los logaritmos naturales, a fin de demostrar que
es equivalente el empleo de logaritmos naturales, logaritmos base 10, o cualquiera otra base que se
considere 1til en un caso particular. La formula de la funcién de Excel de los logaritmos naturales es:

LN(ntmero)
donde:

Ntmero: es el niimero real positivo para el que se desea obtener el logaritmo.

Dado que la base serd siempre la misma, inicamente se requiere dar el numero del cual se desea
obtener el logaritmo.
La solucién en Excel se muestra a continuacién:

A | B | c
1 Datos Valor Actual de una anualidad anticipada

(oINS

In(l + )

n=

=(LN((0.0025%((2000000/5000)+ 1)+ 1))LN(1+0.0025))-1
Tasa 0.0025 277.1056
Nper ?
Pago 5000.00
Monto (Vf) 2000 000

|~ ||| | M

El resultado que se muestra, 277.10 meses, es practicamente el mismo del texto.
Para determinar la tasa de interés que se plantea en los ejemplos 5.3.5 y 5.3.6 existe la funcion de
Excel denominada TASA, que contiene los siguientes argumentos:

TASA (nper;pago;va;vfitiposestimar)

171
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donde:

Nper: es el numero total de periodos de pago en una anualidad.

Pago: es el pago efectuado en cada periodo, que no puede variar durante la vida de la anualidad. Por
lo general, el argumento pago incluye el capital y el interés, pero no incluye ningun otro arancel o
impuesto. Si se omite el argumento pago, debera incluirse el argumento vf.

Va: es el valor actual, es decir, el valor que tiene actualmente una serie de pagos futuros.

Vt: es el valor futuro o el saldo en efectivo que se desea lograr después de efectuar el ultimo pago. Si el
argumento vf se omite, se supone que el valor es 0 (por ejemplo, el valor futuro de un préstamo es 0).
Tipo: es el nimero 0 o 1 e indica el vencimiento de los pagos.

0 u omitido

1

Al final del periodo

Al inicio del periodo

Estimar: es la estimacion de la tasa de interés.

« Siel argumento estimar se omite, se supone que es 10%.
+ SiTASA no converge, trate de usar diferentes valores para el argumento estimar. TASA general-
mente converge si el argumento estimar se encuentra entre 0y 1.

El sistema realiza una serie de aproximaciones sucesivas para determinar el valor de i, y en caso
de que no converja con su valor después de realizar diez iteraciones, devolvera la leyenda #NUM!
Su uso es muy aconsejable pues evita la realizacion de una serie de calculos laboriosos.

En este capitulo se revisaron las anualidades:

o Simples: el periodo de pago corresponde al de capitali-
zacion.

o Ciertas: las fechas y los plazos son fijos y se conocen con
anticipacién.

« Anticipadas: el inicio de los pagos o depdsitos se hacen al
principio de los periodos.

o Inmediatas: los pagos o depositos se inician en el mismo
periodo en el que se formaliza la operacion.

Comprobacion del capitulo

Si ha leido el capitulo completo, el lector debe:

Explicar qué es una anualidad simple, cierta, anticipada e
inmediata (ASCAI).

Identificar situaciones que puedan representarse mediante
este tipo de anualidades.

Plantear problemas de este tipo.

() Términosy conceptos importantes

o Anualidad anticipada

Se vio que este tipo de anualidades se pueden manejar
con las ya conocidas férmulas de las anualidades simples,
ciertas, vencidas e inmediatas, y que sélo se requieren pe-
quefias modificaciones para tomar en cuenta que los pagos o
depdsitos se hacen por anticipado.

Resolver ejemplos que impliquen su uso y determinar el
monto, el valor actual o capital, la tasa de interés y el plazo,
seglin sea necesario .

Resolver ejercicios y aplicaciones de anualidades anticipa-
das utilizando la hoja de calculo de Microsoft®Excel®.
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m=rTF L (5.1)
1
A+l
M=R{(l+l)'1—1} (5.2)
1
\—n+1
CR{H} 53)
1

Ejercicios complementarios

1.
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log[1+i—(Ci/R)]

n=1 (5.4)
log(1+1)
logH:M+1}z1+1
- R _1 (5.5)
log(1+1i)

Explique qué es una anualidad simple, cierta, anticipada
e inmediata.

Dé un ejemplo de este tipo de anualidad.

En el caso de una anualidad mensual anticipada de
$1000 durante 15 meses a 1% mensual, calcule monto y
valor actual. ;Qué relacién existe entre ambos?

sA qué renta anual anticipada equivale una renta tri-
mestral anticipada de $995, si el interés es de 10% con-
vertible cada 3 meses?

Con su nuevo negocio, Julio obtiene utilidades mensua-
les superiores a los $3 000. Para crear una reserva con el
objeto de ampliar sus actividades decide hacer depdsitos
mensuales de $500 en un fondo de inversién que paga
1.43% mensual. ; Cuanto habrd acumulado exactamente
antes de realizar el trigésimo abono?

Si se puede adquirir un articulo pagando $500 de in-
mediato y 4 abonos bimestrales por la misma cantidad,
scudl es su valor al contado si se consideran intereses a
razén de 3.2% convertible con la misma periodicidad
que los pagos?

. El costo de una pdliza grupal de seguro para automo-

viles es de $220 mensuales que se deben pagar por ade-
lantado. Si se aplican intereses a 13% anual convertible
cada mes, ;cudl es el valor anual de la péliza, que tam-
bién se debe pagar por adelantado?

Para saldar una deuda, el doctor Dominguez acuerda
pagar $675 al principio de cada uno de 36 meses. Si el
interés es de 18% convertible mensualmente, ;cudl es el
valor de los pagos que faltan:

a) Exactamente antes de realizar el quinto pago?

b) Exactamente antes de hacer el decimoquinto pago?

c) Sidespués de hacer 5 pagos deja de hacer otros 4,
scuanto tendria que pagar al vencimiento del si-
guiente pago para ponerse al corriente?

10.

12.

13.

14.

Se renta un terreno comercial por $15 650 anuales anti-
cipados a 16.2% convertible mensualmente. ;Cudl es la
renta mensual anticipada equivalente?

El 3 de marzo se adquiri6 un equipo de sonido que tenia
un precio al contado de $12 350 y se acordd pagarlo me-
diante abonos bimestrales comenzando en el momento
de la adquisicién, y para terminar el 3 de enero del afio
siguiente. Si los intereses ascienden a 23.6% convertible
bimestralmente, ;de cuanto fueron los pagos?

;Con qué depdsito semestral anticipado se acumula un
monto de $35 000 justamente antes de realizar el déci-
mo, si se consideran intereses de 7.5% semestral?

. El 14 de enero, Montserrat contrajo un préstamo por

$5 000 que convino en liquidar mediante abonos men-
suales anticipados de $541.08 comenzando en el momen-
to de realizar la operacidn. Si el interés convenido fue de
1.8% mensual, ;en qué fecha terminard de pagar?

Con un pago de $581.79, realizado el 27 de octubre,
se termina de pagar una deuda que tenia un valor de
$5 550 en su fecha de vencimiento, el 27 de noviembre
siguiente. Sila operacién se realizé a 1.9% mensual, y se
hicieron pagos iguales mensuales anticipados, ;en qué
fecha se realiz6 el primero de ellos?

Para comprar un abrigo que cuesta $7 995 al contado se
ofrece el siguiente plan de crédito: 7 pagos mensuales de
$1270 a partir del momento de la compra. ;Qué interés
se carga en la operacion?

Se ofrecen en venta casas a crédito que se entregan un
ano después de hecha la solicitud. En el momento de
la entrega se debe pagar un enganche de $22 500. Si la
compariia acepta recibir a cambio del enganche 12 men-
sualidades anticipadas de $2 000.50, ;qué tipo de interés
anual convertible mensualmente es el que cobra la com-
pania?
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Matematicas en internet. Anualidades anticipadas

« Conceptos y aplicaciones de anualidades anticipadas.
http://es.scribd.com/doc/33899257/ANUALIDADES-ANTICI-
PADAS

« Ejercicios de anualidades anticipadas
http://usuarios.lycos.es/matematic/segunda.htm#ejel

o Aplicacién practica de las anualidades anticipadas para el
financiamiento de un automavil.

http://www.mifel.com.mx/SimuladorArrendamiento/SAinicio.

aspx

« Simulador de crédito automotriz de la CONDUSEFE.
Permite comparar los costos que ofrecen las distintas
instituciones financieras en México.

http://e-portalif.condusef.gob.mx/condusefautomotriz/sca_si-

mulador_5.php

« Video que muestra la determinacién del monto y el valor
actual de una anualidad anticipada.
http://youtu.be/rbGtSnm7zSA

« Video que muestra, paso a paso, la determinacién del
pago periddico en un problema de anualidades anticipa-
das.

http://lyoutu.be/YOSv1FH1LDc

« Video que muestra, paso a paso, la determinacion del
nimero de periodos en un problema de anualidades
anticipadas.

http://youtu.be/XpYOAD24aUQ
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Anualidades
diferidas

TEMARIO

6.1
6.2
6.3
6.4
6.5

Introduccion

Monto y valor actual

Renta, plazo, interés y tasa de interés
Uso de Excel

Resumen

OBJETIVOS

Al finalizar el estudio del presente capitulo, el lector sera
capaz de:

Definir y explicar qué es una anualidad diferida

Identificar y plantear operaciones que puedan resolverse
mediante los métodos de las anualidades diferidas
Planear y resolver problemas de anualidades diferidas que
impliquen el clculo de:

Monto

Valor actual

Renta

Plazo

Interés

Tasa de interés

Plantear y resolver problemas de anualidades diferidas que
impliquen operaciones equivalentes

Resolver ejercicios y aplicaciones de anualidades diferidas
utilizando la hoja de célculo de Microsoft® Excel®

o
o
o
o
o
o
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CAPITULO 6 Anualidades diferidas

Introduccién

Ya se han explicado los casos de las anualidades simples, ciertas, vencidas e inmediatas y las antici-
padas en los capitulos 4 y 5. En éste se analizan las anualidades diferidas.

Al igual que en el capitulo anterior, se reduce el analisis a las anualidades simples y ciertas, ya
que sus contrapartes, los casos generales y contingentes, son materia de otros capitulos.

Tal como se vio al presentar la clasificacion de las anualidades, las diferidas surgen del criterio
de clasificacion referente al momento en que se inician los pagos o abonos.

Las anualidades diferidas son aquellas en las que el inicio de los cobros o depositos se pospone
para un periodo posterior al de la formalizacidn de la operacién. Al igual que con las anualidades
anticipadas, tampoco se requieren nuevas férmulas, ya que se manejan las mismas expresiones que
se utilizan para las anualidades simples, ciertas, vencidas e inmediatas. Solo es necesario hacer las
modificaciones pertinentes para considerar la postergacion del inicio de los pagos o depdsitos, y de
esta manera, plantearlas como anualidades simples, ciertas, vencidas e inmediatas.

Monto y valor actual

Se ilustran estos conceptos a través de los siguientes ejemplos:

En octubre, un almacén ofrece al publico un plan de venta de “Compre ahora y pague después”
Con este plan el arquitecto Servin adquiere un escritorio, que recibe el 1 de noviembre, y que debe
pagar mediante 12 mensualidades de $180 a partir del 1 de enero del afio siguiente. Si se considera
un interés de 36% anual convertible mensualmente, ;cual es el valor al contado del mueble?

SoLUCION:
1 nov. 1 dic. 1 ene. 1 feb. 1 nov. 1 dic.
I i i i - i I
C 180 180 180 180

El pago se pospone durante un periodo. Si consideramos sélo los 12 pagos (de enero a di-
ciembre del aflo siguiente):

— -12 _ —-12
:1801 (1+0.36/12) :1801 (1.03)
i 0.36/12 0.03
C=180(9.954004) = $1791.72

Es decir, $1 791.72 seria el valor al 1 de diciembre, ya que se calculé el valor actual de una
anualidad vencida (la férmula de siempre) durante 12 periodos, y el inicio del primero de ellos es,
precisamente, el 1 de diciembre. Lo tinico que resta hacer es calcular el valor actual de 1 791.72 en
un mes atras, que es cuando el comprador recibi6 el escritorio.

C=1791.72(1.03)" =1 791.72(0.970874)
C=1739.54

Y, €én resumen:

1-(1.03)712

C=180 (1.03)7!

C=180(9.954004)(0.970874)
C=$1739.54

Como puede verse en este ejemplo y los restantes del capitulo, en el caso de las anualidades
diferidas lo que se hace es encontrar el valor actual (o0 monto) de la anualidad vencida e inmediata
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correspondiente (1 791.72 en este caso) y luego trasladarla tantos periodos hacia atrds como sea
necesario. Esto es, en otras palabras, el planteamiento de la ecuacion de equivalencia apropiada.

Calcular el valor actual de una renta semestral de $6 000 durante 7 afos, si el primer pago semes-
tral se realiza dentro de 3 afios y el interés es de 17% semestral.

SoLUCION:
Semestres
Hoy 1 2 3 4 5 6 7 17 18 19
I S N A FR A N A | |
6000 6000 6000 6 000 6 000

Aunque ya hemos sefialado y apreciado su importancia, conviene aqui destacar la utilidad de
los diagramas de tiempo y valor para representar las caracteristicas de las situaciones que se ana-
lizan, ya que en este ejemplo hubiera sido facil caer en la conclusién de que el tltimo pago sera
en la fecha 20 y no la 19, que es la correcta. Como se ve en la grafica, “durante 7 afios” equivale a
“durante 14 semestres” y 14 pagos semestrales que se inician al final del sexto periodo (“dentro de
3 afios”) terminaran con el pago realizado al final del periodo 19 (para verificar esta afirmacion
se sugiere contar los pagos uno por uno). Entonces:

1-(1.17)™

C=6000 1.17)>

C=6000(5.229299)(0.456111)
C=14310.85

Observe también que aun cuando se hacen 14 pagos de $6 000 su valor actual es sélo ligera-
mente superior al de dos de ellos (14 310.85) por la elevada tasa de interés y el prolongado plazo.

+Cudl es el monto de la anualidad planteada en el ejemplo 6.2.2? En forma grafica de nuevo:

1 2 3 4 5 6 18 19

6000 6000 6000

El monto se puede calcular como el de una anualidad vencida, y en este caso la posposicién
en realidad ya no tiene efecto sobre el comportamiento de la anualidad. Por ello, la consideracién
de sila anualidad es diferida o inmediata carece de interés cuando lo que se requiere determinar
es el monto:

1+i)" -1
Mo gL =1
i
1.17)% -1
M= 6000¥ =6000(47.102672)
M =282616.03

¥, ya que conocemos el valor actual de la operacion, se puede también calcular el monto como el
valor a futuro del valor actual, o:

M=$14310.85(1.17)"° = 14 310.85(19.748375)
M = $282 616.03
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EJEMPLO 6.2.4

El 12 de enero una persona acuerda pagar su deuda mediante 8 pagos mensuales de $3 500, el
primero de los cuales lo debe efectuar el 12 de julio del mismo aiio. Si después de realizar el quin-
to pago deja de hacer dos pagos, ;qué monto Unico debera entregar al vencer el ltimo pago
pactado originalmente para saldar completamente su deuda, si el interés es de 21.60% con capi-
talizacién mensual?

SOLUCION:

1 2 3 4 5 6 7 8

12ene. 12jul.  12ago. 12sep. 12oct. 12nov. 12dic. 12ene. 12 feb.

Lo pactado
3500 3500 3500 3500 3500 3500 3500 3500

Lo sucedido

3500 3500 3500 3500 3500 — — ?
0.2160
i= =0.0180
12
El monto de su deuda al 12 de febrero seria:
8 _

M=3 500% =29 828.95
M =2$29 828.95

El valor de lo que en realidad pagd, también al 12 de febrero, seria:

(1.0180)° —

1
M =3500 (1.0180)°

M =3500(5.183269)(1.054978)
M =$19138.82
Por lo tanto, lo que debe pagar el 12 de febrero para saldar su deuda es:

29 828.95-19 138.82 = $10 690.13

Resumiendo en la ecuacion de valores equivalentes correspondiente, si denotamos por x el
pago que se debe hacer:

3500(1.0180)% —1 1.0180)° -1
X = (—) —3500 %(1.0180)3 =$10690.13
0.0180
menos
El valor de la deuda el valor de lo pagado al 12 de
a su vencimiento febrero, inmediatamente
(12 de febrero del antes de hacer el
segundo afio) pago final

Renta, plazo, interés y tasa de interés

El 14 de mayo del aflo 1 se depositaron $100 000 en un fondo de inversiones con el objeto de re-
tirar 10 mensualidades a partir del 14 de febrero del afio 3. Si los intereses que gana la inversion
son de 17.52% capitalizable cada mes, hallar el valor de las mensualidades que se podran retirar.



6.3 Renta, plazo, interés y tasa de interés 179

SOLUCION: i=0.1752/12=0.01460
1 2 8 9 10
14-V-1 14-VI-1 14-XII-2 14-1-3 14-11-314-111-3 14-1X-314-X-314-XI-3
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
X X X X X

’ 10 mensualidades vencidas ‘

La ecuacion de equivalencia seria, utilizando como fecha focal el 14 de mayo del afio 1:

1-(1.01460)71°
0.01460

¢ J | J
v v

1 2

100000 = X (1.01460)7%°

En donde (1) nos daria el valor actual de una renta vencida al 14 de enero del afio 3, cantidad
que, multiplicada por (2), nos daria el valor actual al 14 de mayo del afio 1, que es cuando se hizo
el depdsito. Observe que esta expresion es equivalente a:

1-(1.01460)71°
0.01460

en donde el primer término nos da el valor de la inversién al 14 de enero del afio 3, y algebraica-
mente esta ultima expresion se obtiene multiplicando ambos términos de la primera expresién
por (1.01460)%. [Para el segundo término, (1.01460) % (1.01460)* = (1.01460)°=1] y,

100000(1.01460)%° = X
| N

1-(1.01460)71°
0.01460
100000(1.336279) = X(9.241758) y

X = 100000(1.336279)
9.241758

100000(1.01460)*° = X

=$14459.19

El valor al contado de una mesa de billar es de $22 000. Se puede adquirir a crédito mediante 6
pagos bimestrales, el primero de los cuales debe realizarse 6 meses después de la adquisicion. Si
el interés que se carga es de 4% bimestral, ;de cuanto deben ser los pagos?

SOLUCION:
b
0 1 2 3 4 5 6 8 9 Bimestres
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
22 000 X, X, X, X, X, X,
1-(1.04)°°
22000 (1.04)>’=X #
0.04

22 000(1.04)? es el monto al término del segundo bimestre. Esta cantidad equivale al valor actual
de los pagos bimestrales, planteados éstos como una anualidad vencida:
22000(1.0816) = X (5.242137)
X 22000(1.0816)
5.242137

=4539.22



180 CAPITULO 6 Anualidades diferidas

Planteado de la otra manera:

il
0 1 2 3 4 5 6 8 9
| | | | | | | | |
| 1 1 1 1 | 1 1 !
22000 X, X, X, X, X, X,

__—
—~—
I
—
—
b
—
—
—
—

22000 = (1.04)2{;(1—(1-04)’6}

0.04
22 000 = (0.924556)[X(5.242137)]

_ 22000 _ 22000
(0.924556)(5.242137)  4.846650

=$4539.22

Si se depositan hoy $8 000 en una cuenta de inversiones que paga 6% capitalizable mensualmen-
te, ;cudntos retiros mensuales de $500 se podran hacer comenzando dentro de 6 meses?

SOLUCION: i=0.06/12 =0.005
0 1 2 3 4 5 6 7 n
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
8 000 500 500 500

Primero se calcula el valor del depésito inicial al final del quinto mes:
8 000(1.005)° = 8 202.01
Ahora podemos plantear una anualidad vencida:
1-(1.005)™"
0.005

8202.01=500

| 8202.01(0.005)
500

0.91798 = 1.0057"

=1.0057"

—nlog 1.005 =1og 0.91798

_log0.91798 0.037167

n= -
log 1.005 0.002166

=17.159280

La respuesta matematica seria entonces 17.16 retiros, y en la practica lo que se puede hacer
es, como se ha visto antes:

a) Retirar 17 mensualidades de $500 y una decimoctava de:

1.005)7 -1
x= {8 202.01(1.005)” — 500 ;}(1.005)
.005
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x=(8927.78 — 8 848.65)(1.005)
x=79.13(1.005) = $79.53

b) Retirar 16 mensualidades de $500 y una decimoséptima de:

(1.005)'° —1

8 202.01(1.005)'¢ —500 =8883.36—-8307.12=$576.24

EJEMPLO 6.3.4

Pedro Paramo contrae hoy una deuda de $10 075 que debe pagar mediante un abono de $3 000
dentro de 3 meses y, después, tantos pagos mensuales de $725 como sean necesarios hasta saldar
el total, comenzando dentro de 6 meses. Si el interés al que se contrat6 el préstamo es de 37.68%
capitalizable mensualmente, ;cuantos pagos mensuales debe hacer?

SOLUCION: i=0.3768/12=0.0314

Hoy 1 2 3 4 5 6 7 n
| | | | | | | |
I I I [ I I [ [ ’
10 075 3000 725 725 725

Valor de la deuda en el momento de hacer el pago de $3 000:

10 075(1.0314)* — 3 000 =
11 054.18 — 3 000 = 8 054.18

El valor de este saldo de la deuda al quinto mes es equivalente al valor actual de las » mensualida-
des de $725. Para determinarlo se calcula dicho valor a partir del que se determind al tercer mes:

$8 054.18(1.0314)* = $8 567.92

Ahora, para calcular el numero de pagos:

_ —Hn
8567.92= 725 = (L0314 "
0.0314
8567.92(0.0314
8567.92(0.0314) _, _ —(1.0314)™"
725

(1.0314)™ = 0.628920
—nlog (1.0314) =log 0.628920

_ log 0.628920 a —0.201405
log1.0314 0.013427
n=15

Si para pagar una deuda de $25 000 se hacen 5 pagos mensuales de $7 000 comenzando 8 meses
después de formalizar la operacion, scual fue la tasa de interés que se cobré?
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SOLUCION:

9 10 11 12 Meses

|
[
00 7 000 7 000 7 000 7 000

)
—
~
o

[ R

25000 7

1-(1+i)>

1

25000(1+i) =7000

1-(1+i)> 25000
i(1+i) 7000

=3.571429

¥, al igual que hicimos antes con las anualidades vencidas e inmediatas, debemos ensayar
valores de i en
1-(1+i)™
i(1+i)
para encontrar dos entre los cuales se encuentra 3.571429, y después aproximar i mediante una
interpolacion lineal:

1-(1+i)7
i(1+i)
esigual a Sii=0.05 =3.076878
i=0.04 =3.383019
i=0.03 =3.723721
i=0.035 =3.548790
i=0.034 =3.583026
y para interpolar entre estos dos valores:
0.034 i 0.035
| | |
[ [ |
3.583026 3.571429 3.548790

i—-0.034  3.571429-3.583026
0.035-0.034 3.548790-3.583026
i—0.034

0.001
i=0.034+0.338737(0.001)

i=0.034339

=0.338737

1—-(1.034339)
0.034339
31665 ~ 31 664.64

Comprobando: 25000(1.034339)” = 7000

Por lo tanto, el interés fue de 3.43% mensual, aproximadamente.

EJEMPLO 6.3.6

El 3 de marzo, el sefior Copoya adquirié un departamento en condominio por el cual debia pa-
gar, aparte de cierta cantidad semestral, un enganche de $450 000. Para el pago, el vendedor le
ofreci6 recibir $150 000 en aquella fecha, en el momento de la entrega del inmueble, y después
otros 3 pagos mensuales de $110 000, a partir del 3 de junio del mismo afio. ;Cudl fue el interés
anual capitalizable mensualmente que pagé el sefior Copoya?
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SOLUCION:
3 mar. 3 abr. 3 may. 3jun. 3 jul. 3 ago.
| | | | | |
| | | | | |
450 000 110 000 110 000 110 000
-150 000
300 000
1-(1+i)73
300 000(1+i)*> =110 000#
1
300000 1-(1+i)7
WD
110000  i(1+i)?
Ensayando valores:
_ -3
siiz003 4D —2.666237
i(1+i)?
i=0.025 =2.718404
i=0.020 =2.771898
i=0.024 =2.728996
i=0.0245 =2.723693
Interpolando:
0.024 i 0.0245
| | |
| | |
2.728996 2.727272 2.723693
i=0.024  2.727272-2.728996
0.0245-0.024 2.723693—2.728996
120024 _ ) 325099
0.0005
i=0.024 + 0.325099(0.0005)
i=0.024163
1-(1.024163)
Comprobando: 300 000(1.024163)* =11 000¥

0.024163
314672.96 =314672.14

Por lo tanto, el interés que se pag6 fue de

0.024163(12) = 0.289956

Es decir, 29% anual capitalizable cada mes, aproximadamente.

’ Ejercicios del capitulo 6

Explique qué es una mensualidad simple, cierta, vencida y diferida.
Dé un ejemplo de una anualidad simple, cierta, vencida y diferida.

183
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Una persona que cumple hoy 33 afos desea depositar en una inversion, que rinde 6%
anual capitalizable mensualmente, una cantidad que le permita recibir $10 000 mensuales
durante 20 afios, a partir del dia en que cumpla 40 afios. ; Cuanto debe depositar?

sA qué cantidad anual pagada por anticipado equivalen 3 pagos bimestrales de $2 000 rea-
lizados al principio de cada uno de los tltimos 3 bimestres del afio si el interés es de 14.4%
anual capitalizable bimestralmente?

El 2 de mayo del afio 1 se depositan $15 000 y a partir del 2 de noviembre del afio 3 y hasta
el 2 de mayo del afio 5 se depositan cada 6 meses $8 000 en una cuenta que abona 8% se-
mestral. ;Cudnto se habrd acumulado al 2 de noviembre del afio 10?

sQué cantidad pagada durante cada uno de 5 trimestres es equivalente a $5 000 pagados
21 meses antes de realizar el primer pago trimestral, si el interés es de 16.9% capitalizable
trimestralmente?

;Qué cantidad pagada durante cada uno de 5 trimestres es equivalente a $5 000 pagados 21
meses después de realizar el primer pago trimestral, si el interés es de 16.9% capitalizable
trimestralmente?

sQué relacidn existe entre las respuestas a los dos problemas anteriores?

Un comerciante va a invertir $100 000 en un lote de suéteres. La compra la va a hacer el 21
de abril y tiene un contrato para vender la mercancia el 21 de diciembre del mismo afio, y
cobrar mediante 3 pagos bimestrales iguales, el primero el dia de la venta. Si desea ganar
2.5% bimestral sobre su inversion, ;de qué cantidad deben ser los pagos?

En el caso del problema anterior, encuentre el valor de la utilidad del comerciante en el
momento de hacer la venta.

Un automdvil que vale $139 500 se vende mediante un enganche de 50% y el saldo en abo-
nos mensuales de $3 751 comenzando 6 meses después de la compra. Si el interés es de 18%
capitalizable mensualmente, ;cuantos abonos mensuales deben hacerse? Senale la solucion
matemadtica y la solucién practica.

sCudantos depdsitos de $2 500 realizados al principio de cada semestre son equivalentes a
un monto de $34 725.42 que se retira 3 semestres después de realizado el ultimo deposito
si el interés es de 10% semestral?

Una persona debe pagar $11 000 dentro de 6 meses. ;Con cudntos pagos bimestrales de
$2 187.63 podria liquidar su adeudo si el interés es de 19.76% convertible cada 2 meses, y
realiza el primer pago dentro de 12 meses?

Para pagar $6 000 que vencian el 14 de julio, el sefior Martinez abona 5 mensualidades de
$1 349.43, la Gltima el 14 de enero del siguiente afio. ;Cual fue la tasa de interés mensual
que pago?

Determine cudl de las dos siguientes operaciones fue contratada con una tasa efectiva
anual mads alta, si se trata de una deuda de $3 500 contraida hoy:

a) Pagar 15 mensualidades de $295 comenzando dentro de 6 meses.
b) Pagar 8 abonos bimestrales de $540, comenzado dentro de 6 meses.

Se obtiene un préstamo refaccionario por $5 millones para la adquisicién de maquinaria.
sCudl es el importe de cada uno de los pagos mensuales si el plazo de pago es de 3 afios y
el banco concede 6 meses de gracia en el pago de interés y capital? La tasa de interés es de
23.29% convertible mensualmente.

Una empresa inmobiliaria solicita un préstamo para llevar a cabo la construccién de una
casa. El banco le concede $3 millones, los cuales debera liquidar en un plazo de 2 afios, con
6 meses de gracia. Si la tasa de interés aplicable a este tipo de préstamo es de 26.4% anual
convertible mensualmente, ;cual es el monto de cada uno de los 18 pagos mensuales que
debera realizar la constructora?

;Cudl es el pago mensual del problema anterior si la tasa de interés aplicable es la de la TIE
(tasa interbancaria de equilibrio) mas 8 puntos?

A fin de prepararse para el primer pago que debe efectuar, la empresa inmobiliaria del
ejercicio 17, decide efectuar tres depdsitos mensuales, a partir del cuarto mes posterior a
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aquel en que le otorgaron el préstamo, en una cuenta de inversién que paga 12.6% de inte-
rés anual convertible mensualmente. ;De qué importe deben ser los depdsitos para que la
empresa pueda cubrir con el monto que se acumule el primer pago del préstamo?

Juan Gabriel decide adquirir 4 llantas nuevas para su camioneta. La llantera le ofrece una
promocion exclusiva para clientes distinguidos, por la cual paga el importe de las mismas
mediante 6 abonos mensuales, iniciando los pagos 3 meses después de la compra. ;Cual es
el importe de los pagos si el precio al contado de las llantas es de $11 600 y la llantera cobra
1.4% de interés mensual?

Uso de Excel

En el ejemplo 6.2.1, un arquitecto comprd un escritorio, que recibié el 1 de noviembre y que debe
pagar con 12 mensualidades de $180, a partir del primero de enero del afio siguiente. La pregunta es:
scudl es el valor del mueble con una tasa de 36% convertible mensualmente?

La respuesta se encuentra mediante el siguiente planteamiento en Excel:

=(1.03/(-1))*(VA(0.03,12,-180))

en donde “VA(0.03,12—180)” es el valor actual de los 12 pagos, que arroja su valor actual al primero
de diciembre, valor que se multiplica por “(1.03A(~1))” para encontrar el valor al 1 de noviembre,
$1 739.53, que es el valor que se buscaba y que difiere en un centavo del valor asentado en el texto,
por cuestiones de redondeo.

En el ejemplo 6.2.2 se busca el valor actual de una renta de $6 000 semestrales durante 7 afos,
realizando el primer pago dentro de 7 afios, a una tasa de 17% semestral. Con Excel:

=(1.177(-5))*(VA(0.17,14,-6000))

lo que produce el valor de $14 310.85 que se busca y la estructura del planteamiento es igual a la del
ejemplo anterior.

En el ejemplo 6.2.3 se pide encontrar el monto correspondiente al ejemplo anterior. Con Excel,
simplemente, es el célculo del monto correspondiente ya que, para esto, la posposicién de los pagos
no tiene efecto alguno sobre ese monto: $282 616.03

=VF(0.17,14,-6000).

El ejemplo 6.2.4 plantea que una deuda pactada el 12 de enero se debe pagar mediante 8 pagos
mensuales de $3 500, a partir del 12 de julio del mismo afio. Después de realizar el quinto pago, se
dejan de hacer dos de ellos. Es necesario determinar qué pago tinico se deberd hacer al vencimiento
del dltimo pago pactado para saldar la deuda, con tasa de 21.6% capitalizable mensualmente.

El ejemplo se resuelve encontrando la diferencia entre lo pagado y lo que se debe al 12 de febre-
ro, la fecha de vencimiento de la deuda. Con Excel:

=VF(0.018,8,-3500) — (VF(0.018,5,-3500))*(1.01813)

cuyo resultado es $10 690.13, que es el saldo que se busca.

En el ejemplo 6.3.1 se trata de determinar el valor de 10 mensualidades que se desea retirar a partir
del 14 de febrero del afo 3 si se depositaron $100 000 el 14 de mayo del afio 1 en un fondo de inver-
siones que rinde 17.52% capitalizable mensualmente.

Se plantea aqui otra manera de resolver el mismo ejercicio y, ademas, utilizando Excel:

De acuerdo con el planteamiento, el Gltimo de los 10 retiros se haria el 14 de noviembre del aiio
3. Si se encuentra el monto del depdsito inicial a esta fecha, se tendria, a la vez, el monto de las 10
mensualidades que se desea retirar y, entonces, el planteamiento seria:

185
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1.0146'° —1
100000(1.0146)*° = XW =100000(1.544705666) =154 470.57
01

que, con Excel se resuelve de la siguiente manera:
=PAGO(0.0146,10,,154470.57)

que produce el valor de la renta que se busca, que es de $14 459.14. En la funcién anterior es necesario
observar que entre el “10”, que es el nimero de mensualidades que se van a retirar y el “154 470.57”
que es el monto acumulado con el depésito inicial al 14 de noviembre del afio 3, hay dos comas,
la primera para sefialar que no se anota el valor actual y la segunda para colocar después de ella el
monto de la anualidad, tal como lo requiere la sintaxis de la funcién.

En el ejemplo 6.3.2 se trata de encontrar el valor de cada uno de 6 pagos bimestrales que es ne-
cesario hacer, el primero de ellos 6 meses después de adquirir una mesa de billar que tiene un precio
de $22 000 con intereses de 4% bimestral.

Para determinar el valor de estos pagos se requiere determinar el valor acumulado de la mesa
de billar, 2 bimestres después de su adquisicion, que seria el valor actual de la renta simple, cierta,
vencida e inmediata que se requiere para liquidar la deuda.

Asi, =PAGO(0.04,6,(22 000*(1.04/2))) produce el valor de $4 539.22 que se desea, en valor ne-
gativo, tal como se comenta antes, dado que Excel sefiala que se trata de una erogacion.

Observe en la expresion anterior que (22 000*(1.04/2)), que es el tercer elemento de la funcion
“PAGO” separado por comas, equivale al valor actual de esta funcién y es, al mismo tiempo, el valor
del mueble dos bimestres después de haber sido adquirido. Es necesario destacar que los pardme-
tros de las funciones de Excel, como el valor actual en este caso, pueden ser determinados por otros
céalculos y no necesariamente valores ya dados.

En el ejemplo 6.3.3 se desea determinar el niimero de retiros mensuales de $500 que se pueden
hacer, comenzando seis meses después, de una cuenta de inversiones que paga 6% capitalizable men-
sualmente y en la que se depositan hoy $8 000.

Y, para plantear estas condiciones en forma de una anualidad simple, cierta, vencida e inmedia-
ta, se requiere encontrar el monto de $8 000, cinco meses después y utilizar este monto como el valor
actual de la anualidad. La funcién de Excel que se requiere es NPER, que da, precisamente, el nimero
de periodos de una anualidad. Se determina n mediante la siguiente funcién de Excel:

=NPER(0.06/12,-500,(8000*((1+(0.06/12))A5)))

que arroja el valor de n =17.158711 que es practicamente igual al que se encontrd antes con la calcu-
ladora. El resto del procedimiento es igual al descrito: se pagarian 17 mensualidades de $500 y una
final de $381.76.

En el ejemplo 6.3.4 se debe calcular cuantos pagos mensuales de $725 debe realizar el sefior
Paramo, comenzando dentro de 6 meses, para liquidar una deuda de $10 075 que contrae hoy (valor
actual), si, ademas, realiza un abono de $3 000 dentro de 3 meses y el interés pactado es de 37.68%
capitalizable mensualmente.

Aqui se requiere encontrar el valor de la deuda al tercer mes, para restarle los $3 000 del pago
parcial (abono) y luego llevar este valor dos meses adelante, con lo que se tiene el valor actual de la
renta de $725 que se va a pagar a partir del sexto mes.

La funcidn:

=NPER(0.3768/12,~725,((10075*((14+(0.3768/12))A3))—3000)* ((1+(0.3768/12))A2))

arroja el valor 14.9998 que es, practicamente, 15 y es, a la vez, el valor de n que se busca.

Sin embargo, en este caso vale la pena hacer notar que es considerablemente laborioso construir
la funcién de Excel, sobre todo por la abundante cantidad de paréntesis que es necesario utilizar.

Aqui si resulta mds sencillo resolver el ejemplo mediante el empleo de una calculadora pero, por
otro lado, también es importante recordar que aunque en ocasiones, como ésta, construir la funcién
puede parecer demasiado laborioso, si se requiere hacer cdlculos similares en forma repetida, una
vez construida la funcién su uso puede facilitar el trabajo.

En el ejemplo 6.3.5 se pide determinar la tasa de interés que se cobra al pagar una deuda de
$25 000 mediante 5 pagos mensuales de $7 000, comenzando 8 meses después de realizada la ope-
racion.
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La funcién de Excel que se podria utilizar es “TASA” pero, como se trata de una anualidad di-
ferida, no se puede aplicar. Se vio en el capitulo 6 que este ejemplo conduce a la siguiente ecuacion:

1-(1+i7°
25000(1+7) =70001~ L)
1
que se simplifica a:
(14
1057 3 571420
i(1+i)

Esta ecuacion se resolvi6 ensayando en una calculadora valores de i hasta encontrar una aproxi-
macion satisfactoria y terminando por hacer una interpolacién entre dos valores cercanos.

Se puede llegar a una aproximacion satisfactoria, sin necesidad de interpolacion, si se captura
la ecuacion en Excel y se hacen ensayos hasta llegar a la aproximacion con el grado de precisién que
se requiere.

La ecuacion en formato de Excel es:

=(1-(1+A1)A(=5))/(A1*(1+A1)A7)

Si se anota esta ecuacién en la celda, por ejemplo, B1, y se anota 0.03 en la celda A1 se obtiene el
valor 3.72372104, que es superior al 3.571429 que se busca. Entonces se copia la ecuacion a la celda
B2, con lo que se convierte en:

=(1-(1+A2)7(=5))/(A2*(1+A2)A7)

Ahora se anota 0.04 en la celda A2, con lo cual se obtiene el valor 3.38301909 que es menor al
que se busca. Y, asi, se sabe que la i que se busca esta entre 0.03 y 0.04. Ahora se puede copiar la fér-
mula a numerosos renglones de la columna B e ir ensayando valores en la columna A hasta encontrar
el que se busca, con el nivel de precision deseado.

En el ejemplo 6.3.6 se busca determinar la tasa de interés que pagé un Sr. Copoya al pagar un
enganche de $300 000 (después de haber dado un pago inicial de $150 000) mediante tres pagos
mensuales de $110 000, empezando tres meses después de haber formalizado el trato. Este ejemplo
condujo a la siguiente ecuacion:

1-(1+i?)
i(1+1)?

=2.727272

que, como puede verse, tiene la misma forma que la ecuacion del ejemplo anterior. El procedimien-
to que se sugiere seguir es también igual al que se us6 en el ejemplo 6.3.5 y se comienza planteando
la ecuacidén en Excel, que seria:

=(1-(1+A2)A(=3))/(A2*(1+A2)"2)

Luego se repite el proceso de ensayar valores copiando la férmula en diversos renglones.

En este capitulo se explicaron las anualidades diferidas, que
son aquellas en las que se pospone el inicio de los cobros o
depositos para un periodo posterior al de la formalizacion
del trato.

Este tipo de anualidades pueden resolverse mediante el
empleo de las mismas férmulas ya conocidas de las anuali-
dades simples, ciertas, vencidas e inmediatas, simplemente
haciendo las modificaciones necesarias para considerar la

posposicién de los pagos. Esto da lugar al planteamiento de
una ecuacion de equivalencia apropiada.

Se observé que en el célculo del monto, la posposiciéon o
diferimiento de las rentas no tiene efecto sobre el comporta-
miento de la anualidad, y que se puede determinar en forma
directa con la férmula del monto de las anualidades simples,
ciertas, ordinarias y vencidas.
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Comprobacion del capitulo

Siha leido el capitulo completo, el lector debe:

« Identificar y explicar las caracteristicas distintivas de las
anualidades diferidas.

o Identificar y plantear situaciones que puedan represen-
tarse mediante anualidades diferidas.

 Resolver ejemplos de aplicacion de este tipo de anuali-
dades y que impliquen el célculo de:

© Monto
© Valor actual o capital

O Términos y conceptos importantes

o Anualidades diferidas.

Ejercicios complementarios

o Renta

o Plazo

O Interés

O Tasa de interés

Resolver ejercicios y aplicaciones de anualidades diferi-
das utilizando la hoja de cdlculo de Microsoft® Excel®.

1. sEn qué se diferencian las anualidades diferidas de las
anticipadas?
2. Dé un ejemplo de una anualidad simple, ciertay
a) vencida e inmediata,
b) diferida,
¢) anticipada,

3. ;Por qué es posible utilizar las férmulas de las anualida-

des simples, ciertas, vencidas e inmediatas para resolver

problemas de anualidades diferidas?

4. ;Cudl es el valor actual de una serie de 12 pagos trimes-
trales de $8 350, el primero dentro de 9 meses, si el inte-
rés es de 18% convertible trimestralmente?

se comienzan a hacer pagos mensuales de $1 000 du-

rante un semestre. ;Cudl serd el monto de lo invertido
2 afos después de hecho el deposito inicial si el interés

asciende a 1.33% mensual?

$65 000, 10 pagos bimestrales de $16 754.63 comenzan-

do dentro de 10 meses y un pago final de $27 890.40
dentro de 2 anos y medio. ;Cudl es el valor al contado
del automovil si se realiza la compra con intereses de

21% capitalizable mensualmente?

pagar mediante 4 pagos semestrales de $22 800 comen-
zando dentro de un afio, a 18% capitalizable semestral-

mente. Si desea liquidar su deuda mediante un solo pago

realizado dentro de 4 afios, ;qué cantidad debe pagar?

Se hace hoy un depésito de $5 000, y dentro de un afio

Se adquiere un automoévil mediante un enganche de

La Comercial, S.A., contrae hoy una deuda que debe

;Cuadl de las dos siguientes operaciones arroja un valor
actual mas elevado?

a) Una serie de 12 pagos mensuales de $1 000 co-
menzando dentro de 8 meses, a 2% mensual.

b) Un conjunto de 7 pagos bimestrales de $1 800 co-
menzando dentro de 4 meses, a 4% bimestral.

El4 de enero se depositan $30 000 en una cuenta de inver-
siones. A partir del 4 de marzo del mismo afio se comien-
zan a hacer depdsitos bimestrales de $6 500, realizando el
ultimo el 4 de noviembre del mismo afio. Si la inversion
rinde 7.2% anual convertible bimestralmente, ;cudnto
se habra acumulado el 4 de abril del afo siguiente?

. ;Con qué cantidad pagada cada mes durante un aio,

comenzado dentro de 6 meses, se puede liquidar una
deuda de $48 000 contraida el dia de hoy, si el interés es
de 1.83% mensual?

. El licenciado Marquez debe pagar dentro de 12 meses

la anualidad de un inmueble que adquiri6 a crédito. Su
importe es de $18 500. Decide hacer 3 depdsitos bimes-
trales, el primero de ellos dentro de 2 meses, para pagar
con lo que se acumule. Si puede colocar sus dep06sitos a
2% semestral capitalizable bimestralmente, ;de cuanto
deben ser sus depdsitos?

. Al jubilarse, un empleado puede optar por recibir

$155 000 un afio antes de su jubilacién, o 24 mensua-
lidades a partir del momento de jubilarse. Si se calcula
el interés a 8.4% convertible mensualmente, ;de cuanto
serian las mensualidades que recibiria?



. Sise comienzan a hacer depdsitos de $3 750 trimestrales

dentro de 6 meses y se acumulan $51 953.19 con interés
de 10.30% con capitalizacion trimestral, ;cudntos depo-
sitos se realizaron?

. La doctora Neri debe pagar dentro de 6 meses la can-

tidad de $40 000. Si acuerda con su acreedor pagar su
deuda mediante abonos bimestrales de $7 000 comen-
zando dentro de 10 meses, ;cuantos pagos bimestrales
de esa cantidad tendria que hacer, y qué pago final me-
nor debe hacer para saldar su obligacidn, si el interés es
de 19.6% capitalizable bimestralmente?

. En la compra de un refrigerador que tiene un precio al

contado de $9 750 se pagan $3 250 de enganche y el sal-
do con mensualidades de $415.14 comenzando dentro
de 6 meses. Si el interés es de 11.70% capitalizable cada
mes, y se compra el aparato el 15 de octubre del aflo 1,
sen qué fecha se termina de pagar?

. Una persona invierte hoy $30 000 en un negocio que le

pagara 8 abonos semestrales de $13 500 comenzando
dentro de 2 afos. ;Qué rendimiento anual efectivo tuvo
la inversion?

. A qué interés nominal anual convertible mensual-

mente tendrian que colocarse 10 abonos anticipados
mensuales de $2 000 para que produzcan un monto de

Renta, plazo e interés

o Teoria de la renta, casos y problema 12.

18.

19.

20.

21.

22.
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$30 000 exactamente 12 meses después de colocar el ul-
timo abono?

Un agricultor solicita un préstamo de avio para la com-
pra de fertilizantes. El banco le otorga $60 000 a pagar
en 12 meses con un periodo de 3 meses de gracia. ;Cual
sera el importe de las mensualidades si la tasa de inte-
rés es igual al CPP (costo porcentual promedio) mas 6
puntos?

Facundo se vio en la necesidad de renegociar una deu-
da bancaria que ascendia a $287 324. Solicita un respiro
al banco y éste le concede 3 meses de gracia. ;Cual es
el importe de los 9 pagos que, a partir del cuarto mes,
liquidaran la deuda de Facundo, si el banco le cobra un
interés de 28% anual convertible mensualmente?

+Cuadl seria el importe de los abonos del ejercicio ante-
rior si el banco cobra a este tipo de créditos un interés
de CPP (costo porcentual promedio de captacion) mas
10 puntos?

+Cuadl seria el importe de los abonos del ejercicio ante-
rior si el banco cobra a este tipo de créditos un interés
de TIE (tasa interbancaria de equilibrio) mas 10 puntos?
+Cuadl seria el importe de los abonos del ejercicio ante-
rior si el banco cobra a este tipo de créditos un interés
de TIP (tasa interbancaria promedio) mas 10 puntos?

« Anualidades diferidas.
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CAPITULO 7 Caso general de anualidades

Introduccioén

Como se menciond en un capitulo anterior, las anualidades generales son aquellas en las que el pe-
riodo de pago no coincide con el periodo de capitalizacion.

Una persona contrae una deuda de $10 000. Para saldarla, acuerda hacer 6 pagos bimestrales ven-
cidos de x cantidad, que comenzaran dos meses después y con intereses de 15% anual capitaliza-
ble mensualmente.

SOLUCION:
En este caso, el periodo de pago tiene una duracidon de 2 meses, ya que se especifica que los pagos
se haran bimestralmente.

Por otro lado, se anota que el interés es capitalizable mensualmente y, como resulta obvio, el
periodo de capitalizacién es de un mes. Dado que los periodos de pago y de capitalizacién son
distintos, este ejemplo ilustra el caso de una anualidad general. Ya hemos visto en capitulos ante-
riores todos los casos de las anualidades, exceptuando las generales y las contingentes. Como este
tipo se analiza en un capitulo posterior, en éste se revisan, primordialmente, las anualidades ge-
nerales, ciertas, vencidas e inmediatas.

Los casos diferido y anticipado de las anualidades generales se pueden resolver mediante la

combinacién de los métodos de los capitulos anteriores y los que se presentan aqui. Por ello, sélo
para efectos de ilustracion se presentan algunos ejemplos de estos casos en la ultima seccion de este
capitulo. Dada su importancia, vale la pena sefialar desde este momento que:

 La forma mas sencilla de resolver las anualidades generales es modificarlas para que se ajusten
al caso simple, y luego utilizar las férmulas ya conocidas de éstas para encontrar los valores
deseados.

« Existen dos principales maneras de convertir anualidades generales en anualidades simples:

1. Mediante la determinacién de la tasa de interés equivalente.
2. Mediante la determinacion de la renta, o pago periddico, equivalente.

+ Hay dos casos de anualidades generales:

1. El periodo de pago es mas largo que el periodo de capitalizacién o, al revés.
2. El periodo de capitalizacion es mas largo que el periodo de pago.

Abundaremos sobre estas importantes cuestiones en las secciones restantes del capitulo.

Monto y valor actual

Se utiliza un ejemplo sencillo para ilustrar los dos métodos méds comunes para resolver anualidades
generales.

Caso 1. El periodo de pago es mas prolongado que el de capitalizacion.

Encontrar el monto de un conjunto de 4 pagos trimestrales de $5 000, si el interés es de 36% anual
convertible mensualmente.

SOLUCION:
En primer lugar conviene auxiliarse de un diagrama para apreciar mejor las circunstancias:
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$5 000 $5 000 $5 000 $5 000
| | | | | | |
M ; ;1 1 1 |
1 1 2 3 4

M=1?
R=$5000

n =4 trimestres
i=0.36/12 = 0.03 mensual

Observe que las rentas se consideran vencidas (al final de cada periodo de pago) ya que,
como se menciono en la introduccion, nos ocuparemos de anualidades vencidas.

También, como el periodo de pago es de 3 meses y el de interés es de un mes, tenemos un caso
de anualidad general con periodo de pago mds largo que el de capitalizacién, por lo que utilizare-
mos los dos métodos mencionados para resolverla:

a) Determinacién de la tasa de interés equivalente

Como puede verse en la grafica anterior, en cada uno de los trimestres hay tres periodos de capi-
talizacién. Si consideramos un solo trimestre tendriamos que encontrar la tasa trimestral efecti-
va que es equivalente a una tasa mensual efectiva de 3.0%. Este procedimiento, que ya se vio en el
capitulo sobre interés compuesto, seria:

i'=(1+ip-1
i'=(1.03)>-1=1.092727 — 1 =0.092727
donde:

i' =la tasa efectiva por periodo de la anualidad general; en este caso es la tasa efectiva trimestral
(0.092727).
p =numero de periodos de interés por periodo de pago; 3 en este caso.

Ahora, luego de haber determinado la tasa efectiva por trimestre, hemos convertido la anualidad
general en una simple, con:

R=5000
n=4

M=z
i'=0.092727

que se resuelve aplicando la férmula conocida del monto para una anualidad simple:

1+i')" =1
m=pd 1
1!
1.092727)* -1
M=5 ooo¥ =5000(4.591552)
0.092727
M = $22957.76

b) Determinacion de la renta equivalente
Nuevamente, con referencia al diagrama, ilustramos un solo trimestre:

$5 000

| | | |
[ [ [ |
0 R R 1

Dado que se planted el interés capitalizable cada mes, tendriamos que encontrar la renta mensual
durante 3 meses, que sea equivalente a una renta trimestral de $5 000 y, como puede verse en la
grafica anterior, esto no es otra cosa que una anualidad simple con:

M = 5000 (la renta de uno de los periodos de la anualidad general)
i =0.03
p =3

R' =%

193
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y, aplicando de nuevo la férmula ya conocida:

(1+i)" -1
M =R———— pero con la nueva simbologia:
i
M=R A+ -1
i
donde:

R’ es la renta mensual equivalente a una renta trimestral de $5 000.

1.03)* -1
Entonces: 5000=R’ (1.03) = R'(3.090900)
5000
R =——=$1617.65
3.090900

Ahora, se determina el monto de estas rentas equivalentes para el plazo completo de la anualidad

M=z
R=1617.65
n = 4 trimestres por 3 meses cada uno = 12
i=0.03 »
1.03)“ -1
M= 1617.6S¥ =1617.65(14.192029)
M =$22957.74

que es practicamente el mismo resultado que se obtuvo mediante el otro método.

Caso 2. El periodo de pago mas corto que el de capitalizacion.

Determinar el monto de un conjunto de 10 depdsitos mensuales de $2 500, si el interés que se
paga es de 30% convertible semestralmente.

SOLUCION:
Graficamente:
R =$2500 R R R R R R R R R
| | | | | | | | | | | | |
[ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
i=0.30/2=0.15 i=0.15

En la gréfica se aprecia mds claramente que el periodo de capitalizacién (6 meses) es mas largo
que el pago (1 mes). Ahora, para resolverlo mediante los dos métodos empleados antes:

a) Determinacion de la tasa de interés equivalente

Como las rentas son mensuales, es necesario encontrar el interés efectivo mensual equivalente a
15% semestral también efectivo:

(1+i)°=1.15
1+i=1.15"
i=1.15"—1
i=0.023567

¥, el monto de la anualidad:
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M=z
R=2500
i=0.023567 (mensual efectivo)
n=10
1.023567)1 —1
M= 2500% =2500(11.129991)

0.023567
M=$2782497y
b) Determinacion de la renta equivalente

En este caso se determina la renta que coincide con el periodo de capitalizacion de 6 meses; en la
grafica se puede apreciar que esa renta es el monto de las rentas mensuales por semestre:

6 J—
500 1:023567)° 1
0.023567
R =$15912.03

R'=2 =2500(6.364813)

y, para el plazo total de la operacion:

R=$15912.03
n =10 meses = 10/6 semestres = 1.666667 semestres

i=0.15 semestral
(1.15)1:66666667 _

M=15 912.030— =15912.03(1.748676)
.15

M=$27 824.98

que es practicamente igual al resultado anterior.

A continuacién se presentan unos ejemplos de calculo del valor actual.

Calcule el valor actual de la anualidad del ejemplo 7.2.1.
Reproduciremos aqui el diagrama correspondiente:

5000 5000 5000 5000

0 1 2 3 4

SoLUCION: Cc=2?
R=5000
n =4 trimestres
i=0.36/12 = 0.03 mensual

a) Determinacion de la tasa equivalente por trimestre

i' =0.092727
La férmula correspondiente seria:
1-1+i)™"
c-glz(+i)"
i
_ \—4 _ —4 _
ool (1'4,—1 a0l (1092727 L 1-0.701379

i 0.092727 0.092727

C =5000(3.220423) = $16102.12
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Ademas, luego de haber encontrado el monto en el ejemplo 7.2.1, se puede utilizar ese valor para
verificar el que acabamos de encontrar, ya que:

M=C(1+i")"
M =16 102.12(1.092727)* =16 102.12(1.425761)
M =$22957.76

que es practicamente el mismo valor que se encontré antes. Ademas:

b) Determinacion de la renta equivalente por mes
En el ejemplo 7.2.1 se encontrd que:

R'=1617.65
y, el valor actual:
C_Rr 1-(1+i)™"
i
C=1617.65 M =1617.65(9.954004)
C=$16 102.09

que es el mismo valor que se encontré antes (las diferencias se deben a los redondeos).
En este punto, conviene destacar que, para resolver anualidades generales, lo importante con-
siste en:

a) Determinar la tasa equivalente o
b) Determinar la renta equivalente

y después utilizar este valor para plantear una anualidad simple, también equivalente. Debido a
que cualquiera de los dos métodos arroja el mismo resultado, la decision de cudl de ellos seguir
depende sélo de cudl resulte mas comodo al lector.

;Cudl es el monto y el valor actual de un conjunto de 24 pagos bimestrales de $4 500 si el in-
terés es de 5% trimestral efectivo? Utilice la tasa equivalente.

SOLUCION:
Se requiere encontrar qué tasa efectiva bimestral es equivalente a la tasa efectiva trimestral:

(1+i")¥2=1.05
i’ =1.05%*—1=0.033062 efectivamente bimestral
0 (1.033062)** -1
0.033062
M=$161001.68

M =450 =4500(35.778150)

Una vez que se ha determinando el monto, el valor presente es:

C=161001.68(1.033062)>
C=161001.68(0.458107)
C=$73755.96

o, en forma de anualidad:

1-(1.033062)%

0.033062
C=$73755.95

C=4500 =4500(16.390213)

que es practicamente el mismo valor que se encontré por el método del monto.
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sQué pago quincenal es equivalente a uno trimestral de $2 250, si el interés es de 22% capitaliza-
ble semestralmente?

SOLUCION:
En primer lugar hay que observar que 22% capitalizable semestralmente produce 11% efectivo
semestral.

Luego, se determina la tasa quincenal equivalente considerando que hay 12 quincenas por
semestre:

(1+i)2=1.11
i’ =1.11"12 1 = 0.008735

y planteando la anualidad simple equivalente al pago trimestral, se tiene:

1+i"y -1

)

1
(1.008735)° —1

M=R

2250=R = R(6.132561)

0.008735
22
R= (220 =$366.89
6.132561

En este caso debe observarse que no solo eran distintos periodos de pago y de capitalizacién, sino
que también se inclufa otro periodo de pago diferente a esos dos.

Renta

Como ya se habia mencionado, también aqui se convierte la anualidad general en otra simple equi-
valente, y dado que se busca la renta, entonces se utiliza la tasa equivalente.

Un empleado adquiere un seguro para su automovil a través de la péliza grupal de la empresa
donde trabaja. Si el valor del seguro al contado es de $5 750, la vigencia de la pdliza es de 1 ario, el
interés es de 18% capitalizable mensualmente, y va a pagar mediante descuentos quincenales por
némina, jcudnto es lo que le descontaran cada quincena?

SOLUCION:
Aqui hay que encontrar la tasa quincenal equivalente. En este caso, 18% convertible mensualmen-
te equivale a 18/12 = 1.5% mensual efectivo, mientras que la tasa quincenal:

(1+i")?=1.015
i'=1.015"2 -1 = 0.007472
1-1+iH™"
y C= Ri
1"
1-(1.007472)7%*
5750 = R¥= R(21.896534)
0.007472
5750
=$262.60

© 21.896534
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Un empleado desea ahorrar $115 000 en los proximos 2 anos. Si puede hacer dep6sitos semanales
en una cuenta que paga 0.25% mensual efectivo, ;cuanto debe depositar cada semana, si se consi-
deran 48(12 x 4) semanas al afo?

SoLUCION: (1+1i")*=1.0025
i' = 1.0025"4 — 1 = 0.000624
y M =115 000
R=2?
n=96
i = 0.000624
1+i'Y' -1
yo g -1
l'l
1.000624)*° —1
115000 = R¥: R(98.901891)
0.000624
115000
=————=%$1162.76
98.901891

EJEMPLO 7.3.3

Para la compra de un automoévil que cuesta $237 250 se ofrece el siguiente plan:

a) Enganche de 40% del precio de compra.
b) 36 meses de plazo.
¢) 4.65% efectivo trimestral de interés.

;De cuanto tendrian que ser los 36 pagos mensuales?
SOLUCION:
La tasa efectiva mensual es:
(1+i')*=1.0465
i'

=1
=1.0465"° -1 =0.01526577

y el valor actual del adeudo es:

Saldo = precio — enganche = 237 250 — 237 250(0.40)
Saldo =237 250 — 94 900 = 142 350

Por ello, para calcular la renta:

1-(1+i")™" _Rl—(1.015266)‘36
i’ 0.015266
142 350 = R(27.538557)

C=R = R(27.538557)

142350
R=——"—=$5169.12

© 27.538557

Elingeniero Martinez debe hacer 10 pagos bimestrales de $5 650, comenzando dentro de dos me-
ses. Si desea cambiar ese plan de pagos por otro en el que haga 15 pagos mensuales a partir del
proximo mes, y se pactan los intereses a 12% anual efectivo, ;cudl debe ser el importe de los pa-
gos mensuales?
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SOLUCION:
« Primero se debe encontrar el valor actual del antiguo plan de pagos. Para hacerlo se calcula la
tasa equivalente bimestral:

(1+i)°=1.12
i'=1.12"6—1=0.019068
C=R1—(1+i')‘1° =56501—(1.019068)‘1°
i’ 0.019068
C=5650(9.026545)
C=$51000

+ En segundo lugar se determina el valor de los pagos mensuales, para lo cual se debe calcular la
tasa mensual equivalente:

(I+i)2=1.12
i'=1.12"12-1=0.009489

Y, para encontrar la renta:

1—(1+i')™
I e (e
1‘!

1-(1.009489)71°

51000 = R¥ = R(13.920025)
0.009489
51000
R=—""_=$3663.79
13.920025

Tasa de interés y plazo

sA qué tasa de interés efectiva anual tendrian que hacerse 15 depésitos bimestrales de $600 para
que arrojen un monto de $11600 en el momento de hacer el ultimo?

SOLUCION: M=11600

R=600

n = 15 bimestres

i =7? (efectiva anual)
Planteamos la anualidad bimestral:
1+ -1
_ gy -1
i/

1+i)® -1

1

M

11600 =600

(1+i)"* -1 11600
i 600

=19.333333

y, al igual que en capitulos anteriores, se necesita encontrar el valor de i que haga que la expresion

1+ -1

s

1

sea igual a 19.33. Para ello, se ensayan valores de i":
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+1\15
sii=0050  UFDTTL ) 578563
1"
i’ =0.045 =20.784054
i"=0.040 =20.023587
i"=0.035 =19.295681
i"=0.036 =19.438727
i'=0.0355 =19.367047
y ahora se interpola entre i’ = 0.035 e i'= 0.0355
0.035 i’ 0.0355
| | |
[ [ |
19.295681 19.333333 19.367047
i'=0.035 _ 19.333333-19.295681 0527590
0.0355-0.035 19.367047 —19.295681
F20035 _ 527590
0.0005

i"=0.035 + 0.527590(0.0005) = 0.035 + 0.0002638
i'=0.0352638

Entonces, i’ = 0.035264 es la tasa bimestral. Para encontrar la tasa efectiva anual:

j=(1.035264)° -1 =0.231138

j=23.11%

) _EJEMPLO7.4.2
Se depositan hoy $32 000 y se hacen 24 retiros trimestrales de $2 000 comenzando al trimestre
siguiente.

;Qué tasa anual capitalizable semestralmente ganoé el depdsito?

SOLUCION: C=32000
R=2000
n =24 trimestres
1-1+i")™
co g+
1‘!
1—(1+i')72
32000=2 000#
1!
1-(1+i")2* 32000
A+i)" _16
i’ 2000
Ensayando valores:
_ .1\—24
Sii'=0.02 %= 18.913925
i,
i'=0.025 =17.884986
i’ =0.030 =16.935542
i’ =0.035 =16.058368
i’ =0.036 =15.891021
i’ =0.0355 =15.974369
i'=0.0354 =15.991116
i’ =0.03535 =15.999500

i"=0.03530 =16.007890
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Interpolando:
0.03530 i’ 0.03535
I i I
16.007890 16 15.999500
i'=0.03530 16-16.007890

0.03535—0.03530  15.999500—16.007890

72003530 _ ) 9404052
0.00005
i" = 0.03530 + 0.9404052(0.00005) = 0.03530 + 0.000047
i" = 0.035347

Comprobando:
1-(1.035347)*
0.035347

16

Por lo tanto, la tasa trimestral aproximada es 3.53%. Para encontrar la tasa anual capitalizable se-
mestralmente, se calcula la tasa efectiva semestral elevando la tasa trimestral al cuadrado.

i=(1.035347)> - 1=0.071943

mientras que la tasa anual capitalizable semestralmente se determina multiplicando la tasa se-
mestral por dos.

(0.071943)(2) = 0.143886
= 14.39% capitalizable semestralmente.

A continuacién se presentan unos ejemplos de plazo.

Si una persona desea acumular $8 500 mediante depodsitos semestrales de $595.74 en una cuenta
que rinde 2.5% bimestral, ;cuantos depositos debe hacer?

SOLUCION:
En primer lugar se calcula la tasa semestral equivalente a 2.5% bimestral:

i = (1.025)° — 1=0.076891 y
A+ -1

’

M=R
i

(1.076891)" —1
0.076891
. 8500(0.076891)
(1.076891)" = —— = +1=2.0970784
595.74
nlog (1.076891) = log 2.0970784
| _log2.0970784 _ 0321614 _

log1.076891  0.032172

8500=595.74

10
Debera realizar 10 depositos semestrales de $595.74.

EJEMPLO 7.4.4

El arquitecto Méndez debe pagar un préstamo hipotecario que acaba de obtener para construir
un edificio de departamentos en condominio. El importe del préstamo es de $1875 000 y lo debe
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liquidar con pagos mensuales de $125 000 comenzando un mes después. Si el interés pactado es
de 25% anual efectivo, a) scuantos pagos completos debe hacer? b) ;Con qué pago final menor,
realizado un mes después del ultimo pago completo, liquida totalmente el préstamo?
SOLUCION:
a) Encontramos la tasa mensual equivalente a 25% efectivo anual:
(1+i)2=125
i'=1.25"12-1=0.018769
Sustituyendo esta tasa y los demas datos en
1-1+i")™"

H

1
1-(1.018769) "

C=R

1875000=125000

0.018769
1875000 1—(1.018769) "
125000 0.018769
1875 000(0.018769 _
( )zl—(1.018769) "
125000
1875 000(0.018769 _
( )_ 1=—(1.018769)™"
125000
1875000)(0.018769
(1.018769) ™" = - N ) 1_0281535= 0718465
125000
—n(In1.018769) =1n0.718465
__In0.718465
In1.018769
_ In0.718465 | —0.330638
In1.018769 0.018595
n=17.781016

Por lo tanto, debe hacer 17 pagos completos.

b) Para encontrar el valor del tiltimo pago:

Valor (monto) del | Valor delos17
X I:Ultimo pago] = préstamo al - pagosal
decimoctavo mes decimoctavo mes
[ (1.018769)7 -1
0.018769
x=1875(1.397536) —125(19.808665)(1.018769)
x=2620379.89 -2 522 556.74 = 97 823.15
Se debe efectuar un ultimo pago de $97 823.15 para saldar la deuda.

x=1875(1.018769)'® —

}(1.018769)

Para pagar la anualidad de un inmueble que vence dentro de 9 meses y que es de $58 000, la sefiora
Izquierdo decide hacer depdsitos de $7 500 cada mes en una cuenta que abona 10% efectivo anual.
Si decide hacer depdsitos completos y un depdsito final mayor para acumular lo que necesita:

a) ;Cuando debe comenzar a hacer los depdsitos?
b) ;Cual es el valor del dltimo depdsito mayor?
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SOLUCION:
a) Tasa mensual equivalente:

i'=1.10""%-1=0.007974

(1+i)"—1
yYyaque M=R—""
i
1.007974)" -1
entonces 58000=7 500¥
0.007974
58000(0.007974)

y despejando se tiene  (1.007974)" = +1=1.0616656

7500

ne log 1.0616656 _ 0.025988
log1.007974  0.003449

=7.534938

Asi, tendria que hacer seis pagos iguales y uno mayor. Por ello, debe comenzar con el primero
dentro de 3 meses, como se muestra en la siguiente grafica:

.

mes 0 1 2

3

|

I
pago R,

5 6 7
| | | |
1 1 1 1

R, R, R R R

e

b) Valor del uiltimo pago: R + x
(1.007974) -1
0.007974

x=58000-53772.73 =4227.27
R+x=7500+4227.27
R+x=11727.27

x= 58000—[7500

El depésito final mayor deberd ser de $11 727.27.

’ Ejercicios de las secciones 7.1 a 7.4

;Cudl es el monto de una renta de $3 320 que se paga durante 10 bimestres vencidos, si el
interés es de

a) 5.4% trimestral? b) 31% efectivo anual? c) 1.7% mensual?

El sefior Lopez tiene 2 empleos: en uno gana $4 870 quincenales y en el otro $3 950 men-
suales. ;Cual es el monto mensual de su sueldo global si se considera un interés de 12%
anual con capitalizacién trimestral?

+A qué cantidad pagada el dia de hoy equivalen 25 pagos quincenales de $280 si el interés
es de 25% convertible semestralmente?

Al comprar una maquina, La Industrial, S.A., paga $10 000 al contado y se compromete a
hacer 5 pagos de $2 700 a los 30, 60, 90, 120 y 150 dias respectivamente. Si el interés es de
22% convertible quincenalmente, ;qué precio al contado pagé la empresa?

Para liquidar una deuda que contrae el dia de hoy, Martin acuerda pagar 15 abonos men-
suales vencidos de $2140 y un pago final de $3 882.21, un mes después del ultimo abono de
$2140. Si el interés convenido fue de 19% efectivo anual, ;cudl fue el importe de la deuda?
;Cudl es la mejor alternativa para adquirir un automévil?

a) $185 000 al contado.
b) $12 995 mensuales durante 12 meses vencidos con interés de 15% efectivo anual.

Justifique su respuesta.
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sQué inversién acumula un monto mayor a 2 afios:

a) $1880 quincenales vencidos a 27% capitalizable bimestralmente?
b) $9 500 bimestrales vencidos a 1.125% efectivo quincenal?

sQué renta mensual produce un monto de $97 500, en 4 afos a 1.1% bimestral?

+Qué renta bimestral durante 5 afios tiene un valor actual de $182 500, si se considera un
interés de 1.89% mensual?

Para pagar un préstamo de $40 000, José Luis ofrece hacer abonos quincenales vencidos
durante 2 anos. ;Qué cantidad debe pagar cada 15 dias si el interés que le cobran es de 24%
convertible semestralmente?

Para comprar una casa en condominio con valor de $3 800 000 se debe pagar un enganche
de 20% mediante 6 pagos mensuales vencidos. ;Cudl debe ser el importe de los pagos si el
interés es de 18% convertible semestralmente?

A un estudiante de maestria se le otorgd una beca-crédito de $7 000 mensuales durante 2
anos. Debe pagar la beca mediante 24 abonos mensuales, comenzando un mes después de
recibir la ultima mensualidad de la beca. Si se le cobra interés a razén de 10% anual efecti-
vo, ;cuanto debe pagar cada mes?

sQué cantidad bimestral durante 2 afnos es equivalente a 10 pagos trimestrales de $4 500
cada uno si el interés es de 21% convertible semestralmente?

sA qué tasa de interés anual con capitalizaciéon mensual, 20 dep6sitos trimestrales venci-
dos de $5 400 producen un monto de $150 000?

Se pagd una deuda de $13 700 mediante 6 abonos trimestrales vencidos de $2 818.18.
;Qué interés efectivo anual se pagd?

Un fondo de inversiones ofrece pagar $12 310 mensuales de interés por cada millén inver-
tido. ;Qué tasa anual efectiva paga?

sCudl de las dos siguientes alternativas de inversion es mejor para un capital de $50 0002

a) Un flujo del2 pagos trimestrales vencidos de $5107.43.
b) Un flujo de 18 pagos bimestrales vencidos de $3 408.86.

;Cudntos pagos de $1331.43 quincenales vencidos tendrian que hacerse para amortizar
una deuda de $14 990 si el interés es de 2% efectivo mensual?

A un empleado le ofrecen liquidarlo en la empresa donde trabaja mediante un pago en
efectivo de $95 000. Si en vez de aceptar esta suma desea recibir $4 000 mensuales venci-
dos, ;cudntos pagos de este valor debe recibir si se consideran intereses de 16% capitaliza-
bles semestralmente?

Calcule el nimero de pagos y el pago final menor que equivalen a la liquidacion en efectivo.

sDe qué manera se acumulan $15 000 con mayor rapidez, con interés a 2% bimestral?

a) Depositando $5 000 el dia de hoy.
b) Depositando $260 al final de cada trimestre.

Anualidades generales anticipadas

Este caso, como se vio antes, se refiere a las operaciones en que el pago o depdsito se hace al princi-
pio del periodo de pago. El término generales seniala que el periodo de pago y el de capitalizacion no
coinciden.

Al igual que se ha hecho en las secciones anteriores de este capitulo, la solucion se obtiene me-
diante la conversion de la anualidad general en una anualidad simple y vencida equivalente.
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+Cuadl es el valor actual de un conjunto de 25 pagos semestrales anticipados de $2 500 si el interés
es de 25% capitalizable cada 4 meses?

SOLUCION:
En primer lugar se debe calcular la tasa efectiva equivalente por semestre. En este caso, 25% ca-

pitalizable cada 4 meses equivale a 6.25% efectivo cada cuatro meses y la tasa efectiva por semes-

tre es:
i’ =(1.0625)*2 — 1 =0.095200

Ahora, una anualidad anticipada:

2500 2500 2500 2500 2500
| | | . | | |

I T T T T 1
0 1 2 23 24 25 Semestres

El procedimiento para determinar el valor actual de esta anualidad, como se vio en el capitulo re-
ferente a anualidades anticipadas, es:
1-(1.095200)*

0.095200

C=2500(1+9.319741)
C=$25799.36

C=2500+2500

sQué depdsito anticipado quincenal se debe hacer durante 5 bimestres para acumular $3 900, 15
dias después de realizar el tltimo depdsito, si el dinero produce 24% de interés capitalizable cada

mes?
SOLUCION:
La tasa equivalente:

0.24/12 =0.02 es la tasa efectiva mensual e
i'=1.02"2—1=0.009950 es la tasa efectiva quincenal

luego,
n =5(4) = 20 quincenas (bimestres por nimero de quincenas en un bimestre), y como los depé-

sitos son anticipados:

R R R R
| | | I |
I T T T —1
0 1 2 19 20
1.009950)*° —1
3900 = R% (1.009950)
0.009950
Monto de 20 que multiplicado por
pagos anticipados  este factor da el monto
ala 19a. quincena quince dias después
3900 = R(22.008298)(1.009950)
3900
R=———-=17546
22227393

Se puede comprar un articulo que cuesta $999 mediante 9 pagos “chiquititos” mensuales de
$129, comenzando en el momento de la compra. ;Qué interés efectivo anual se paga en la ope-

racion?
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SOLUCION:

o+
.
NIy
o -+

1-(1+i)78

1!

999=129+129

1-(1+i)°  999-129

=6.74418605
i’ 129
Ensayando valores:
1-(1+i')®
Sii'=0.05 17' =6.46321273
i'=0.04 =6.73274482
i'=0.035 =6.87395551
i'=0.037 =6.81693804
i'=0.039 =6.76063340
i'=0.0395 = 6.74666726
i'=0.03955 =6.74527307

interpolando:
i'=0.03955  6.74418605-6.74527307

= =0.0867655
0.040—-0.03955 6.73274482—6.74527307

i'=0.03955 + (0.00045)(0.0867655)
i"=0.03958904
y el interés efectivo anual es:

i=(1.03958904)"2 — 1 = 0.59345692

0 59.34% anual, aproximadamente.

Anualidades generales diferidas

Son aquellas en las que el periodo de pago y el de capitalizacién de los intereses no coinciden y en
las que, ademas, se pospone el inicio de los pagos o depdsitos para un periodo posterior al de la
realizacion de la operacion.

Al cumplir 21 afios Juan Carlos deposita $21 000 en una cuenta de inversién que produce 13.5%
capitalizable mensualmente. Si desea comenzar a retirar trimestralmente $1500 el dia de su cum-
pleaiios niimero 25, ;qué edad tendra al realizar el Gltimo retiro menor de $1500, 3 meses des-
pués de haber hecho el ultimo retiro completo?

SoLuCION:
La tasa equivalente:
0.135/12 =0.01125 mensual
(1.01125)* — 1 =0.034131 trimestral

El valor de su depdsito un trimestre antes de cumplir 25 afios:

21000(1.034131)"> =21000(1.654375) = 34 741.88

La anualidad simple equivalente:
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1-(1.034131)™"
34741.88= 1500¥

0.034131
34741.88)(0.034131
(1.034131)™" = 1—( X ) =0.209483
1500
1n0.2094 -1.563111
S n0.209483 = -1.563 465752

In1.034131  0.033561

Hara entonces 46 retiros completos y un retiro mas de menor valor. Por ello, al hacer este tltimo
retiro tendra 25 afilos mds 46 trimestres, o sea 36.5 afios. (Observe que se suman 46 trimestres y
no 47, porque el primer retiro lo hace al cumplir los 25).

El 2 de marzo del afio 1, la Compaiiia Comercial, S.A., contrae una deuda con valor de $1700 000
al 2 de junio del afio 2. Poco tiempo antes de que venza su adeudo, la empresa ofrece a su acree-
dor cambiar ese pago tnico al 2 de junio por 5 pagos mensuales a realizar el primero el 2 de oc-
tubre del mismo afio 2. Si acuerdan un interés efectivo anual de 11.25%, ;de cuanto deben ser los
pagos mensuales?

SOLUCION:
Tasa equivalente:
(1+i")12=1.1125
i'=(1.1125)"12 — 1 = 0.008924

El valor del adeudo al 2 de septiembre del afio 2:
1700 000(1.008924)3 =1 745 919.76
La anualidad simple equivalente:

_ -5
1745919.76 = RM

= R(4.868878)
0.008924
R=1T2OT0 _ 35858767
4.868878

’ Ejercicios de las secciones 7.5y 7.6

El sefior Garnica, que alquila una casa por $2 800 mensuales anticipados, le quiere proponer
a su arrendador pagar la renta por trimestre adelantado. Si se considera un interés de 20%
capitalizable semestralmente, ;de cudnto deberia ser la renta trimestral?

El 15 de febrero se hace el primero de un conjunto de 25 depdsitos bimestrales de $995. Si
el dinero rinde 5% capitalizable mensualmente, ;cudl es el valor actual de los depdsitos?
;Cudl es el monto de 15 pagos semestrales anticipados de $4 200 en el momento de hacer
el dltimo, si el interés es de 1.02% mensual?

Un comerciante firmé un pagaré que vence dentro de 8 meses. Para liquidarlo, decide
hacer dep6sitos mensuales anticipados de $3 528.27 para tener, en el momento de vencer
el pagaré y hacer el ultimo deposito, la cantidad que debe pagar. Si el deposito rinde 7.5%
anual efectivo, ;cudl es el valor del pagaré a su vencimiento?

;Qué renta mensual anticipada es equivalente a una renta mensual vencida de $8 000 si el
interés es de 1.8% bimestral?

Una empresa adquiere un terreno con valor de $750 000, y acuerda pagarlo mediante 6
pagos trimestrales comenzando en el momento de formalizar la operacidn. Si se cobran
intereses de 1.2% mensual, ;de cuanto deben ser los pagos?
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sCuadl es el valor al contado de un articulo que se vende mediante 12 pagos bimestrales
anticipados de $335, si el interés es de 28% capitalizable trimestralmente?

Se debe pagar dentro de un afo una anualidad de $17 500. ;Qué renta mensual anticipada,
pagada desde hoy y hasta el vencimiento de la anualidad, equivale a ésta si el interés es de
8.2% efectivo anual?

sEn cuanto tiempo una renta anticipada de $882.79 quincenales producen un monto de
$14 000 en el momento de hacer el tltimo pago si el interés es de 2.8% bimestral efectivo?
Se va a pagar una deuda de $37 500 contraida hoy mediante pagos semestrales de $7 750.
Si el interés es de 19% capitalizable mensualmente, ;cuantos pagos completos se deben
hacer y cudl es el valor del ultimo pago menor de $7 750 que amortiza completamente la
deuda?

En la compra de un automdvil que cuesta $226 950, el plan a crédito consiste en hacer
18 pagos bimestrales anticipados de $17 287.46. ;Cudl es la tasa anual con capitalizacién
mensual que se carga en la operacién?

sA qué tasa efectiva anual se tendrian que colocar 25 rentas mensuales de $175 para que
arrojen un monto de $5 200 en el momento de hacer el ltimo depdsito?

Calcule el monto y el valor actual de una serie de depdsitos trimestrales de $10 215, comen-
zando dentro de 4 meses y durante 2 afios si el interés es de 17.5% anual efectivo.

Calcule el monto y el valor actual de 3 pagos de $8 680 con fechas de 15 de octubre, no-
viembre y diciembre, respectivamente, considerando que hoy es 30 de abril y la tasa de
interés es de 9.6% capitalizable semestralmente.

Un almacén ofrece un plan de “compre ahora y pague después”. Si un cliente compra el 15
de septiembre una lavadora y acuerda pagarla mediante 12 abonos quincenales de $410.83
comenzando el 15 de enero del afio siguiente y el interés que cobra el almacén es de 23%
efectivo anual, ;cudl es el precio al contado de la maquina?

Una empresa debe redimir dentro de 18 meses una emisién de bonos. Para reunir la can-
tidad necesaria se va a constituir un fondo mediante depdsitos mensuales de $724 686
comenzando dentro de 7 meses y hasta la fecha de vencimiento de los documentos. Si el
fondo gana 12% de interés capitalizable semestralmente, ;cudl es el valor de los bonos a su
vencimiento?

sQué renta pagada los dias primero de junio, julio, agosto y septiembre equivale a un pago
de $3 720 realizado hoy primero de febrero si el interés es de 20.5% efectivo semestral?
;Con cudntos pagos bimestrales de $32 300 comenzando dentro de un afio se amortiza una
deuda de $200 000 que vence dentro de 6 meses si el interés es de 22% efectivo anual?

Aplicaciones

Las aplicaciones de las anualidades generales son muy diversas y aqui se ilustraran con un par de
casos: la compra de tiempos compartidos y las anualidades variables.

La compra de tiempos compartidos para las vacaciones ha adquirido gran popularidad pues ofrece,
segun sus promotores, descuentos importantes en el costo del hospedaje en zonas turisticas para
quienes los adquieren. Asi, una propiedad vacacional o “tiempo compartido” es el derecho a usar
semanas especificas o distintas noches de un desarrollo turistico durante un periodo especifico o
variable. Simplemente dicho, es la precompra de una vacacion.

Los precios y esquemas de pago son muy variables, pero el esquema basico es el siguiente:

o Se entrega un enganche (normalmente constituye la comision del vendedor).
o Se realizan abonos mensuales durante un periodo que puede variar, tipicamente, desde 36 hasta
60 meses.
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o Serealiza un pago anual por mantenimiento para disfrutar el periodo vacacional adquirido.

o En caso de requerir las vacaciones en un hotel distinto a aquel en el cual se adquiri6 el tiempo
compartido, deberd afiliarse a una empresa que realice el intercambio, para lo cual debera pagar-
se una cuota anual de afiliacién y una cuota al momento de realizar el intercambio.

Una empresa ofrece a Juan Manuel una tentadora e irresistible oferta para adquirir un tiempo
compartido que le otorga el derecho de uso de una habitacién estandar doble durante un periodo
de 20 afos, mediante el siguiente plan de pagos:

« Enganche de $12 000 a la firma del contrato.

o+ Cuarenta y ocho pagos mensuales de $1000 cada uno.

« Pago anual por mantenimiento de $4 340, los cuales tendran incrementos anuales acordes a
la inflacidn, la cual se estima en 5% en promedio.

Juan Manuel desea decidir si es conveniente adquirir el tiempo compartido o adquirir sus va-
caciones anualmente a los precios de mercado, tomando en consideracidon que en un hotel de ca-
tegoria similar la habitacion doble tiene un costo promedio por noche de $1000 y se estima que
los precios creceran al mismo ritmo de la inflacion.

Si la tasa de interés del mercado es de 6% efectivo anual, determinar cudl alternativa es mas
conveniente para Juan Manuel.

Para resolver este problema es necesario proceder por pasos:

1. Determinar el valor presente de la inversion necesaria para adquirir el tiempo compartido.

(1. 48
var=12000 + 1000 ‘=30
1
- N )
Enganche ‘ ’ 48 mensualidades

a) Enganche: El enganche de $12 000 se encuentra a su valor presente, pues debe entregarse
en el momento de firmar el contrato de compra.

b) Valor presente de los pagos mensuales: El valor presente de los 48 pagos mensuales de
$1000 se puede obtener mediante el empleo de la férmula del valor presente de una
anualidad simple, cierta, vencida e inmediata, una vez que se haya determinado la tasa
de interés efectiva por periodo, tal como se vio en este capitulo. Puesto que la tasa de in-
terés que se expresa en forma anual (6%), es necesario calcular la tasa de interés efectiva
mensual:

i'=(1+0.06)"12 -1
i'=(1.06)"12 -1
i'=1.004868—1
i'=0.004868

La tasa mensual se sustituye en la férmula del valor presente de una anualidad sim-
ple, cierta, vencida e inmediata:

A=R[1_(1f")n}

1

[1-(1+0.004868)™8
A=1000 ( )
| 0.004868
[1-(0.792
A =1000 (0.79 093)}
| 0.004868
[ (0.2
A =1000 (0 07906)}
| 0.004868
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A =1000[42.708779]
A =42708.78

El valor presente de los 48 pagos mensuales de mil pesos, considerando una tasa de in-
terés de mercado de 6%, equivaldria a 42 708.78.

Por lo tanto, el valor presente de la inversion asciende a 54 708.78, resultado de sumar el
valor presente del enganche y el valor presente de los pagos mensuales.

2. Determinacién del valor presente de los pagos de mantenimiento anual.
El valor presente de los pagos de mantenimiento anual constituye un ejemplo de una anuali-
dad variable, puesto que los incrementos en ellos se calculan mediante el empleo de una tasa
de interés (en este caso la inflacién, 5%), en tanto que el descuento se realiza empleando una
tasa de interés diferente (la tasa de interés del mercado, que en este caso equivale a 6%):

~[A+g)" x(1+i)™"]
i-q

1
Atksgyi = Rl:
donde:
R = pago periddico.
q = tasa de crecimiento del pago periddico (en este caso la inflacion).

i =tasa de descuento (en este caso la tasa de interés del mercado).
n =namero de periodos.

Como puede observarse en esta fdrmula, se utilizan simultdneamente un factor de acu-
mulacién (1 + g)" y un factor de descuento (1 +i)™.
Aplicando la férmula se tiene:

A(4 340;0.05)20]0. 06~

0.06—0.05

A

(4 340:0.05)20]0.06 — 340

{ [(140.05)% x (1+0.06) 20]}
[ 0.01

1-[(2.653298) x (0. 311805)]}

1-[0.82731 1]}
A =4340
(4 340;0.05)20]0.06 |: 0.01
0.172689
A s, =4340| ————=
(4340;0.05)20]0.06 [ 001 }
A =4340[17.268923]

(4 340;0.05)2010.06
A(4 34050.05)20]0.06 — 74947.13

3. Determinacion del valor total del tiempo compartido.
El valor total del tiempo compartido por un periodo de 20 afos ascenderia a 129 655.91 que
es el resultado de sumar el valor presente de la inversion para adquirir el tiempo compartido
mas el valor de los gastos de mantenimiento anual.

VTtiempo _compartido =54 708.78 + 74 947.13
VTtiempo _compartido =129 655.91
El valor actual de cada semana vacacional equivaldria a $6 482.80:
VTsemana =129 655.91/20 = 6482.80
El valor actual de cada noche de habitacién equivaldria a 926.11:
VTnoche = 6 482.80/7 = 926.11

4. Determinacion del valor presente de los pagos anuales por compra directa de habitaciones de
hotel.
Al igual que los pagos de mantenimiento anual, el valor de la noche de hotel constituye un
ejemplo de una anualidad variable, puesto que los incrementos se calculan mediante el em-
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pleo de una tasa de interés (en este caso la inflacidn, 5%), en tanto que el descuento se reali-
za empleando una tasa de interés diferente (la tasa de interés del mercado, que en este caso
equivale a 6%).

1-[A+g)" x(1+i)™"]
ARsqnli :R[ i—q }

donde:

R = 1000 (valor actual de la noche de hotel).

q = 0.05 tasa de crecimiento del pago periddico (en este caso la inflacién).
i = 0.06 (la tasa de interés del mercado).

n = 20 periodos.

Aplicando la férmula se tiene:

A - 1000_1—[(1+0.05)2°><(1+0.06)‘2°]}
100030.05)20]0.06 I 0.06—0.05

A1000,0.05)2010.06 = 1000 : = [(2.65329:.3): — }

A(1000:0.05)2000.06 = 1000 _1_[008317311]}

A(1000,0.05)2010.06 = 1000 :01073?89}

A1 000:0.05)200.06 = 1000[17.268923
A(IOOO;O‘OS)ZO]O.OG =17268.92

Por lo tanto, el valor actual de 20 noches de hotel durante 20 afios consecutivos, consideran-
do una tasa de inflacién de 5% y una tasa de interés de 6%, equivaldria a $17 268.92; el va-
lor de una noche se obtendria dividiendo dicha cantidad entre 20, lo que da como resultado:

VTnoche =17 268.92/20 = 863.44

Por lo anterior se puede concluir que resulta mas costoso adquirir las vacaciones a través de

un tiempo compartido, pues en el primer caso la noche tendria un costo de 926.14 y en el segun-
do de 863.44, esto es, 7.3% mas.

Si ademas se consideran las cantidades que deberan pagarse en el caso de que se deseen rea-

lizar intercambios a otros centros vacacionales y que por lo general ascienden a 100 ddlares por
ano, mas 100 a 150 délares por concepto de tramitacion del intercambio, se verd que en este caso
concreto no resulta tan atractiva la adquisicién del periodo vacacional.

Una anualidad variable es un conjunto de pagos que se realizan a intervalos iguales, pero cuya cuan-
tia es variable, incrementdndose o reduciéndose en progresion aritmética o geométrica, segun el tipo
de anualidad variable de que se trate. Esto es, en el caso de las anualidades variables aritméticas, cada
término es el resultado de sumar o restar un mismo niimero al nimero anterior, en tanto que en el
caso de las anualidades variables geométricas, cada término es el resultado de multiplicar el anterior
por un mismo nimero, al cual se denomina razén de la progresién geométrica, y el cual se representa
con la letra r.

En este apartado se analizard el caso de las anualidades variables geométricas.

Para calcular cualquier término basta con conocer el valor del primer pago () y la razén de la
progresion (r), tal como se vio en la férmula (1.14) en el capitulo 1:

_ n—1
u= tlr
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La suma de los términos se obtiene aplicando la férmula (1.15) o (1.15"), segin se trate de una
progresion creciente o decreciente, en el caso de una progresion decreciente, esto es, cuando la razén
res menor a 1, se aplica la siguiente férmula:

En el caso de una progresion creciente, esto es, cuando la razén r es mayor a 1, se aplica la si-
guiente féormula:

La representacion grafica de la anualidad variable es la siguiente:

Para determinar el valor presente de una anualidad variable, se requiere encontrar el valor en la
fecha focal “0” de todos los términos que componen la anualidad. Para ello es necesario llevar cada
uno de los términos, de su fecha de pago a la fecha focal, aplicando la férmula de interés compuesto.
El valor presente de una anualidad variable se denota con la siguiente simbologia:

AV(R;q)n]i

donde:

A, = valor presente de una anualidad variable.
R = pago periddico inicial.

q = razén de la progresion.

n =namero de periodos.

i =tasa de interés aplicable.

A __R _Rqg R R RgT
RN ) P ) AT ()
Se saca factor comun: ( R )
1+i
R 2 n—1
y se obtiene: R = X[ 1+ 9 . 9 ., 4
& 1+i (1+i)  (1+i)? 1+iy

En la cual los valores entre el corchete constituyen la suma de # términos de una progresién
geométrica creciente de razén:

Si se aplica la expresion que suma términos que siguen esta ley se tiene:
S— a —a,xr
1-r

donde a, es el primer término de la progresion, a , el tltimo término y r, la razén.
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Aplicando dicha férmula a los términos actualizados de la renta, el valor actual de la renta que-
da de la siguiente forma:

n—1 n

-4 4 -4
_ R 1+t 1+i | R 1+i)"
(Riqmli — 7 T i
1+i 14 1+i +i—q

1+i 1+i

de donde finalmente se puede obtener:

1-q" x(1+i)™"
snli = Rx

Ay(Rsqn] T Ueh-q

férmula que sélo se podra utilizar cuando g # (1 + i).
En el caso de que g = (1 + i) la expresion del valor actual quedara de la siguiente forma:

R R(A+i) R(1+i)? R(A+i)
Argmi =71 (i) RIS | RAED
4 1+i (1+i)? (@Q+i) (1+i)

Sacando factor comun:

i1+(1+i)+(1+i)2+m+(1+i)”‘1
1+i 1+i) (@Q+i)? 1+i)y!

Ayrigm)i =

El corchete, al simplificarse, representa la suma aritmética de n veces la unidad, con lo cual el
valor actual queda asi:

nxR

Av(R;q)n]i = 1+i

Monto de una anualidad variable, cierta, vencida e inmediata

A partir del valor actual se puede calcular el monto de la anualidad en cualquier otro momento, uti-
lizando una ecuacién de valores equivalentes. El monto podra ser determinado mediante el empleo
de la férmula del monto de un valor a interés compuesto:

M=C1+i)
M=A(1+i)"
M=A(1+i)"

Una empresa ha arrendado un inmueble por un plazo de cinco afios, con una renta inicial venci-
da de $120 000 anuales, la cual se incrementara anualmente de acuerdo con la inflacién. Ofrece
al arrendador cambiar los pagos por un solo pago a la firma del contrato. a) ;Cudl es el importe
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del pago unico a la firma del contrato, si se considera que la inflacién anual promedio sera de 5%,
y la tasa de interés del mercado es de 7%? b) ;Cual seria el monto del pago tinico al vencimiento
del contrato?

a) Para solucionar el problema se determina el valor actual de la anualidad variable, utilizando
la férmula (7.4) de una anualidad variable geométrica cuando g # (1 +i):
1-g" x(1+i)™"

sg)nli =RX
Ayrsqn] (1+1)—q

Sustituyendo:

1-1.05° x (1+0.07)™
(1+0.07)-1.05

1-1.276282 x (0.712986)

Av(120000;l.05)5]0.07 =120000x

A ) =120000 x
(12000051.05)5]0.07 0.02
1-0.909971
A ) =120000 X ———
(12000051.05)510.07 0.02
0.090003
A . =120000 Xx ———
(12000051.05)5]0.07 0.02
Av(120000;1‘05)5]0.07 =120000 x 4.501444
A =540173.31

v(12000051.05)5]0.07

El valor actual de la anualidad es de $540173.31.

b) El importe del pago tinico al vencimiento del contrato se determina utilizando la férmula de
monto a interés compuesto:
M=AQ+i)"
M =540173.31(1+0.07)°
M =540173.31(1.402552)
M =757621.01

Asi, seria equivalente para el arrendador recibir 5 pagos anuales vencidos de $120 000,
$126 000, $132 300, $138 915 y $145 860.75 (cada uno incluye 5% de la inflacién anual estimada),
recibir un pago tnico de $540 173.31 a la firma del contrato, o un pago unico de $757 621.01 al
vencimiento del contrato, considerando una tasa de interés de 7%.

Considerando los mismos datos del ejemplo anterior:

a) ;Cudl es el importe del pago unico a la firma del contrato, si se considera que la inflacién anual
promedio sera de 5%, y la tasa de interés del mercado es de 5%?;
b) ;Cudl seria el monto del pago tnico al vencimiento del contrato?

a) Yaque en este caso la tasa de inflacion es igual a la tasa de interés, para solucionar el proble-
ma se determina el valor actual de la anualidad variable utilizando la formula (7.5) de una
anualidad variable geométrica cuando g = (1 +i):

nxR
Av(R;q)n]i = 14i
+i
5x120000
1+0.5
600000

1+0.5
=571428.57

Sustituyendo: Av( 12000051.05)5]0.07 —

Av(120000;1.05)5]0.07 =

Av(120000;1.05)5]0.07
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El valor actual de la anualidad es de $571 428.57. Este importe es mayor al que se obtuvo en
el ejemplo 7.7.2.1, ya que la tasa de interés que se aplica es menor.

b) Elimporte del pago tinico al vencimiento del contrato se determina utilizando la férmula de
monto a interés compuesto:

M= A(1+i)"

M =571428.57(1+0.05)
M =571428.57(1.402552)
M =729303.75

Asi, seria equivalente para el arrendador recibir 5 pagos anuales vencidos de $120 000,
$126 000, $132 300, $138 915 y $145 860.75 (cada uno incluye 5% de la inflacion anual estima-
da), recibir un pago tinico de $571 428.57 a la firma del contrato, o un pago tnico de $729 303.75
al vencimiento del contrato, considerando una tasa de interés de 5%. Como puede observarse, el
monto que tendria que liquidarse al vencimiento del contrato es menor que en el ejemplo ante-
rior, porque la tasa de interés es menor.

En ambos casos se hubiera llegado a los mismos resultados si se hubiera traido a valor pre-
sente cada uno de los pagos anuales y se hubiera calculado a partir de dicho valor presente el
monto a liquidar al vencimiento de la operacion.

La representacion grafica de una anualidad variable anticipada e inmediata es la siguiente:

W\

R R R, R _=Rq"! R =Rq
| | | | | |
I T T T T 1
0 1 2 n-1

Los pagos se realizan al inicio de cada periodo y se resuelven siguiendo la misma metodologia
que se vio en el capitulo 5, considerando el primer pago de manera independiente y calculando el
valor del resto de los pagos como una anualidad variable, cierta, vencida e inmediata. La suma de
ambos valores proporcionara, segun sea el caso, el valor actual o el monto de una anualidad variable,
cierta, anticipada e inmediata.

Considere el caso de la empresa que ha arrendado un inmueble por un plazo de cinco afios, en el
supuesto de que se pacta una renta inicial anticipada de $120 000 anuales, la cual se incrementa-
rd anualmente de acuerdo con la inflacién. Ofrece al arrendador cambiar los pagos por un solo
pago a la firma del contrato.

a) ;Cudl es el importe del pago unico a la firma del contrato, si se considera que la inflacién
anual promedio sera de 5%, y la tasa de interés del mercado es de 7%?
b) ;Cual seria el monto del pago tnico al vencimiento del contrato?

a) Puesto que el pago inicial se encuentra ya a su valor actual, se determina el valor actual de
los otros cuatro pagos como una anualidad variable, utilizando la férmula de una anualidad
variable anticipada geométrica cuando g # (1 + i):

- q”‘l x(1+i)"!

(1+i)—¢q

1
AA(R;q)n]i =R+| Rx
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Sustituyendo:
A 120000+ | 120 000 x LT 105" X (1+0.07)%
‘A(120000;1.05)4]0.07 (1+007) 1 05

1-1.215506 x (0.762895)

AA(120000;1.05)4]0.07 = 120 000+ 120 000

0.02

1-0.927304

A 1200001051007 = 120 000+ [120 000X == }
0.072696

A 4(12000051.05)450.07 = 120 000+ [120 000 x W}

An(120000:1.05)410.07 = 120 000 +[120 000 x 3.634805]
Au1200001.05)410.07 = 120 000+ 436 176.61

AA(120 000;1.05)4]0.07 — 556176.61

El valor actual de la anualidad variable, cierta, anticipada e inmediata es de $556 176.61, que
naturalmente resulta superior al valor actual de la anualidad variable, cierta, vencida e inme-
diata del ejemplo 7.7.2.1, la cual fue de $540 173.31.

b) El importe del pago tinico al vencimiento del contrato se determina utilizando la férmula de
monto a interés compuesto:

M= AQ1+i)"

M =556176.61(1+0.07)
M =556 176.61(1.402552)
M =780066.47

Por lo tanto, para el arrendador seria equivalente recibir 5 pagos anuales anticipados de $120 000,
$126 000, $132 300, $138 915y $145 860.75 (cada uno incluye 5% de la inflacién anual estimada), re-
cibir un pago tinico de $556176.61 a la firma del contrato, o un pago unico de $780 066.47 al venci-
miento del contrato, considerando una tasa de interés de 7%.

La representacion grafica de una anualidad variable, cierta y diferida es la siguiente:

EJEMPLO 7.7.2.4

Considere el caso de la empresa que ha arrendado un inmueble por un plazo inicial de ocho afios,
mediante cinco pagos anuales vencidos, a partir del tercer afio, el primero de los cuales serd de
$120 000, que se incrementaran anualmente de acuerdo con la inflacién. Ofrece al arrendador cam-
biar los cinco pagos anuales por un solo pago a la firma del contrato. a) ;Cual es el importe del pago
unico a la firma del contrato, si se considera que la inflacién anual promedio sera de 5%, y la tasa de
interés del mercado es de 7%? b) ;Cudl seria el monto del pago unico al vencimiento del contrato?
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El esquema de pagos se muestra a continuacion:

Para resolver este problema, se determina el valor actual de una anualidad variable, cierta,
vencida e inmediata, el que posteriormente se trae nuevamente a valor presente por el nimero de
periodos que se haya diferido la operacion.

a) Puesto que el pago se realiza al final del tercer periodo, utilizando la férmula (7.4) de una
anualidad variable geométrica, vencida, cierta e inmediata cuando g # (1 + i) se obtendra el
valor actual al inicio del periodo 3:

1-¢" x(1+i)™"

AV(R;q)n]i =Rx .

1+i)—¢q

Sustituyendo:

1-1.05° x (1+0.07)™

(1+0.07)—-1.05

1-1.276282 % (0.712986)

AV(IZ() 000;1.05)4] 0.07 = 120000 x

Av(120 000;1.05)4]0.07 = 120 000 x

0.02
1-0.909971
. =120000 X ——
A,(12000051.05)4]0.07 0.02
0.090003
A,(120000:1.05)4]0.07 = 120 000 x W

A‘V(120 000;1.05)4]0.07 = 120 000 X 4501444
Av(120 00031.05)4]0.07 — 540173.31

El valor de la anualidad al inicio del periodo nimero 3 es de $540173.31.

Para determinar el valor actual en el periodo 0, se trae a valor presente el valor de la anuali-
dad en el periodo 3, utilizando la férmula de interés compuesto:

M= A(1+i)"
A=—M__ pasiy
(1+i)"

A=540173.31(1+0.07)"°
A =540173.31(0.816298)
A =440942.33

b) Elmonto aliquidar al vencimiento del contrato se determina utilizando la misma férmula de in-
terés compuesto:
M=AQ1+i)"
M =440942.33(1+0.07)°
M =440942.33(1.718186)
M =757621.02



218

CAPITULO 7 Caso general de anualidades

Uso de Excel

Como se ha realizado en capitulos anteriores, en esta seccion se resuelven los ejercicios del capitulo
utilizando las funciones de Excel que se disefiaron para simplificar el calculo de las series de pagos
periddicos o anualidades. En el caso de las anualidades generales, es decir, aquellas cuyo periodo de
pago no coincide con el periodo del pago de los intereses, las formulas se aplicaran en combinacién
con las otras herramientas de calculo de esta hoja de trabajo.

En el ejemplo 7.2.1 se ilustra la determinacién del monto de un conjunto de 4 pagos trimestrales de
$5 000, si el interés que se aplica es de 36% anual convertible mensualmente. Se presentan a conti-
nuacioén los dos métodos que se pueden utilizar para resolver el problema:

a) Determinacion de la tasa de interés equivalente

Si se considera que la tasa de interés que se cobra es mensual, en un trimestre existen tres periodos
de capitalizacién, por lo que se requiere determinar la tasa de interés trimestral efectiva equivalente
a una tasa de interés efectiva mensual de 3.0% (36% /12 meses). Para ello se aplica la férmula (7.1)
que aparece en el texto:

i'=(1+i)? -1

la cual se resuelve en Excel como se muestra a continuacidn:

A [ B 1 D |

| 1 | Datos Tasa de interés equivalente

> iI'=(1+i)f -1
3 | i'=(1+0.03)3)-1
4| Tasa | 003 0.092727
| 5 | Nper 12
| 6 |
L7 |
L8 |

Asi, la tasa trimestral efectiva es de 0.092727 y esta tasa es la que se empleara para determinar el
monto, aplicando la férmula del monto de una anualidad simple, cierta, vencida e inmediata:

1+i)" -1

i

En la hoja de célculo de Excel, este problema se soluciona, como se ha visto en secciones ante-
riores, utilizando las operaciones aritméticas de Excel (suma, resta, multiplicacion, divisién y expo-
nenciacion), o bien mediante el empleo de sus funciones predefinidas.

La férmula de Excel para calcular el monto compuesto de una anualidad, o valor futuro (VF)
que se estudid en secciones anteriores es:

M=R

VEF(tasa,nper,pago,va,tipo)
en donde:

Tasa: es la tasa de interés por periodo expresada como tanto por uno.

Nper: es el nimero total de periodos de pago.

Pago: es el pago que se efecttia cada periodo.

Va: es el capital o valor actual total de una serie de pagos futuros.

Tipo: se puede anotar (es un valor optativo, no obligatorio) un numero 0 o 1 que indica cuando ven-
cen los pagos. Si se anota 0 se calcula el monto de un pago vencido; como es un parametro optativo,
si se omite, el monto se calcula para un pago vencido. Si se anota un 1, entonces se calcula como un
pago anticipado. Para los efectos de las anualidades vencidas que se estudian en esta seccion, debera
omitirse o capturar siempre un 0.

Sustituyendo los valores del ejemplo 7.2.1 se tiene:

=VF(0.092727,4,-5000,0)



7.8 Uso de Excel

En alguna celda de una hoja de trabajo de Excel se obtiene como resultado $22 957.76, que es

igual a resultado que se obtuvo en el texto. Las opciones para la soluciéon de este ejemplo en la hoja
de Excel se ilustran a continuacion:

b)

A [ B8 ] c | D |
| 1 | Datos Funcion Excel Monto de una anualidad vencida
M :R(1+i)" -1
2 =\/F(tasa,nper,pago,va tipo) 4
Ea =\/F(0.092727,4,-5000,,0)  =5000%(((1+0.092727))-1)/0.092727)
| 4 | Tasa 0.092727 22 957.76 22 957.76
| 5 | Nper 4
| 6 | Pago 5,000
| 7 [Capital (Va)
. 8| Tipo 0

Los resultados que arrojan son iguales.
Es importante remarcar las observaciones que ya se han hecho con anterioridad:

La tasa se expresa como tanto por uno (0.092727) trimestral, esto es, 9.2727% trimestral efectivo
que equivale a 3% mensual efectivo.

En el numero de periodos (nper) se indica el numero de periodos de capitalizacion. En este caso,
4 trimestres.

El pago, como ya se indico, es $5 000 y se anota en la funcién de Excel, precedido de un signo
negativo, puesto que se trata de una erogacion.

El capital o valor actual (Va) se dej6 en blanco, por lo que aparecen dos comas juntas.

El tipo de la anualidad es vencida, por lo que se anot6 el niimero 0.

Como ya se vio en capitulos anteriores, en el caso de la férmula que aparece en la columna D,
se recomienda iniciar su construccion a partir de la férmula (1 + 1), la cual se expresa en Excel
como (1+i)"n, a partir de la cual se eslabonan las operaciones de suma, resta, multiplicacién o
divisién que se requieran, encerrando cada una con su paréntesis correspondiente.

Determinacion de la renta equivalente

Con este método se busca encontrar la renta equivalente a cada periodo de pago de interés (renta
mensual, puesto que la tasa de interés se convierte con dicha periodicidad). Como el pago trimes-
tral es de $5 000 y el interés es convertible en forma mensual, es necesario determinar una renta
mensual que al cabo de tres meses acumule $5 000.

Si se aplica la formula del monto de una anualidad simple, cierta, vencida e inmediata se tiene:

en donde:

o
M=R (1+i)* -1
i
M =$5000
i=0.03
n=3
R=?
Sustituyendo, se tiene:
3
5000 g (1H003) -1
0.03
5000
R=r—"—"—<
(1+0.03)° —1
0.03

cuya solucion en Excel se ilustra mas adelante.

La funcién propia de Excel para calcular la renta o pago periédico de una anualidad es la siguiente:

=PAGO(tasa,nper,va,vf,tipo)
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En esta funcidn, al igual que en las anteriores, “vf”, valor futuro, y “tipo” son parametros optati-
vos. También, igual que antes, si se anota el valor futuro en la funcién, se debe omitir el valor actual
¥, si se omite el tipo, Excel hace los célculos para una anualidad vencida.

Sustituyendo los valores del ejemplo 7.2.1 se tiene:

=PAGO(0.03,3,-5000,0)

Capturando los datos en alguna celda de una hoja de trabajo de Excel, se obtiene como resulta-
do $1 617.65, que es igual al resultado que se obtuvo en el texto. Las opciones para solucionar este
ejemplo en la hoja de Excel se ilustran a continuacion:

A [ B ] c [ D |
1 Datos Funcién Excel Importe de la renta equivalente
, M
[(Hi)" 71]
2 =PAGO(tasa,nper,va,vf tipo) i
3 =PAGO(0.03,3,,-5000,0) =5000/(((1+0.03)"3)-1)/0.03)
4 Tasa 0.030000 $1617.65 $1617.65
5 Nper 3
6 Pago -
7 | Monto (V) 5 000
8 Tipo 0

Para determinar el monto de los pagos trimestrales, se realiza el calculo del monto de una anua-
lidad simple, vencida e inmediata, de 12 pagos mensuales de $1617.65, con 3% de interés mensual.

A [ B ] c [ D |
| 1 | Datos Funcién Excel Monto de una anualidad vencida
ao g =1
2 =VF(tasa,nper,pago,vatipo) i
Z =VF(0.03,12,-1617.65,,0) =1617.65%(((1+0.03)M2)-1)/0.03
4 | Tasa 0.03 $22 957.74 $22 957.74
5 | Nper 12
. 6 | Pago 1617.65
| 7 |Capital (Va)
. 8 | Tipo 0

Los resultados que arrojan son practicamente iguales a los que se obtuvieron por el método de
la tasa equivalente. Las diferencias se deben al redondeo.

En el ejemplo 7.2.2 se pide determinar el monto de un conjunto de 10 depésitos mensuales de
$2 500 si el interés que se paga es de 30% convertible semestralmente. Al igual que en el ejemplo
anterior, se puede solucionar determinando la tasa o la renta equivalentes:

a) Determinacion de la tasa de interés equivalente
Si se considera que la tasa de interés que se paga es semestral y que los pagos son mensuales, es nece-
sario determinar la tasa de interés efectiva mensual equivalente a 15% de interés semestral efectivo:

i'=(1+i) -1
i'=1.15"0 -1

la cual se resuelve en Excel como se muestra a continuacidn:

A [ B ] D |

| 1 | Datos Tasa de interés equivalente

) i’ =(1+i)f -1
3 | P"=((1+0.15)(1/6))-1
4| Tasa | 015 0.023567073
| § |  Nper 6
| 6 |
| 7 |
L8|
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Asi, la tasa trimestral efectiva mensual es de 0.023567 y esta tasa es la que se empleard para deter-
minar el monto, aplicando la férmula del monto de una anualidad simple, cierta, vencida e inmediata:

Q+i)" -1

1

M=R

Sustituyendo los valores del ejemplo 7.2.2 en la férmula de Excel para calcular el monto com-
puesto de una anualidad se tiene:

=VF(tasa,nper,pago,va,tipo)
=VF(0.023567,10,-2500,,0)

En alguna celda de una hoja de trabajo de Excel se obtiene como resultado $27 824.98 que es
practicamente igual al resultado que se obtuvo en el texto. Las opciones para solucionar este ejemplo
en la hoja de Excel se ilustran a continuacidn:

A | B | c | D |
| 1 | Datos Funcién Excel Monto de una anualidad vencida
MR (1+i)" -1
=2l =V/F(tasa,nper,pago,va,tipo) i
3 | =VF(0.023567,10,-2500,,0) =2500"(((1+0.023567)"10)-1)/0.023567
| 4 | Tasa 0.023567 $27 824.98 $27 824.98
| 5 | Nper 10
| 6 | Pago 2 500
| 7 |[Capital (Va)
| 8 | Tipo 0

b) Determinacion de la renta equivalente
Para calcular la renta equivalente semestral se determina el monto de seis pagos mensuales de $2 500,
considerando la tasa de interés mensual que se determiné arriba: 0.023567.

La renta equivalente se puede determinar utilizando la funcion de valor futuro de Excel:

=VF(tasa,nper,pago,va,tipo)
Sustituyendo valores se tiene:
=VF(0.023567,6,-2500,,0)

O bien, si se aplica la formula del monto de una anualidad simple, cierta, vencida e inmediata:

Ao gdH -1
en donde: :
M=2?
i=0.023567
n=6
R'=2500

Sustituyendo se tiene:

0 (140.023567)° —1
0.023567

Las soluciones en Excel se muestran en el siguiente cuadro:

M =250

A [ B ] c I D |
| 1 | Datos Funcién Excel Monto de una anualidad vencida
MoR (1+i)y' -1
2 =VF(tasa,nper,pago,va tipo) !
E =V/F(0.023567 6,-2500,,0) =2500*(((1+0.023567)"6)-1)/0.023567
| 4 | Tasa 0.023567 $15912.03 $15912.03
5 | Nper 5]
| 6 | Pago 2500
| 7 [Capital (Va)
| 8 | Tipo 0

Los resultados que se obtienen son iguales a los que se presentan en el libro.
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En el ejemplo 7.2.3 se pide calcular el valor actual de la anualidad del ejemplo 7.2.1, esto es, el de
cuatro pagos trimestrales de $5 000 con una tasa de interés de 36% anual convertible mensualmente.
Al igual que en el caso del monto, se puede resolver por cualquiera de los dos métodos que ya se ex-
plicaron: a) encontrar la tasa equivalente por trimestre, o b) encontrar la renta equivalente por mes.

a) Determinacion de la tasa de interés equivalente
La tasa trimestral efectiva que ya se determind en el ejemplo 7.2.1 es de 0.092727 y es la que se em-
pleara para determinar el valor actual de una anualidad simple, cierta, vencida e inmediata mediante
el empleo de la formula que se vio en el capitulo 4.

1-(1+4)™
i

C=R

Sustituyendo valores se tiene

1-(1+0.092727)™
0.092727

C=5000

O bien mediante la funcién de valor actual de Excel:

VA(tasa,nper,pago,vf,tipo)
donde:

Tasa: es la tasa de interés por periodo.

Nper: es el nimero total de periodos de pago.

Pago: es el pago que se efecttia cada periodo.

Vi: es el monto o valor futuro total de una serie de pagos futuros.

Tasa, Nper y Pago son los tres valores que se requieren para calcular el valor actual de la anuali-
dad; sin embargo, Excel permite calcular el valor actual de ella conociendo el monto (Vf); por ello, si
se anota el valor del pago no se requiere Vf y, a la inversa, si se incluye el monto se debe omitir el pago.
Ya se ilustré esta cuestion para calcular el monto y se ilustra para el caso del valor actual mas adelante.

Tipo: al igual que para calcular el monto o valor futuro, se puede anotar (es un valor optativo, no
obligatorio) un numero 0 o 1 que indica cuando vencen los pagos. Si se anota 0 se calcula el monto de
una anualidad vencida (que es el caso que se estudia en esta seccién); como es un parametro optativo,
si se omite, el monto se calcula para una anualidad vencida. Si se anota un 1, entonces se calcula como
una anualidad anticipada, tal como se vio en el capitulo 5.

La solucién en Excel se ilustra a continuacion:

A [ B ] C I D |
1 Datos Funcién Excel Valor actual de una anualidad

C:R{l—(lj%—i)’":|

1

2 =Va(tasa,nper,pago,f tipo)

3 =Va(0.092727 4,-5000,,0) =350007((1-(1+0.092727)(-4))/(0.092727))
4 Tasa 0.092727 $16 102.11 $16 102.11

5 Nper 4

6 Pago 5000

7 | Monto (Vf)

8 Tipo 0

Los resultados son iguales al que se presenta en el texto.

b) Determinacion de la renta equivalente
En el ejemplo 7.2.1 se determind el valor de la renta mensual equivalente:

R'=1617.65.

Con este valor se puede determinar el valor actual de una anualidad simple, cierta, vencida e
inmediata de 12 pagos mensuales a una tasa de interés de 3% mensual (36% anual).
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1-(1+i)™"

1

C=R

Sustituyendo valores se tiene

1-(1+0.03)712
0.03

C=1617.65

O bien mediante la funcidn de valor actual de Excel:

=VA(tasa,nper,pago,vf,tipo)
=VA(0.03,12,-1617.65,,0)

La solucién en Excel se ilustra a continuacion:

A | B | [ | D |
1 Datos Funcion Excel Valor actual de una anualidad
C=R{1—(1+i)’” }
2 =Vla(tasa,nper,pago,vf.tipo) !
3 =\/a(0.03,12,-1617.65,,0) =1617.65%((1-(1+0.03)(-12))/(0.03))
4 Tasa 0.0300 16 102.09 16 102.09
5 Nper 12
6 Pago 1617.65
7 | Monto (Vf)
8 Tipo 0

que son los mismos resultados que aparecen en el texto.

En el ejemplo 7.2.4 se pide calcular el monto y el valor actual de un conjunto de 24 pagos bi-
mestrales de $4 500 si el interés es de 5% trimestral efectivo y se requiere resolverlo con el uso de la
tasa equivalente.

a) Determinacién de la tasa de interés equivalente
Para determinar la tasa de interés equivalente es necesario recordar que la tasa de interés efectiva
bimestral es igual a la tasa de interés efectiva trimestral elevada a un exponente de 2/3:

i'=(1+i) -1
i'=(1.05)" -1

A | B | D |
1 Datos Tasa de interés equivalente
3 i"=(1+i)f -1
3 i"=((1+0.05)N2/3))-1
4 Tasa 0.05 0.033062

Una vez que se ha determinado la tasa de interés equivalente, es posible calcular el monto y el valor
actual de la serie de pagos periddicos utilizando las férmulas de monto y valor actual de una anuali-
dad simple, cierta, vencida e inmediata.

1+i)' -1
N

1

M

Sustituyendo valores se tiene

(1+0.033062)* -1
0.033062

M =4500

O bien, mediante la funcién de valor actual de Excel ya vista con anterioridad:

Vf(tasa,nper,pago,vf,tipo)

223
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Donde:

Tasa: es la tasa de interés por periodo.

Nper: es el nimero total de periodos de pago.

Pago: es el pago que se efecttia cada periodo

Va: es el capital o valor actual de una serie de pagos futuros.

La solucion en Excel se ilustra a continuacion:

A [ B ] c [ D
1] Datos Funcién Excel Monto de una anualidad
M:R|:(l+i)” —1}
| 2 | =Vff(tasa,nper,pago,va,tipo) '
L =Vff(0.033062,24,-4500,,0) =4500%(((1+0.033062)"(24))-1)/0.033062
| 4 | Tasa 0.033062 $161 001.68 $161 001.68
| 5 | Nper 24
| 6 | Pago 4500
|_7 | Valor actual (Va)
| 8 | Tipo 0

Los resultados son iguales al que se presenta en el texto.
Para determinar el valor actual se puede traer a valor presente el monto previamente determi-
nado:

M
(1+i)

C =M(1+i)"

Sustituyendo valores se tiene:
C=161001.68(1+0.033062) **
o bien, utilizar la férmula del valor presente de una anualidad:
1-(1+i)™

1

C=R

Sustituyendo valores se tiene:
1-(1+0.033062) **
0.033062

C=4500

Las operaciones se pueden resolver utilizando las funciones aritméticas de la hoja de célculo.

A B | © | D
Datos Valor Actual de una anualidad
C=M(1+i)" C—R[—l (l,ﬂ) }
2 1
3 | =161001.68"(1+0.033062)-24) =4500"((1-(1+0.033062)4-24))/(0.033062))
| 4| Tasa  0.033062 73 755.96 73 755.96
| 5 [ Nper 24
|_6 |Monto (V) 161 001.68
L 7| Tipo 0
L8 |

El resultado es practicamente el mismo que aparece en el texto.
El ejemplo 7.2.5 plantea la determinacién de un pago quincenal equivalente a uno trimestral de
$2 250, si el interés es de 22% capitalizable semestralmente.

a) Determinacion de la tasa de interés equivalente

La tasa de 22% anual capitalizable semestralmente equivale a una tasa efectiva de 11% semestral, y ya
que se requiere determinar un pago quincenal, serd necesario encontrar la tasa quincenal efectiva, to-
mando en consideracion que existen 12 quincenas por semestre.
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i'=(1+i)P -1

i'=(1.11)""2 -1

A [ B ] D |
1 Datos Tasa de interés equivalente
. .
i'=(1+i)f -1
L ;
3 Tasa 0.11 '=((1+0.11(112)-1
4 | Nper 112 0.008735

Una vez calculada la tasa de interés equivalente, se determina el pago quincenal por medio de
una anualidad simple equivalente:

1+i')" -1

m-rE

i

Sustituyendo los valores conocidos, a saber: monto ($2 250 que es el pago trimestral), la tasa de

interés (0.008735) y el numero de periodos (6 quincenas por trimestre), se tiene:

’

(1+0.008735)° —1
0.008735
O bien se sustituye en la funciéon PAGO de Excel

2250=R

PAGO(tasa,nper,va,vf,tipo)
donde: PAGO(0.008735,6,,—2250,0)

La solucién en Excel se ilustra a continuacion:

A | B | c | D |

| 1] Datos Funcion Excel Importe de la renta equivalente
M
N [ (1+iy -1 ]

| 2 | =PAGO(tasa,nper,va,vf tipo) i

=2 =PAGO(0.008735,6,,-2250,0) =2250/(((1+0.008735)'6)-1)/0.0.008735)

| 4 Tasa 0.008735 $366.89 $366.89

| 5 | Nper 6

|_6 |Valor actual (Va)

| 7 | Monto (V) 2250

Loy Tipo 0

En definitiva, $366.89 es el pago quincenal equivalente a un pago trimestral de $2 250.

En el ejemplo 7.3.1 se plantea el problema de la determinacién del descuento quincenal que se hara
a un empleado para liquidar un seguro de automdvil con valor de $5 750, si el interés aplicable es de
18% anual capitalizable mensualmente.

a) Determinacion de la tasa de interés equivalente
La tasa de 18% anual capitalizable mensualmente equivale a una tasa efectiva de 1.5% mensual efec-
tiva. La tasa quincenal seria:

i'=(1+i)P -1
i'=(1.015)"2 -1

A [ B 1 D
1 Datos Tasa de interés equivalente
i"=(01+i)f -1
27| . (144)
3 Tasa | 0.015 i=((1+0.015)1/2)}-1
| 4 | Nper 12 0.007472

225



226 CAPITULO 7 Caso general de anualidades

Dado que el pago del seguro es anticipado, una vez determinada la tasa de interés equivalente,
se determina el monto de los 24 pagos quincenales utilizando la férmula del valor presente de una
anualidad simple equivalente:

1-(1+i)™"
I Col
i
Sustituyendo valores se tiene:
1-(1+0.007472)*

0.007472

5750=R

O bien mediante la funcién de PAGO de Excel:

PAGO(tasa,nper,va,vf,tipo)

donde: PAGO(0.007472,24,-5750,,0)
La solucion en Excel se ilustra a continuacién:

A | B | [ | D |

1 Datos Funcion Excel Importe de la renta equivalente
_ C
1-{(1+i)"

2 =PAGO(tasa,nper,va,vf tipo) i
3 =PAGO(0.007472,24,-5750,,0)  =5750/((1-((1+0.007472)24))/0.007472)
4 Tasa 0.007472 $262.60 $262.60
5 Nper 24
6 |Valor actual (Va)
T Monto (V) | 5750
8 Tipo 0

Asi, al igual que en el texto, se determina que se deben hacer $262.60 de descuento quincenal.
En el ejemplo 7.3.2 se pide encontrar el depésito semanal que debe realizarse para ahorrar $115 000
en dos afios, si se gana un interés de 0.25% mensual efectivo y se consideran 48 semanas por afio.

a) Determinacion de la tasa de interés equivalente
La tasa de 0.25% mensual efectiva se convierte a una tasa semanal efectiva considerando cuatro
semanas por mes:

i'=1+i)P -1

i'=(1.0025)"4 -1

A | B | D ]
1 Datos Tasa de interés equivalente
) =(1+i)f -1
3 Tasa | 0.0025 i*=((1+0.0025)"(1/4)}-1
4 Nper 1/4 0.000624

Puesto que se conoce el monto que se desea reunir ($115 000) al cabo de dos afios, se utiliza la
férmula del monto de una anualidad simple, vencida y ordinaria considerando 96 abonos semanales
(2 afos por 48 semanas).

_ g+ -1

l,

(1+0.000624)*° —1

0.000624

M

115000=R

O, sustituyendo en la funcién PAGO de Excel:
PAGO(tasa,nper,va,vf,tipo)
donde: PAGO(0.000624,96,,—115000,0)
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La solucién en Excel se ilustra a continuacion:

A [ B8 ] T I D
| 1| Datos Funcién Excel Importe de la renta equivalente
M
- [(m)ﬂ 4)

2 =PAGO(tasa,nper,va,vf tipo) i
z =PAGO(0.000624,96,-115000,0)  =115000/(((1+0.000624)'96)-1)/0.0.000624)
| 4 | Tasa 0.000624 $1162.77 $1162.77
| 5 Nper 96

Valor actual

(6| (va)
[ 7 | Monto (V) 115000
| 8 | Tipo 0

En el ejemplo 7.3.3 se requiere determinar el importe de cada uno de los 36 pagos mensuales
para cubrir 60% del valor de un automévil que cuesta $237 250 al contado, si el interés aplicable es
de 4.65% efectivo trimestral.

a) Determinacion de la tasa de interés equivalente
Para determinar la tasa efectiva mensual se aplica la férmula que se vio anteriormente:

i'=1+i)P -1

i =(1.0465) -1

A | B | D |
1 Datos Tasa de interés equivalente
> i'=(1+i)f -1
3 Tasa | 0.0465 i*=((1+0.0465)"(1/3)}-1
4 Nper 1/3 0.015266

Dado que el valor al contado del automévil es de $237 250, es necesario determinar el importe
de 60% que sera liquidado mediante abonos mensuales:

Pago en mensualidades = 237 250 x 0.60 = 142 350

Los $142 350 constituyen el valor presente de una anualidad simple, cierta, vencida e inmediata
de 36 pagos mensuales a una tasa de interés efectiva mensual de 1.5266%.

1-(1+i)™"

1

C=R
Sustituyendo valores se tiene:
1—(1+0.015266)~%¢
0.015266
Utilizando la funcién de PAGO de Excel se tiene:

142350=R

PAGO(tasa,nper,va,vf,tipo)
donde: PAGO(0.015266,36,—142350,,0)

La solucién en Excel:

2 [T =T c | D |
Datos Funcién Excel Importe de la renta equivalente

G

1=+ "

R=

Monto (Vf) 142 350
Tipo 0

| 2 | |=PAGO(tasa,nper va,vi tipo) . i
=B =PAGO(0.015266,36,-142350,,0 =142350/((1-((1+0.015266)36))/0.015266)
| 4| Tasa 0.015266 $5 169.12 $5 169.12
| 5 | Nper 36
Valor
| 6 |actual (va)
7
| &) |
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En el ejemplo 7.3.4 se pide determinar el importe de 15 pagos mensuales equivalentes a 10 pagos
bimestrales de $5 650 si se pacta una tasa de interés de 12% anual efectivo.
En primer lugar se determina el valor actual de los 10 pagos bimestrales de $5 650.

a) Determinacion de la tasa de interés equivalente
Se determina la tasa de interés bimestral (6 bimestres por afio):
i'=1+i)P -1
i'=(1.12)" -1

A | B | D ]
1 Datos Tasa de interés equivalente
i"=(1+i)f -1
) (1+1)
3 Tasa 0.1200 =((1+0.12)N1/6)-1
4 Nper 1/6 0.019068

El valor actual de los 10 pagos bimestrales de $5 650 se determina aplicando la férmula del valor
actual de una anualidad simple, cierta, vencida e inmediata con una tasa de 1.9068% efectiva bimestral:

—_ 1)y~
C:Rl (1.+z)

1

Sustituyendo valores se tiene:
1—(1+0.019068)71°
0.019068

C=5650

Utilizando la funcion de valor actual de Excel se tiene:

=VA(tasa,nper,pago,vf,tipo)
=VA(0.019068,10,-5650,,0)

La solucion en Excel se ilustra a continuacion:

A | B | c [ D |
Datos Funcién Excel Valor actual de una anualidad

C=R{1f(1fi)*"}

|-l

1

2 | =Va(tasa,nper,pago,vf tipo) |

| 3 | =V/a(0.019068,10,-5650,,0) =5650"((1-((1+0.019068)(-10)))/(0.019068))
| 4 | Tasa 0.0191 50 999.98 50 999.98

| 5 | Nper 10

| 6 | Pago 5 650.00

| 7 | Monto (V)

8| Tipo 0

El resultado es practicamente igual a los $51000 que aparecen en el libro, pues los centavos de
diferencia se deben a redondeos.

Una vez que se ha determinado el valor actual de los pagos bimestrales, se establece el valor de
los pagos mensuales, para lo cual se calcula la tasa mensual equivalente:

i'=(1+i)P -1
i'=(1.12)"2 -1

A [ B ] D |
1 Datos Tasa de interés equivalente
i"=Q1+1)f -1
, (1+1)
3 Tasa 0.1200 =((1+0.12)"1/12)+1
4 Nper M2 0.009489

Para encontrar el pago mensual se determina la renta utilizando la férmula del valor actual de
una anualidad, considerando un valor actual de $51000 y una tasa de interés de 0.9489%:
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I-(1+i)™"

1

C=R

Sustituyendo valores se tiene:
1-(1+0.009489) "
0.009489
Utilizando la funcién de PAGO de Excel se tiene:

51000=R

PAGO(tasa,nper,va,vf,tipo)

donde: PAGO(0.009489,15,—51000,,0)
La solucién en Excel:

A | B | c | D |

1 Datos Funcion Excel Importe de la renta equivalente

- C

1-(1+i)™"
2 =PAGO(tasa,nper,va v tipo) i
3 =PAGO(0.009489,15,-51 000,,0) 51 000/((1-((1+0.009489)"-15))/0.009489)
4 Tasa 0.009489 $3 663.79 $3663.79
5 Nper 15
Valor

6 |actual (Va)
7 _| Monto (Vf) 51 000
8 Tipo 0

Exactamente la misma solucién que aparece en el texto.

En el ejemplo 7.4.1 se pide determinar la tasa de interés efectiva anual a la que tendrian que hacerse
15 depdsitos bimestrales de $600 para que arrojen un monto de $11600 en el momento de hacer el
ultimo deposito.

Para determinar la tasa de interés que se plantea en los ejemplos 7.4.1 y 7.4.2 se puede recurrir a
la férmula del monto de una anualidad, y una vez determinado el factor, ensayar diversos valores de
tasa de interés para aproximar dos de ellos y realizar una interpolacién, o bien utilizar la funcién
de Excel denominada TASA, que contiene los siguientes argumentos:

TASA (nper,pago,va,vf,tipo,estimar)
donde:

Nper: es el nimero total de periodos de pago en una anualidad.

Pago: es el pago efectuado en cada periodo, que no puede variar durante la vida de la anualidad. Si se
omite el argumento pago, debera incluirse el argumento vf. Se registra como un valor negativo.

Va: es el valor actual, es decir, el valor que tiene actualmente una serie de pagos futuros.

Vf: es el valor futuro o un saldo en efectivo que se desea lograr después de efectuar el ultimo pago.
Si el argumento vf se omite, se supone que el valor es 0 (por ejemplo, el valor futuro de un
préstamo es 0).

Tipo: es el numero 0 o 1 que indica el vencimiento de los pagos.

0 u omitido Al final del periodo
1 Al inicio del periodo

Estimar: es la estimacion de la tasa de interés.

o Siel argumento estimar se omite, se supone que es de 10%.
« SiTASA no converge, trate de usar diferentes valores para el argumento estimar. TASA general-
mente converge si el argumento estimar se encuentra entre 0 y 1.
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El sistema realiza una serie de aproximaciones sucesivas para determinar el valor de i, y en caso
de que no converja con su valor después de realizar diez iteraciones, devolvera la leyenda #NUM!
Asi, sustituyendo los valores proporcionados en el ejemplo, se tiene:

TASA(15,-600,,11600,0)

Es necesario prestar atencion al hecho de que el pago debe introducirse con signo negativo, a fin
de que la funcién pueda proporcionar un resultado correcto.
La solucion en Excel se presenta a continuacion:

A | B | D |
| 1| Datos Determinacion de la tasa de interés
2 =TASA(nper,pago,va, v tipo,estimar)
| 3| Pago 600 =TASA(15,-600,,11600,0)

| 4| Nper 15 3.526407%
Valor actual
L 5| (Va) -
Valor futuro
| 6| (V) 11 600
7 Tipo 0
8]

La tasa de interés efectiva bimestral es 3.526407%, que es practicamente la misma que se pre-
senta en el texto.
Una vez conocida la tasa efectiva bimestral, se determina la tasa efectiva anual:

j=1+i"? -1
j=(1+0.035264)° —1

Sustituyendo en Excel:

A [ B ] D I
1 Datos Tasa de interés equivalente
i D
2 j=Q0+i)P -1
3 Tasa 0.035264 =((1+0.035264)6))-1
4 Nper 5] 0.231128

La tasa de interés efectiva anual es 23.11%.

En el ejemplo 7.4.2 se pide determinar la tasa anual capitalizable semestralmente que gana un
depdsito de $32 000 a partir del cual se efectuan 24 retiros trimestrales de $2 000.

Para solucionarlo se utiliza la siguiente funcién de Excel:

TASA (nper,pago,va,vf,tipo,estimar)
Sustituyendo, se tiene: TASA(24,-2000,32000,,0)

Es necesario prestar atencion al hecho de que el pago debe introducirse con signo negativo, a fin
de que la funcién pueda proporcionar un resultado correcto.
La solucién en Excel:

A [ B8 ] D |
| 1 | Datos Determinacion de la tasa de interés
2 =TASA(nper,pago,va, i tipo,estimar)

| 3 | Pago 2000 =TASA(24,-2000,32000,,0)
| 4 |  Nper 24 3.534702%

Valor actual 32 000
[ 5| (v

Valor futuro
| 6| (V) :
L 7 | Tipo 0

La tasa de interés efectiva bimestral es de 3.534702%.
Una vez conocida la tasa efectiva trimestral, se determina la tasa efectiva semestral:

j=1+i"? -1
j=(1+0.035470)* -1
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Sustituyendo en Excel:

A | B | D |
1 Datos Tasa de interés equivalente
5 j=Q0+i) -1
3 Tasa 0.035470 =((1+0.035470)(2)-1
4 Nper 2 0.072198

La tasa de interés efectiva semestral es de 7.2198%; por lo tanto, la tasa anual seria de 14.44 %. La
diferencia con la cifra de 14.39% que se presenta en el texto se explica por las aproximaciones derivadas
de la interpolacidn, asi como por los redondeos.

En el ejemplo 7.4.3 se pide determinar el numero de depdsitos semestrales (plazo) de $595.74
que se requiere para acumular $8 500 en una cuenta que rinde 2.5% bimestral.

Para solucionarlo, en primer lugar se calcula la tasa semestral equivalente a 2.5% bimestral (un
semestre es igual a tres bimestres):

i'=(1+i)P -1

i'=(1.025)° -1

A [ B ] D ]
1 Datos Tasa de interés equivalente
; i’=(1+i)" -1
3 Tasa 0.0250 =(({1+0.025)"3)1
4 Nper 3 0.076890625

Por lo tanto, la tasa efectiva semestral es de 7.6890%, que sera la que se empleard para determi-
nar el plazo, sustituyendo los valores conocidos en la férmula del monto de una anualidad simple,
cierta, vencida e inmediata:

1+i)" -1
(D)

i
(1+0.076890)" -1
0.076890

Para determinar en Excel el valor de #, se cuenta con dos opciones:

M

8500 =595.74

a) Despejar la literal n y calcular su valor utilizando logaritmos.
b) Sustituir los valores en la funcién de Excel para calcular el numero de periodos de una anuali-
dad, como se ilustra a continuacién:

=NPER(tasa,pago,va,vf,tipo)
=NPER(0.076890;—595.74,,8500,0)

Como en todos los ejemplos anteriores, debe destacarse que el pago periédico se registra con
signo negativo en la funcién de Excel.

A I B | D ]
| 1 | Datos Determinacion del plazo
2 =NPER(tasa,pago,va,\f tipo)

| 3 | Pago 595.74 =NPER(0.076890,-595.74,,8500,0)
| 4 | Nper ? 10.00

Valor actual
[ 5| (va) -

Walor futuro
| 6 | (Vf) 8500
L 7] Tipo 0

El ejemplo 7.4.4 plantea dos preguntas:

a) ;Cudl es el nimero de pagos mensuales completos de $125 000 que se deben efectuar para liqui-
dar un préstamo de $1875 000, si el interés pactado es de 25% anual efectivo?

b) ;Cual es el monto del pago final menor que se debe realizar un mes después del ultimo pago
completo para liquidar totalmente el préstamo?
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i'=1+i)P -1
i'=(1.25)"2 -1

A [ B ] D |
1 Datos Tasa de interés equivalente
i'=(1+i) -1
, (1+1)
3 Tasa 0.2500 =((1+0.251/12)1
4 Nper 1112 0.018769265

La tasa efectiva mensual es de 1.876926%, que es la que se empleara para determinar el plazo,
sustituyendo los valores conocidos en la féormula del valor actual de una anualidad simple, cierta,
vencida e inmediata:

1-(1+i)™"

1

C=R

Sustituyendo valores, se tiene:

1-(14+0.018769)™"
0.018769

1875000=R

Como se vio en el ejemplo anterior, para determinar en Excel el valor de n, se tienen dos opciones:

a) Despejar la literal n y calcular su valor utilizando logaritmos.
b) Sustituir los valores en la funcién de Excel para calcular el nimero de periodos de una anuali-
dad, como se ilustra a continuacién:

=NPER(tasa,pago,va,vf,tipo)
=NPER(0.018769,-125 000,1875000,,0)

Como en todos los ejemplos anteriores, debe destacarse que el pago periddico se registra con
signo negativo en la funcién de Excel.

A | B | D |

1 Datos Determinacion del plazo
!Z Nper ? =NPER(tasa, pago,va,vf tipo)
| 3| Tasa 0.018769  =NPER(0.018769,-125000,1875000,,0)

4 Pago 125 000.00 17.78
| | valor actual
| 5| (va) 1875 000.00

Valor futuro

A ) -
L7 1 Tipo 0

Excel nos indica que se deben hacer 17.78 pagos, lo cual implica que se requieren 17 pagos com-
pletos.

La determinacion del pago menor que se debe realizar en el mes 18 se ilustra claramente en el
texto y los tipos de calculos que se requieren ya han sido explicados antes, por lo que por comodidad
aqui se omiten.

Los ejemplos que hasta aqui se han resuelto ilustran abundantemente las posibilidades que ofre-
ce Excel para solucionar los distintos tipos de problemas de anualidades, ya sea a través del desa-
rrollo de las férmulas que se presentan en el libro, o bien mediante la utilizacién de las funciones
financieras integradas que la misma hoja de calculo ofrece. La solucién de anualidades anticipadas
o diferidas puede realizarse siguiendo los ejemplos que se presentaron, considerando las variaciones
pertinentes.



El caso general de las anualidades se refiere a aquellas en las
cuales el periodo de pago y el de capitalizacién no coinci-
den. Para resolver este tipo de anualidades, lo més facil es
modificar sus planteamientos para ajustarlas al caso simple
y luego resolverlas mediante las férmulas que se explicaron
con anterioridad.

Los dos métodos que pueden utilizarse para convertir
anualidades generales en simples son:

1. Determinacién de la tasa de interés equivalente.
2. Determinacion de la renta equivalente.

Ademas, dado que ambos procedimientos arrojan los
mismos resultados, el lector debera aplicar el que le resulte
mas accesible.

Comprobacion del capitulo

Si ha leido el capitulo completo, el lector debe:

o Definir y explicar qué es una anualidad general.

o Identificar situaciones que se pueden representar median-
te anualidades generales.

« Utilizar el método de:

o latasa equivalente y el de

o la renta equivalente para resolver problemas plantea-
dos en forma de anualidades generales, que le permita
determinar

O Términos y conceptos importantes

« Anualidad general + Renta equivalente

\ Férmulas importantes

i=(1+i)p—1

M:R(1+1 )y -1
l'/

M=R' (1+1? -1

1

Ayrigm)i =

Férmulas importantes 233

Al revisar los planteamientos de las anualidades genera-
les, conviene identificar en cudl de los dos casos posibles cae,
pues ello determina qué procedimiento de solucion es mas
sencillo:

1. El periodo de pago es mas largo que el de capitalizacién.
2. El periodo de pago es mas corto que el de capitalizacion.

Para los diferentes casos posibles de anualidades generales
(vencidas, anticipadas, inmediatas y diferidas) también son
aplicables las anualidades simples, ciertas, vencidas e inme-
diatas y sus correspondientes adaptaciones como se vieron
en los capitulos anteriores.

o el monto,

o el valor actual,

o larenta,

o elplazoo

o la tasa de interés seguin sea necesario.

 Resolver ejercicios de anualidades generales mediante el
empleo de la hoja de calculo de Microsoft® Excel®.

o Tasa de interés equivalente

Sig#(1+1):

1-¢" x(1+i)™"
Ayrgyn)i = Rx————"—

(1+i)—¢q
Si g = (1 + i) entonces aplica:
nxR
1+i
1-g"' x(1+i)™!
(1+i)—¢q

AA(R;q)n]i =R+ R><
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Ejercicios complementarios

o

+Qué es una anualidad general?

;Qué es una anualidad general anticipada?

+Qué es una anualidad general diferida?

Dé un ejemplo de anualidad general, cierta, vencida e
inmediata.

Dé un ejemplo de una anualidad general anticipada.

. Dé un ejemplo de una anualidad general diferida.

Encuentre el monto de un conjunto de 14 pagos venci-
dos e inmediatos de $1816 cada dos meses si el interés
es de 16.6% capitalizable mensualmente.

;Cudl es el valor actual (al principio de cada afio) de 24
pagos quincenales vencidos de $146.90 si el interés es de
14% efectivo semestral?

;Cudl es el valor actual (al principio de cada afio) de pa-
gos quincenales anticipados de $5 000 si el interés es de
21% anual convertible semestralmente?

. ;Qué pago trimestral anticipado es equivalente a pagos

quincenales vencidos de $100 si el interés es de 6% capi-
talizable mensualmente?

. sQué pago bimestral vencido es equivalente a pagos se-

mestrales anticipados de $1470, a 1.5% quincenal?

. La seflora Martinez compr6 una pantalla con precio de

$8 900. Entregd 15% de enganche y se comprometio a
pagar el saldo mediante 12 pagos mensuales vencidos
con un interés de 20% efectivo anual. ;Cual es el impor-
te de los pagos?

. sCudnto se necesita ahorrar cada fin de afo en una

cuenta que paga 5.55% capitalizable mensualmente para
acumular $50 000 en el momento de realizar el quinto
depésito?

Un estudiante tiene una calculadora que desea cambiar
dentro de 6 meses. Considera que puede venderla den-
tro de 6 meses en $150 y que el valor de la que desea
comprar en esa fecha serd de $985. ;Cuanto debe aho-
rrar cada quincena comenzando dentro de quince dias,
para tener el dinero que necesita si puede invertir sus
ahorros con un interés de 10% efectivo semestral?

. Se hicieron depdsitos trimestrales de $150 vencidos a

6% capitalizable mensualmente. ;Cuantos depdsitos se

20.

21.

22.

hicieron si un mes después de realizado el ultimo se te-
nia un monto de $15 078.72?

. Una empresa desea invertir $300 000 en un proyecto

que, segin los planes, deberd producir un flujo de ingre-
sos de $42 000 bimestrales vencidos durante dos afios.
+Qué tasa de interés efectivo anual rendiria el proyecto?

. Encuentre el monto y el valor actual de 12 pagos bimes-

trales de $100 a 3% de interés capitalizable mensual-
mente si el primero de ellos se hace hoy?

. A un estudiante se le asigna una beca que le otorga

$1850 mensuales y que comenzara a recibir dentro de
4 meses y medio. Calcule el valor actual de la beca si el
interés es de 15% capitalizable bimestralmente y la beca
tiene una duracién de 2 afios.

. Una empresa debe $250 000 de impuestos. Para pagar

se le ha concedido un plazo de gracia de 6 meses sin
intereses y puede hacerlo mediante 6 pagos mensuales
realizando el primero de ellos dentro de 6 meses. Si el
interés que se le carga en el segundo semestre es de 12%
capitalizable quincenalmente, ;de qué cantidad deben
ser los pagos mensuales?

A qué tasa efectiva anual equivale:

a) 48% capitalizable semestralmente.

b) 40% capitalizable mensualmente.

¢) 35% mensual efectivo.

d) 15% semestral capitalizable bimestralmente.
e) 0.5% mensual capitalizable quincenalmente.

;Qué tasa anual capitalizable mensualmente es equiva-
lente a

a) 2% efectivo mensual?
b) 5% bimestral efectivo?
¢) 6% trimestral efectivo?

sA qué tasa efectiva anual creci6 una inversion de $604.23
bimestrales anticipados durante dos afios si su monto, 4
meses después del inicio del dltimo periodo de pago, fue
de $10 500?



CAPITULO

Amortizacion y fondos
de amortizacion

TEMARIO

8.1
8.2
8.3
8.4

8.5
8.6
8.7
8.8
8.9

8.10
8.11
8.12
8.13
8.14
8.15

Introduccion
Tablas de amortizacion
Importe de los pagos en una amortizacion

Derechos adquiridos por el deudor y saldo en favor
del acreedor

Ndmero de pagos en una amortizacion
Tasa de interés en una amortizacion
Otros casos de amortizacion

Depositos a un fondo de amortizacion

Total acumulado en un fondo de amortizacién y saldo
insoluto de la deuda

Numero de depositos en un fondo de amortizacion

Tasa de interés en un fondo de amortizacion
Comparacion entre amortizacion y fondo de amortizacion
Aplicaciones

Uso de Excel

Resumen

OBJETIVOS

Al finalizar el estudio del presente capitulo, el lector sera
capaz de:

e Explicar qué es amortizacion y fondo de amortizacion, asi como
sus semejanzas y diferencias

e |dentificar situaciones en las que se aplican estos conceptos

e Construir tablas de amortizacion y de fondos de amortizacion

e Determinar el saldo acreedor y el deudor en cualquier tiempo
en una operacion de amortizacion

e (Calcular el valor de los pagos o la tasa de interés o el plazo en
operaciones de amortizacion

e (Calcular el valor de los depdsitos, la tasa de interés o el plazo
en operaciones de fondo de amortizacion
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CAPITULO 8 Amortizacion y fondos de amortizacion

Introduccién

En el area financiera, amortizacioén significa saldar gradualmente una deuda por medio de una serie
de pagos que, generalmente, son iguales y que se realizan también a intervalos iguales. Aunque esta
igualdad de pagos y de periodicidad es lo mas comun, también se llevan a cabo operaciones con
ciertas variantes, por lo que aqui se analizan algunas de estas situaciones.

EJEMPLO 8.1.1

Sergio Campos contrae hoy una deuda de $95 000 a 18% convertible semestralmente que amor-
tizard mediante 6 pagos semestrales iguales, R, el primero de los cuales vence dentro de 6 meses.
;Cual es el valor de R?

SOLUCION:
Los pagos constituyen una anualidad simple, cierta, vencida e inmediata con valor actual de
$95 000.
R=2
C=95000
i=0.18/2=0.09
n==6
1-Q+i)™
Si C=R4—£—ilf
i
ro Ci _95000009) 8550
1-(1+)™  1-(1.097°  0.403733
R=21177.36

Seis pagos semestrales vencidos de $21 177.36 amortizan una deuda con valor actual de
$95 000 con interés de 9% semestral.

Por otro lado, el concepto de fondo de amortizacién es el inverso del de amortizacién, ya que
en el primero la deuda que se debe pagar es una cantidad en valor actual mientras que, en el caso
del fondo se habla de una cantidad o deuda que se debe pagar en el futuro, para lo cual se acumu-
lan los pagos periédicos con el objeto de tener en esa fecha futura la cantidad necesaria para amor-
tizar la deuda.

EJEMPLO 8.1.2

Una empresa obtiene un préstamo por $700 000 que debe liquidar al cabo de 6 afios. El Consejo
de administracién decide que se hagan reservas anuales iguales con el objeto de pagar la deuda en
el momento de su vencimiento. Si el dinero del fondo se puede invertir de manera que produzca
16% de interés, ;cuanto se debera depositar en el fondo para acumular $700 000 al cabo de 6 afios?

SOLUCION:
En este caso, la deuda es el monto de una anualidad simple, cierta, vencida e inmediata:
R=7?
M =700 000
i=0.16
n==6
1+i)' -1
pop (-1

i
R 700000(0.16) 112000

(116 =1  1.436396
R=$77972.91




8.2 Tablas de amortizacion

En forma breve y simplificada:

 La amortizacidn se refiere a la extincién, mediante pagos periddicos, de una deuda actual.
« Los fondos de amortizacién son acumulacién de pagos periédicos para liquidar una deuda fu-
tura.

Este capitulo se divide en dos partes principales; en las secciones 2 a 7 se analiza lo referente a la
amortizacion, mientras que las secciones 8 a 11 se ocupan de los fondos de amortizacion.

Tablas de amortizacion

Los pagos que se hacen para amortizar una deuda se aplican a cubrir los intereses y a reducir el im-
porte de la deuda. Para visualizar mejor este proceso conviene elaborar una tabla de amortizacion
que muestre lo que sucede con los pagos, los intereses, la deuda, la amortizacion y el saldo.

EJEMPLO 8.2.1

En el ejemplo 8.1.1 tenfamos una deuda de $95 000 contratada a 18% convertible semestralmen-
te, y que se amortizaria en pagos semestrales de $21 177.36. Para comprender mejor este tema, es
necesario construir la tabla de amortizacién.

SOLUCION:

En el momento

de la operacién 95 000.00
Fin del semestre 1 21177.36 8 550.00 12 627.36 82 372.64
Fin del semestre 2 21177.36 7 413.54 13 763.82 68 608.82
Fin del semestre 3 21177.36 6174.79 15 002.57 53 606.25
Fin del semestre 4 21177.36 4 824.56 16 352.80 37 253.45
Fin del semestre 5 21177.36 3352.81 17 824.55 19 428.90
Fin del semestre 6 21177.50 1748.60 19 428.90 0.00
Totales 127 064.30 32 064.31 95 000.00 —

En la tabla se puede observar que:

o Lasuma de los pagos semestrales es igual a la suma de los intereses mas la suma de las amor-
tizaciones.

o Elsaldo, como ya se habia visto, es igual al saldo anterior mas los intereses menos el pago.

» Por ejemplo, el saldo $53 606.25 del fin del semestre 3 es igual al saldo anterior ($68 608.82)
mas los intereses del periodo ($6 174.79) menos el pago ($21 177.36) = 53 606.25:

53 606.25 =68 608.82 + 6 174.79 — 21 177.36

o Laamortizacion es igual al pago menos los intereses. En cada periodo subsecuente, cada vez
va siendo mayor la parte del pago que se aplica a la amortizacion, ya que al mismo tiempo
también disminuyen tanto el saldo como los intereses correspondientes.

o Se puede ver claramente cuanto es lo que resta por pagar al final de cada semestre: el saldo.

o Elvalor del ultimo pago semestral se ajust6 para que coincidiera exactamente con el saldo
de la deuda: 1 748.60 + 19 428.90 = 21 177.50.

Aunque el ajuste en este caso fue de sélo 14 centavos, en casi todas las operaciones es ne-
cesario hacerlo debido a pequenas diferencias ocasionadas por redondeo.
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o Ademas, en la tabla se puede apreciar:

a) Los pagos: la cantidad que se paga en cada periodo en parte sirve para pagar los inte-
reses correspondientes y en parte para amortizar el saldo de la deuda.

b) Las amortizaciones: la parte de cada pago (pago menos intereses) que se aplica a la
reduccién del saldo deudor.

Como en las secciones siguientes se utilizaran las tablas de amortizacién por el momento es
suficiente con esta ilustracion.

De lo que se ha visto hasta aqui, se puede apreciar que las operaciones de amortizacion se re-
suelven utilizando las férmulas de anualidades de acuerdo con las condiciones de amortizacion plan-
teadas. Como el tema de anualidades ya ha sido cubierto ampliamente, en las secciones siguientes
se hace hincapié en el andlisis de las cuatro principales incdgnitas que se pueden plantear en una
operacion de este tipo, a saber:

» Elimporte de los pagos.

 Elntmero de pagos.

o Latasa de interés.

o Los derechos adquiridos por el deudor y el saldo a favor del acreedor.

Importe de los pagos en una amortizacién

EJEMPLO 8.3.1

Calcule el valor de los pagos y elabore una tabla de amortizacién para saldar un adeudo de
$4 000 000 con un interés de 36% convertible bimestralmente, si la deuda debe ser saldada al
cabo de un aflo, haciendo pagos bimestrales que comienzan dentro de 2 meses.

SoLUCION: C=4000 000
n=6
i=0.36/6 =0.06
Ci _4000000(0.06) 240000

-+ 1-(1.06)°  0.29503946
R =813 450.514

Tabla del ejemplo 8.3.1

Al contratar — — — 4000 000.00
Fin bimestre 1 813 450.514 240 000.00 573 450.51 3426 549.49
Fin bimestre 2 813 450.514 205 592.97 607 857.54 2 818 691.94
Fin bimestre 3 813 450.514 169121.52 644 329.00 2174 362.94
Fin bimestre 4 813 450.514 130 461.78 682 988.74 1491374.20
Fin bimestre 5 813 450.514 89 482.45 723 968.06 767 406.15
Fin bimestre 6 813 450.514 46 044.37 767 406.15 0.00
Totales 4 880 703.08 880 703.08 4000 000.00

EJEMPLO 8.3.2

Una deuda de $100 000 se debe amortizar en 12 meses mediante tres pagos de $30 000 al final
de otros tantos periodos de 3 meses y un pago que salde la deuda al cabo de 12 meses. Si el tipo de
interés es de 28% capitalizable trimestralmente, elabore una tabla de amortizaciéon de la deuda.



8.4 Derechos adquiridos por el deudor y saldo en favor del acreedor

SOLUCION:

Tabla del ejemplo 8.3.2

Al contratar — — — 100 000.00
Fin trimestre 1 30 000.000 7 000.00 23 000.00 77 000.00
Fin trimestre 2 30 000.000 5390.00 24 610.00 52 390.00
Fin trimestre 3 30 000.000 3667.30 26 332.70 26 057.30
Fin trimestre 4 27 881.311 1824.01 26 057.30 0.00
Totales 117 881.31 17 881.31 100 000.00 —

Observe que si se conoce el importe de los primeros pagos se puede ir construyendo directamente
la tabla para, al llegar exactamente al ultimo periodo, calcular el valor del dltimo pago sumando el
saldo a los intereses (26 057.30 + 1 824.01 =27 881.31).

Derechos adquiridos por el deudor
y saldo en favor del acreedor

Resulta facil ver que, por ejemplo, en una operacién de compra-venta a crédito, después de que el
deudor ha realizado algunos pagos, ha adquirido parcialmente el bien, mientras que el acreedor, al
haberlos recibido, ya no es propietario de todos los derechos sobre el bien sino sélo de una parte (el
saldo a su favor). En general, en cualquier operacién de amortizacion de una deuda, y en cualquier
momento:

Derechos del deudor + Derechos del acreedor = Valor de la operacién

Para ilustrar lo que decimos:

EJEMPLO 8.4.1

En el ejemplo 8.2.1 se tenia una deuda de $95 000 contratada a 18% convertible semestralmente
que se iba a liquidar con 6 pagos semestrales de $21 177.36. Por conveniencia, se reproduce en se-
guida la correspondiente tabla de amortizacién:

Al momento de la

operacion 95 000.00
Fin del semestre 1 21177.36 8550.00 12 627.36 82 372.64
Fin del semestre 2 21177.36 7 413.54 13763.82 68 608.82
Fin del semestre 3 21177.36 6174.79 15 002.57 53 606.25
Fin del semestre 4 21177.36 4 824.56 16 352.80 37 253.45
Fin del semestre 5 21177.36 3352.81 17 824.55 19 428.90
Fin del semestre 6 21177.50 1 748.60 19 428.90 0.00
Totales 127 064.30 32 064.31 95 000.00 —

Resulta claro que, por ejemplo, los $68 608.82 que es el saldo al final del segundo semestre
son los derechos aun en propiedad del acreedor, mientras que los derechos del deudor serian:

95 000 — 68 608.82 =26 391.18

Sin necesidad de elaborar la tabla se podrian calcular estas cantidades de la siguiente manera:
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a) Derechos del acreedor (saldo):
(1.09° -1

0.09
112 869.50—44 260.68 = 68 608.82

95000(1.09)> —21177.36

en donde
o Los $112 869.50 son el valor de la deuda al cabo de los dos semestres.
« Los $44 260.68 son el valor de los dos pagos realizados al final del segundo semestre.
b) Derechos del deudor:

1.09)* -1
21 177.36L —[(95 000)(1.09)> —95 000] =
0.09

44260.68—17 869.50 = $26 391.18

en donde, otra vez, los $44 260.68 son el valor de los pagos realizados al final del segundo se-
mestre y los $17 869.50 son los intereses ocasionados por el uso o disfrute (usufructo) de los
$95 000 objeto del préstamo.

EJEMPLO 8.4.2

La seflora Guajardo compra un departamento en condominio valuado en $2 800 000, por el cual
paga un enganche de $800 000. El resto se financia con un préstamo bancario a 15 afios, con inte-
rés a 36% convertible mensualmente. Hallar:

a) Elvalor de los pagos mensuales.
b) Elsaldo insoluto al final del décimo afio.

SOLUCION: R =?
n =15(12) = 180
i =0.36/12=0.03
C =2800 000 — 800 000 =2 000 000

Ci ~2000000(0.03) 60000

R= = =$60 294.84
1-1+i)™" 1-(1.03)'8  0.99511010

a)

El pago mensual seria de $60 294.84

1.03)120 —1
b) 2000 000(1.03)!%° —60 294.842 =

0.03

=2 000 000(34.710987) — 60 294.84(1 123.699571)69 421 974 — 67 753 285.85 =
$1 668 688.15

Asi, en 10 afos se habrian liquidado menos de $331 311.85 del préstamo original.

EJEMPLO 8.4.3

Una persona adquiere un automoévil a crédito. El vehiculo cuesta $187 500. Si da un enganche de
$75 000 y comienza a pagar mensualidades vencidas de $4 484.89, ;qué proporcion del saldo ha-
bra amortizado exactamente al pagar la duodécima mensualidad si se pacté un interés de 25.2%
convertible mensualmente?

SOLUCION:
Para determinar esa proporcién primero es necesario calcular el monto de los derechos adquiri-
dos por el deudor en el momento del pago niimero 12:
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C=112500

R=4484.89

n=12
i=0.252/12=0.0210

(1.0210)*? -1

4484.89
0.0210

}: 60491.13

Por otro lado, el valor de la deuda al duodécimo mes es de:
112 500(1.021)"2 = 144 364.84

Por lo tanto, la proporcion pagada del saldo es:
60491.13

—— =0.419, osea, 41.9%
144 364.84

Numero de pagos en una amortizacion

EJEMPLO 8.5.1

;Cudntos pagos mensuales de $15 000 son necesarios para saldar una deuda de $180 000 contra-
tada hoy a 18% convertible mensualmente?

SOLUCION: C =180000
i =0.18/12=0.015
R =15000
n==2

De c=piZF”
) i
g—l:—(l+i)_n
R

a+iyr=1-<
R

Ci
-nlog(1+i)=1o (1—)
g g R

Ci 180 000(0.015)
_G) g1
log(l Rj B g[ 15000

log (1+1) log (1.015)
_ log (0.82) _ (—0.0861861476)
log (1.015) 0.0064660422249

=13.32904

seria necesario:

a) Hacer 12 pagos de $15 000 y un pago final mayor o
b) hacer 13 pagos de $15 000 y un pago final menor.

A saber:

a) Al final del pago 12 el saldo insoluto seria (derechos del acreedor):

(1.015)"* -1
015

=215211.27-195618.17 =19 593.10

180 000(1.015)"* —15 000
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Este saldo quedaria en manos del deudor otro mes, por lo que su valor al final de éste seria:
19 593.10(1.015) = 19 887
que seria lo que habria de pagar en el decimotercer mes para liquidar totalmente la deuda.

b) Como otra alternativa de pago, si abona 13 mensualidades de $15 000 el saldo al cabo del
decimocuarto pago seria:

(1.015)" -1
0.015
=218 439.44 — 213 552.44 = $4 887

180 000(1.015)** =15 000

Si realiza el ultimo pago en el mes 14, el valor de este saldo en ese momento seria:
4 887(1.015) = $4 960.31

y con este pago se liquida también totalmente la deuda.
Debe notarse que las dos maneras de liquidar el pago final son equivalentes; la adopcion
de una u otra alternativa dependera de lo que resulte mas conveniente para acreedor y deudor.

EJEMPLO 8.5.2

Una persona recibe una herencia de $2 500 000 y decide depositarla en una cuenta que paga 6% con-
vertible mensualmente con la intencién de hacer retiros mensuales de $20 000. ;Cudntos retiros
completos de esa cantidad podra hacer antes de que se agote su herencia?

SOLUCION: C =2500000
R =20000

i =0.06/12 =0.005
=7

1-(1.005)7"
0.005

2500000 =20000

2500 000(0.005)
20 000

—0.375 =—(1.005)™"
(1.005)™=0.375
—nIn 1.005=1n 0.375

1n0375 _( —0.980829253)
In1.005  \0.0049875415

n=196.66

=—(1.005)™"

El beneficiario podra hacer 196 retiros mensuales de $20 000, después de lo cual sélo le sobra-
ria otro poco de dinero (menos de $20 000).

En este ejemplo, resulta interesante observar que si el heredero retira sélo los intereses que pro-
ducen sus $2 500 000, tendria a su disposicién 2 500 000(0.005) = $12 500 mensuales en forma in-
definida, si la tasa de interés permanece constante.

Tasa de interés en una amortizacioén

En ocasiones es necesario determinar la tasa de interés que se carga en la operacion.



8.6 Tasa de interés en una amortizacion 243

EJEMPLO 8.6.1

Una maquina de coser usada cuesta $820 al contado. El plan a crédito es de $270 de enganche y 10
pagos quincenales de $58. ;Cual es la tasa de interés que se cobra en la operacién?

SOLUCION: C =550
R =58
n =10
i=2?
1-(1+i)™°

i

550=58

1—(141)
# =9.48275862

1

Para determinar 7, en primer lugar, se ensayan diferentes valores de i que arrojen el valor

1-Q+i)1
i
mds préximo posible a 9.48275862:
. 1—(1.02)710
para i=0.02 1200277 ¢ 958501
0.02
1-(1.01)™"°
i=0.01 =W g 47130453
0.01
_ -10
i =0.0095 120095 _ g 496757904
0.0095
_ -10
i=0.0097 1=(L0097) 7 9.48656454
0.0097

Interpolando (para revisar el procedimiento, vea el capitulo 4):

9.48656454 9.48275862 9.47130453
I | |
f T 1

0.0097 i 0.01

i—0.0097  9.48275862—9.48656454
0.01-0.0097  9.47130453—9.48656454

i=0.0097 + (0.0003)(0.24940482) = 0.0097 + 0.00007482
i=10.00977482

=0.24940482

Luego, para verificar que tenemos el valor correcto:
1-(1.00977482) 1
0.00977482

con so6lo una diferencia pequefia y despreciable debida al redondeo. Asi pues, la tasa de interés
que se cobra en la operacion es de 0.97% quincenales (23.46% anual convertible quincenalmente).

=9.48275526

EJEMPLO 8.6.2

Si Cristina contrae una deuda de $6 000 y conviene en liquidarla con 5 pagos bimestrales de
$1380, el primero pagadero dentro de dos meses, ;cual es la tasa nominal, capitalizable bimestral-
mente, que se le carga?
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SOLUCION: C =$6 000
R =$1380
n=>5
i=2?
1-(1+i)7°
6000=1380 "1
1
1-(1+i)> 6000
= = 4.34782609
i 1380
Ensayando valores de i:
1—(1.05)°
sii=0.05 12097 _ 4 35047667
0.05
1-(1.048)°
sii00as LU asasizes
048
1-(1.049)7
siiz00e0 WOV o0
0.049
1—(1.0485)7
sii—004g5 -LOISNT _us7es
0.0485

Entonces i se encuentra entre 0.0485 y 0.0480 interpolando:

4.35351768 4.34782609 4.34748768

0.048 i 0.0485

_ 4.34782609—4.35351768  i—0.048
4.34748768 —4.35351768  0.0485—0.048

_ 0.00569159 _ i—0.048
0.00603000  0.0005

i—0.048
—0.0005

—0.94387894 =

i—0.048 =0.00047194
i=0.048 +0.00047194
i=0.04847194

1-(1.04847194)
Comprobando: (1.04847194) =4.34782574

0.04847194

Cifra similar a la que se determiné anteriormente, salvo, nuevamente, una ligera despreciable
diferencia debida al redondeo.

Por lo tanto, se carga en la operacion aproximadamente 29.08% (0.04847194 x 6 x 100) conver-
tible bimestralmente.

Otros casos de amortizacion

Entre la amplia gama de condiciones en la que pueden presentarse casos de amortizacion se ilustran
en seguida algunas posibilidades:
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EJEMPLO 8.7.1

Se difiere (pospone) el inicio de los pagos. En septiembre, un almacén ofrece en venta un apara-
to de television en $14 990 a pagar en 6 abonos mensuales iguales con 36% de interés convertible
mensualmente. El primer pago se debe realizar el 31 de enero del afio siguiente. Si una persona
adquiere uno de estos aparatos el 31 de octubre:

a) ;Cudl es el valor de cada uno de los pagos?
b) Construya una tabla de amortizacién que muestre el comportamiento de la operacion.

SOLUCION:
Para visualizar mejor la operacion conviene presentarla en un diagrama:
14990 x x x x x x
| | | | | | | | |
I 1 1 1 1 1 1 1 1
Fin de Oct. Nov. Dic. Ene. Feb. Mar. Abr. May. Jun.

i=0.36/12=0.03

Para manejar los célculos con las féormulas de las anualidades simples ciertas, vencidas e in-
mediatas conviene observar que el cliente disfrutara del televisor desde el 31 de octubre, por lo que
contrae la deuda desde este dia y, por ello, el valor de su compromiso al 31 de diciembre es:

14 990(1.03)* =14 990(1.0609) = $15 902.89

Ahora se puede visualizar la operacién como una anualidad simple, cierta, vencida e inme-
diata:

C=15902.89
i=0.03
n==6
R=2?
a) Por lo tanto, el pago que debe realizar el cliente cada mes es de:
1-(1+4)™"
o plmtEi
i
Ci
R=—— —
1-(1+i)"
15902.89(0.03) 477.08673
= ( p ) = =2935.63
1-(1.03)" 0.1625157
b) Tabla de amortizacion:
31 de octubre — — — 14 990.00
30 de noviembre — 449.70 — 15 439.70
31 de diciembre — 463.19 — 15902.89
31 de enero 2935.63 477.09 2 458.55 13 444.34
28 de febrero 2935.63 403.33 2532.30 10 912.04
31 de marzo 2935.63 327.36 2 608.27 8303.77
30 de abril 2935.63 249.11 2 686.52 5617.25
31 de mayo 2935.63 168.52 2767.12 2 850.13
30 de junio 2935.63 85.50 2 850.13 0.00

Totales 17 613.78 2623.80 15902.89 =
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Observe que la cantidad que se amortiza es el valor de la deuda al 31 de diciembre, y que la suma
de los intereses incluye el total de los pagados. Las diferencias que existen en los centavos se de-
ben al redondeo.

EJEMPLO 8.7.2

Pagos desiguales. Una deuda de $8 000 se debe amortizar mediante 5 pagos mensuales vencidos;
los dos primeros por $1 500 y el tercero y cuarto por $2 000. Calcule el importe del quinto pago
para saldar totalmente la deuda si la operacidn se pactd con un interés de 28% anual convertible
mensualmente.

SOLUCION:
Conviene visualizar la operacion con una tabla.

Al contratar

la operacion — — — 8 000.00
Fin mes 1 1 500.00 186.40 1313.60 6 686.40
Fin mes 2 1 500.00 155.79 1344.21 5342.19
Fin mes 3 2 000.00 124.47 1875.53 3 466.67
Fin mes 4 2 000.00 80.77 1919.23 1547.44
Fin mes 5 1583.50 36.06 1547.44 0.00
Totales 8583.50 583.49 8 000.00 =

Al llegar al fin del quinto mes sabemos que el importe del pago final debe cubrir tanto el saldo
al cuarto mes como los correspondientes intereses o:

1547.44 + 36.06 = $1 583.50

que es, precisamente, el importe del ultimo pago.

EJEMPLO 8.7.3

Cambios en la tasa de interés, amortizacion constante. Es necesario elaborar una tabla de
amortizacién para un crédito que se contrata el 3 de junio por $20 000 que debe pagarse median-
te cuatro pagos bimestrales, si en los dos primeros meses se aplica una tasa de 24% anual y en los
ultimos dos meses de 20%, ambas con capitalizacién bimestral, y si, ademas, se debe amortizar
una cuarta parte de la deuda por cada pago.

SOLUCION:
Se construye directamente la tabla:

3 de junio — — — 20 000
3 de agosto 5800.00 800.00 5000 15 000
3 de octubre 5600.00 600.00 5000 10 000
3 de diciembre 5333.33 333.33 5000 5000
3 de febrero 5166.67 166.67 5000 0

Totales 21 900.00 1 900.00 20 000 —
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EJEMPLO 8.7.4

Amortizacidn variable. Es necesario elaborar una tabla de amortizacion de una deuda de $10 000
a pagar en 3 meses mediante abonos vencidos, con 15% semestral con capitalizacién mensual,
amortizando 50, 30 y 20% de la deuda en el primero, segundo y tercer pagos, respectivamente.

SOLUCION:

Al contratar

la operacion — — — 10 000
Fin del mes 1 5250 250 5000 5000
Fin del mes 2 3125 125 3000 2 000
Fin del mes 3 2 050 50 2 000 —
Totales 10 425 425 10 000 —

’ Ejercicios de las secciones 8.2 a 8.7

3Qué es amortizar?

;Qué es una tabla de amortizacién?

Una deuda de $12 000 debe amortizarse mediante 4 pagos bimestrales iguales, el primero
dentro de 2 meses, con intereses de 4% bimestral sobre saldos insolutos.

a) Calcular el importe de cada uno de los pagos.
b) Construir una tabla de amortizacion.

;Cual seria el pago final que liquida una deuda de $23 000 contratada a 27% efectivo anual
a pagar mediante 3 pagos anuales vencidos de $10 000 y un pago final que debe realizarse
al término de 4 afios?

Una deuda de $7 250 se debe pagar en un afio mediante pagos trimestrales iguales venci-
dos. Si el interés pactado es de 36% anual convertible trimestralmente:

a) Determine el importe de cada pago.
b) Construya una tabla de amortizacion.

Construya un cuadro de amortizacién de pagos mensuales vencidos de $1 025 hasta la
extincion total de una deuda de $5 800 pactada a 20% anual convertible mensualmente,
calculando también el pago final que extinga la deuda.

Una pareja de recién casados adquiere una casa en condominio que cuesta $1 600 000.
Paga un enganche de $500 000 y acuerda pagar el resto mediante 24 mensualidades iguales
con 24% de interés convertible mensualmente. Haga una tabla de amortizacién que mues-
tre los dos primeros y los dos ultimos meses de la operacion.

Una persona adquiere un automévil que cuesta $135 000. Paga $40 500 en efectivo
y el resto con un préstamo de interés social otorgado por una instituciéon de seguridad
social que le cobra 0.4% quincenal de interés. Calcule el valor de los derechos adquiridos
por el comprador en el momento de realizar el vigésimo octavo pago si lo acordado fue
liquidar el saldo en 5 afios mediante pagos quincenales vencidos.

En el ejercicio anterior, scudl es el saldo en favor de la institucion de seguridad social?
Ellicenciado Montiel adquiere a crédito un despacho en condominio que cuesta $185 000.
Paga 30% de enganche y se compromete a pagar el saldo mediante pagos mensuales an-
ticipados durante 3 afos. Si la tasa de interés que paga es de 14% anual convertible men-
sualmente, ;qué cantidad tendria que pagar al cabo del trigésimo mes para adquirir la
totalidad de los derechos sobre el despacho?
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+Con cuantos pagos semestrales iguales y vencidos de $9 500 y un tltimo de mayor cuantia
se pagaria la adquisicién de un terreno que cuesta $59 540 si se carga una tasa anual de
10.5% convertible mensualmente? Elabore la tabla de amortizacion correspondiente.

Una persona tiene una deuda de $16 000 que convino en pagar con cuotas bimestrales
vencidas e iguales durante un afo con intereses de 18% convertible cada 2 meses. ;Cuantos
pagos debe hacer si el saldo de su deuda es de $8 354.47?

El doctor Villazan tiene una deuda de $3 500 contraida el 15 de octubre, con intereses de
27% anual convertible mensualmente y que acordé pagar en 12 abonos mensuales ven-
cidos e iguales. ;Cudntos pagos ha realizado si ha adquirido derechos sobre la deuda por
$1271.90?

;Cudl es el valor de los derechos adquiridos sobre un mueble de sala por un cliente que
lo compr6 a crédito si el precio fue de $8 999 y se convino en pagarlo mediante 6 abonos
mensuales vencidos con 15% de interés convertible mensualmente y ha realizado 3 pagos?
Determine el nimero de pagos necesarios para amortizar totalmente la compra a crédito
de un automévil que cuesta $198 000 y se vende con un enganche de 40% y el resto a pagar
en mensualidades vencidas de $5 592.33 con interés de 12% convertible mensualmente.
En una operacion de crédito se salda una deuda de $15 000 mediante pagos trimestrales
vencidos e iguales por $3 002.68 durante afio y medio. ;Cudl es la tasa de interés nominal
anual con capitalizacion trimestral que se pag6? ;Cudles eran los derechos del acreedor
después del tercer pago?

Una aspiradora se vende en $1 072 al contado o mediante 4 pagos mensuales anticipados
de $280. ;Cual es la tasa efectiva mensual que se paga al adquirir ese aparato a crédito?
En el ejercicio 17, ;cudl es la tasa efectiva anual? ;Cuadl es el monto total de intereses pa-
gados?

En el ejercicio 17, ;cudl es la tasa nominal anual con capitalizaciéon mensual?

Haga una tabla de amortizacién que muestre la forma en que se extinguiria una deuda de
$32 000 mediante 4 pagos mensuales vencidos si la tasa que se carga es de 29% anual con-
vertible mensualmente si en cada uno de los 2 primeros abonos se paga 30% de la deuda,
en el tercero 25% y en el altimo 15%.

Depdsitos a un fondo de amortizacién

Como se vio en la introduccién, el caso de fondo de amortizacion se distingue porque aqui la deuda
que se va a amortizar se plantea a futuro, y lo que se hace es constituir una reserva o fondo depositan-
do determinadas cantidades (generalmente iguales y periodicas) en cuentas que devengan intereses,
con el fin de acumular la cantidad o monto que permita pagar la deuda a su vencimiento.

A continuacién se presenta un ejemplo que ilustra el caso en el que es necesario determinar el
valor de los depdsitos.

EJEMPLO 8.8.1

Una empresa debe pagar dentro de 6 meses la cantidad de $400 000. Para asegurar el pago, el
contralor propone, dado que hay liquidez en la empresa, acumular un fondo mediante depositos
mensuales a una cuenta que paga 9% convertible mensualmente.

a) ;De cuadnto deben ser los depositos?
b) Haga una tabla que muestre la forma en que se acumula el fondo.

SOLUCION:
a) En este caso, los $400 000 son un monto, ya que su valor es a futuro por lo que:

M =400 000
R =?
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i=0.09/12=0.0075
n==6

-
y M:R(lﬂ? 1

i
Mi 400000(0.0075) 3000

R= = =65427.56
(1+4)" -1 (1.0075)6 -1 0.045852
R =65 427.56
b) Latabla:
Fin del mes 1 65 427.56 — 65 427.56 65 427.56
Fin del mes 2 65 427.56 490.71 65918.27 13 1345.83
Fin del mes 3 65 427.56 985.09 66 412.65 197 758.48
Fin del mes 4 65 427.56 1483.19 66 910.75 264 669.23
Fin del mes 5 65 427.56 1 985.02 67 412.58 332 081.81
Fin del mes 6 65 427.58 2490.61 67 918.19 400 000.00
Totales 392 565.38 7 434.62 400 000.00 —

Observe que se increment? el altimo depésito mensual en dos centavos para ajustar el fondo
exactamente a $400 000.

EJEMPLO 8.8.2

Una persona adquiere a crédito un departamento en condominio por el que, aparte de un engan-
che y abonos mensuales, debe pagar, al final de cada uno de los 3 primeros afios, una anualidad de
$165 000. Para prevenir el pago de estas anualidades decide acumular un fondo mediante dep6si-
tos quincenales en una cuenta que paga 12% convertible mensualmente. ;Cudnto debe depositar
cada quincena para acumular lo que necesita para amortizar su deuda cada fin de afio?

SOLUCION:

En este caso, se debe advertir que el periodo de capitalizacion no coincide con el periodo de los
depdsitos, por lo que se hace necesario determinar, en primer lugar, la tasa efectiva quincenal
equivalente a una tasa de 0.12/12 = 0.01 efectiva mensual, para lo cual, como se vio antes:

(1+i)* =1.01
1+i=+1.01
i =+/1.01 —1=0.00498756

Ast: M =165 000
R=7?
i=10.00498756 quincenal
n = 24 quincenas
1+i)" -1 Mi
(L+i)' =1 Mi
i 1+i)y" -1
R 165000(0.00498756)  822.9479
(1.00498756)** -1  0.126825

R=2$6488.84

M=R
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Total acumulado en un fondo de amortizacion
y saldo insoluto de la deuda

EJEMPLO 8.9.1

Observe la tabla de fondo de amortizaciéon que se elabord para el ejemplo 8.8.1. En ella se pue-
de ver el total acumulado en el fondo al final de cada uno de los 6 meses que se contemplan. Por
ejemplo, al final del cuarto mes hay $264 669.23. Si s6lo se deseara identificar esta cantidad sin
construir la tabla, se le podria calcular sabiendo que es el monto de una anualidad vencida.

M=2?

R =65427.56

n=4

i =0.0075

14+0.0075)* =1  0.030339
M =65 427.56 ( ) = (65 427.56)
0.0075 0.0075

M =264 669.23

Por otro lado, si $264 669.23 es el monto acumulado en el fondo al final del cuarto mes y, al
mismo tiempo, la deuda es de $400 000, el saldo insoluto es:

400 000 — 264 669.23(1.0075)* = 400 000 — 268 654.16 = $131 345.84

que, para su mejor comprension, conviene plantear en forma de ecuacién de valores equi—
valentes.

264 669.23 268654.16
1 | | | | | |
I T T T T T 1
0 1 2 3 4 5 6
400000

Observe que:

o $264 669.23 es lo acumulado en el fondo al final del cuarto mes.

o $264 669.23(1.0075)* = $268 654.16 es el valor acumulado en el fondo al final del cuarto mes,
llevando su valor al final del sexto mes, que es el momento al que esta planteada la deuda.

o 400 — 268 654.16 = 131 345.84 es el saldo insoluto de la deuda.

EJEMPLO 8.9.2

Si se depositan $1000 mensuales en un fondo de inversién que rinde 0.8% mensual efectivo, ;cudl
seria el valor acumulado en el fondo al cabo de 7 afios?

SoLUCION: M=z
R=1000
i=0.008
n=7(12)=84

1.008)% —1
M=1 ooo¥ =1000(119115.14)
0.008

M=$119115.14
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EJEMPLO 8.9.3

Con los datos del ejemplo anterior, sen cuanto se incrementa el fondo del mes 83 al 84 por con-
cepto de intereses?

1.008% —1
=1000—— =1000(117.1777155) =117 177.72
0.008

Al mes 84 $119115.14
Al mes 83 $117177.72

$1937.42

De esta cantidad en que aumenta el fondo del mes 83 al 84, $1 000 corresponden al depdsito
que se hace cada mes y $937.42 a los intereses. Esto se puede verificar si se observa que los intere-
ses de $117 177.72 del mes 83 al 84 son:

117 177.72(0.008) = 937.42

Numero de depdsitos en un fondo de amortizacion

Dos ejemplos de este caso:

EJEMPLO 8.10.1

;Cudntos depdsitos mensuales seria necesario realizar en un fondo de amortizacion que se invier-
te en un instrumento que paga 9% anual convertible mensualmente si se quiere liquidar una deu-
da que vale $4 800 a su vencimiento y si se realizan depodsitos de $850?

SOLUCION: M =4800
i =0.09/12 =0.00750
R =850
n==2
1.0075)" -1
4800 = 850%
0.0075
. 4800(0.0075)
(1.0075)" = —— = +1=1.04235294
850
log1.04235294  0.01801480
n= = =5.55
log 1.0075 0.003245

Se podria pagar con 5 depdsitos de $850 mas un sexto depdsito de:

(1.0075)° —1
850———"

(1.0075) +x =4 800 =4 346.59 +x
0.0075

x=4800-4346.59=453.41

EJEMPLO 8.10.2

Una persona debe pagar $7 500 el 2 de junio y decide formar un fondo de amortizacion de-
positando $1 216.06 mensuales en una inversién que rinde 14.03% efectivo anual. ;El dia 2 de

qué mes debe hacer el primer depésito para acumular con el del 2 de junio la cantidad que
adeuda?

251
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SOLUCION: M =$7 500
n=>=2
R =1216.06

i =0.1403 efectivo anual

En primer lugar es necesario determinar cudl es la tasa efectiva mensual, ya que los depositos se-
ran mensuales y la tasa dada es efectiva anual:

(1+4)'2=1.1403

Esto se puede resolver por medio de logaritmos:

12 log (1 + i) =log 1.1403
log (1 + i) =(1/12)(log 1.1403) = (1/12)(0.057019)
log (1 + 1) =0.00475159
1 + i = antilog 0.00475159
1+i=1.0110
i=0.0110

que es la tasa efectiva mensual. Luego, para calcular el nimero de pagos:

1.0110)" —1
7500=1216.06¥
0.0110
7500(0.0110
(1.0110)" = ¥+1 =1.067842

1216.06
nlog 1.0110 = log 1.067842
- log1.067842 _ 0.028507 —6
log1.0110  0.004751

Entonces, si el altimo depdsito se debe realizar el 2 de junio y es necesario hacer 6 depositos, el
primero de ellos debera realizarse el 2 de enero.

Tasa de interés en un fondo de amortizacion

En esta seccidn se presentan ejemplos de circunstancias en las que es necesario calcular la tasa de
interés que se carga en operaciones que se realizan a través de fondos de amortizacion.

EJEMPLO 8.11.1

Una deuda que vencia el 25 de septiembre, por un monto de $250 000, se liquidé con un fondo
acumulado mediante 8 depdsitos mensuales vencidos por $30 492.386. ;Cudl fue la tasa de inte-
rés mensual que rendia el fondo?

SOLUCION: M =250000
i=?
n=_8
R=30492.386
1+i)" -1
Mo gt -1
i
(1+i"-1 M

i R
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(1+i -1 M 250000
i R 30492.386
1+i)® -1

1

=8.198768047

Ensayando valores de i para aproximar el valor que buscamos:

1.01)° -1
Si i=0.01 oY1 _ 8.285671
1.009)® —1
i=0.009 (10097 -1 _ 8.256587399
0.009
1.008)% —1
i=0.008 (1.008)" -1 _ 8.22762007
0.008
1.007)% -1
i=0.007 1007 -1 _ 8.198768147
0.007

y, como 8.198768145 es precisamente el valor que buscamos, no resulta necesario interpolar para
saber que la tasa cargada en la operacién es de 0.7% mensual.

EJEMPLO 8.11.2

Una deuda de $10 000 con vencimiento el 12 de octubre se amortizé mediante un fondo que se
constituyo a través de 5 depdsitos de $1 966.29 realizados los dias 12 de los meses de junio a oc-
tubre. ;Cuadl fue la tasa efectiva anual que pago6 el fondo?

SOLUCION: M =10000
n=>5
R=1966.29
i=2?
(1+iy -1

1

10000 =1966.29

(1+i -1 10000
i 1911.29

=5.085725576

En primer lugar se determina la tasa efectiva mensual ensayando valores de i:

1.01° -1
Si i=0.01 L=5.10100501
0.01
i=0.009 =5.090813651
i=0.008 =5.080642564

Asi, la tasa mensual estd entre 0.8 y 0.9%, y para aproximarla interpolamos entre estos valores:

0.008 i 0.009

5.080642564 5.085725576 5.090813652
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i—0.008  5.085725576—5.080642564

y: =
0.009—-0.008 5.090813652—5.080642564
i—0.008 _ 0.005083012 — 04997510591
0.001 0.010171088
i—0.008 =(0.001)(0.4997510591) = 0.00049975
i=0.00849975
i=0.0085
5 —
Verificando: % =5.085725575
0.0085

La tasa efectiva mensual es de aproximadamente 0.0085 y la tasa efectiva anual:
(1.0085)"* —1=0.10691

o una tasa aproximada de 10.69% anual.

Comparacién entre amortizaciéon y fondo
de amortizacién

Cuando se amortiza una deuda, se hacen pagos periddicos y del importe de cada uno de ellos se li-
quidan los intereses causados hasta ese momento y el resto se aplica a la amortizacién o disminucién
del importe de la deuda.

Por otro lado, bajo el concepto de fondo de amortizacion, tal como se vio antes, el valor de la
deuda estd planteado a futuro y lo que se hace es realizar depositos periddicos en alguna inversion,
de manera que se acumule la cantidad necesaria para el momento en que es necesario pagar.

En este caso puede suceder, entre otras combinaciones posibles, que los intereses causados por
la deuda se incluyan en el valor a futuro que se le asigna o que se paguen por separado.

Para ilustrar su interrelacién y su comportamiento, se analiza el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 8.12.1

Sila tasa vigente en el mercado para cierto tipo de inversiones es de 18% anual, convertible men-
sualmente, determinar la forma en que se podria saldar una deuda de:

a) $1000, contraida el dia de hoy y que se debe amortizar mediante 4 pagos mensuales igua-
les.

b) Unadeudade $1 061.36 que debe pagarse exactamente dentro de 4 meses, con un fondo de
amortizacion constituido mediante 4 dep6sitos mensuales iguales, el primero de los cuales
debe hacerse dentro de un mes.

¢) Hacer una tabla para comparar el comportamiento de las operaciones planteadas en a) y b).

SOLUCION:

a) C = $1000
n=4
i

= 0.18/12=10.015

g Ci _1000(0015) 15 15
1-(1+i)™  1-(1.015)"  1-0.94218423 0.057815

El valor del pago mensual es de $259.45.

b) M = $1061.36
i =0.015
n=4



El valor del depdsito mensual es de $259.45, lo cual se debe a que $1 061.36 es, precisamen-
te, el monto de $1 000 después de 4 meses a 18% convertible mensualmente (salvo un ligero

Mi
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15.9204

R:
a+i)y' -1

ajuste por redondeo).

Se le 1j6 asi en el ejemplo para ilustrar que en las mismas condiciones de pago (bésica-

~ 1061.36(0.015)

(1.015)* -1

=259.45
0.06136355

mente interés y plazo), una y otra forma de amortizacion son equivalentes.

¢) Tabla de amortizacidn:

Al momento de
la operacién

Fin del mes 1
Fin del mes 2
Fin del mes 3

Fin del mes 4

259.45
259.45
259.45
259.43%

Totales 1037.78

* Las diferencias se deben al redondeo.

Tabla de fondo de amortizacion:

Fin del mes 1 259.45
Fin del mes 2 259.45
Fin del mes 3 259.45
Fin del mes 4 259.43*
Totales 1037.78

15.00
11.33
7.61
3.83
37.78

3.89
7.84
11.85
23.58

* Las diferencias se deben al redondeo.

Resulta sencillo visualizar que, si se obtiene en préstamo una cantidad de dinero que se pueda
invertir a una tasa de interés mayor que la que se paga, ello resulta conveniente para quien obtiene

el préstamo.

EJEMPLO 8.12.2

Una persona obtiene un préstamo de $100 000 que debe pagar en 6 meses, mediante abonos men-
suales iguales y con intereses de 6% anual convertible mensualmente. Si esta persona deposita los
$100 000 en un fondo de inversién que rinde 1.0% mensual y de alli paga su deuda, scuanto sal-

dra ganando al final de los 6 meses?

SOLUCION: C
i
n

Debe pagar $16 959.55 cada mes para saldar su deuda, pero si invierten los $100 000 en el fon-

— 1000.00
244.45 755.55
248.12 507.43
251.84 255.59
255.60 0.00

1000.00 —
259.45 259.45
263.34 522.79
267.29 790.08
271.28 1061.36

1061.36 —

=$16959.55

= $100 000

= 0.06/12 = 0.005 (el interés que tiene que pagar)

=6

_CGi_100000(0.005) 500
1-(1+i)™"  1-(1.005°  0.029482

do a 0.01% mensual, lo que sucede es:

255
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Al momento de la

operacion — — 100 000.00
Fin del mes 1 1000.00 16 959.55 84 040.45
Fin del mes 2 840.40 16 959.55 67 921.30
Fin del mes 3 679.21 16 959.55 51640.97
Fin del mes 4 516.41 16 959.55 35197.83
Fin del mes 5 351.98 16 959.55 18 590.26
Fin del mes 6 185.90 16 959.55 1816.61

Por lo tanto, al final del sexto mes la persona que obtuvo el préstamo y que lo invierte en esas
condiciones habria logrado una utilidad de $1 816.61.

También se puede ver facilmente que no conviene pedir dinero prestado para soélo invertirlo
en algun instrumento que rinda menos de lo que se paga de interés, pues esto daria como resulta-
do una pérdida.

Aplicaciones

EJEMPLO 8.13.1

Salvador Diaz adquiere un condominio de interés social (en condiciones especiales), que tiene
un valor de $300 000. Si paga 20% de enganche y el saldo es a 15 afios con abonos mensuales de
$2 349.33, ;qué tasa de interés anual nominal, convertible mensualmente, estd pagando?

SOLUCION: C = 300 000 — [300 000(0.20)] = 300 000 — 60 000 = $240 000
n = 12(15)=180
R = 2349.33
i=7
(i an (i \—180
CzRﬂ =240000=2349.331(¢

i i
1-(1+i)"% 240000
i 234933

=102.1567851

Ensayando valores de i:

1-(1.01)718°
Si i=0.01 ¥=83.321664
0.01
1-(1.008)7180
i=0.008 1-(1.008) "7 _ 95.2138
0.008

1-(1.006)7180

i=0.006 =109.884466

Como 109.884466 es mayor que el valor que buscamos de 102.156779 ensayamos con una
tasa de interés mayor:

1—(1.007)7180
i=0,007 1-(.007) "7 _ 102.156878
0.007

El valor determinado con una tasa de 0.007 es 102.156878 y es practicamente el mismo que
buscamos de 102.156779, por lo que podemos afirmar que es la tasa aplicada al préstamo.
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1-(1.007)7180
0.007
240 000 = 2 349.33(102.156878) = 240 000.22*

Asi, 0.007 es la tasa mensual efectiva y, para encontrar la tasa anual nominal, convertible
mensualmente:

Verificando: 240000 =2 349.33

0.007(12)=0.084

esto es, 8.4% anual convertible mensualmente.

* La diferencia existente se debe al redondeo.

EJEMPLO 8.13.2

Un automoévil que cuesta $138 500 se vende con 30% de enganche y el saldo a pagar en 18 men-
sualidades con 2% de interés “global mensual”. Calcular:

a) Elvalor de los 18 pagos mensuales.
b) Latasa efectiva anual que se estd cargando.

SOLUCION:

a) Alhablar de interés “global mensual” los comerciantes se refieren a que se carga 2% de interés
sobre el saldo inicial, en cada uno de los periodos de pago; en este caso, los 18 meses. Asi, el
enganche es de $138 500(0.30) = $41550.

C=138500—41 550 = $96 950

Como el interés se carga sobre este saldo inicial, entonces:

interés mensual = 96 950(0.02) =1 939
y el saldo dividido entre los 18 pagos:

96 950/18 = $5 386.11
por lo que el importe de cada uno de los 18 pagos mensuales es:
R=5386+1939=$7325.11

1-(1+i)™"

1

b) C=R

Ahora, para calcular la tasa que se carga:

1-(1+i)"®
96950 =7 325.11 -~
1
1I-1+i)7'8 96950
= =13.235296
i 7325.11
Ensayando la i:
1-(1.034)7"®
Si i=0034 2O 500603
1-(1.035)7"®
Si i=0035 20O 5150680
Interpolando:
0.034 i 0.035

13.299693 13.235296 13.189682




258

CAPITULO 8 Amortizacion y fondos de amortizacion

i—0.034  13.235296—13.299693

0.035-0.034  13.189682 —13.299693
_ —0.064397

© -0.110011
i =0.034 +(0.001)(0.585369)
i =0.034+0.000585
i =0.034585

=0.585369

Como se puede apreciar, la tasa efectiva mensual se aproxima a 3.46%, que es considerablemente
superior a la de 2% “global mensual” planteada en la transaccion.
Ahora, la tasa efectiva anual es de:

(1.034585)!2 — 1=1.503820 — 1 = 0.503820

O sea, aproximadamente 50.38%.

EJEMPLO 8.13.3

Sandra compra una estufa que cuesta $2 000 al contado, paga $800 de enganche y conviene en
amortizar el resto mediante 6 pagos bimestrales iguales con un interés a razén de 30% converti-
ble bimestralmente.

a) Encontrar el valor de los pagos.

b) Construir una tabla que muestre la forma en que se va amortizando la deuda.

¢) Determine el valor de los derechos que el comprador ha adquirido sobre la estufa inmedia-
tamente antes del cuarto pago.

SoLuUCION:
a) C = 2000-800=1200
n==a6
i =0.30/6=0.05
R= Ci 1 200(0.05) _ 60
T -+ 1-(1.05)°  0.25378460
=$236.42
b)
Al momento de la
operacion 1200.00
Fin del bimestre 1 236.42 60.00 176.42 1023.58
Fin del bimestre 2 236.42 51.18 185.24 838.34
Fin del bimestre 3 236.42 41.92 194.50 643.84
Fin del bimestre 4 236.42 32.19 204.23 439.61
Fin del bimestre 5 236.42 21.98 214.44 225.17
Fin del bimestre 6 236.43 11.26 225.17 0
Totales 1418.53 218.53 1200.00

¢) Los intereses causados en 4 meses por la posesion de la estufa son:

1200[(1 + 0.05)* — 1] =258.61

El valor de los 3 primeros pagos en el momento de realizar el tercero es:

(1.05)° -1

236.42 =236.42(3.1525) = 745.31
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El valor de $745.31 al final del cuarto mes:
745.31(1.05) = 782.58

Por lo tanto, el valor de los derechos adquiridos por el comprador hasta inmediatamente an-
tes de realizar el cuarto pago asciende a:

782.58 — 258.61 = $523.97

’ Ejercicios de las secciones 8.8 a 8.11

Se deben pagar $29 000 dentro de 12 meses por una deuda contraida con anterioridad. Si
para pagarla se decide constituir un fondo mediante depésitos bimestrales vencidos, ;cual
seria el importe de los mismos si se colocan en un instrumento de inversién que rinde
6.8% convertible mensualmente?

Haga una tabla de amortizacion para el ejercicio 21.

Para pagar una deuda de $154 000 que vence dentro de 5 meses se va a constituir
un fondo mediante depésitos mensuales anticipados. Si los depdsitos se colocan en un fondo
de inversiones que rinde 12% anual convertible mensualmente, determine su importe.

Haga una tabla de amortizacion para el ejercicio 23.

Elabore una tabla que muestre la forma en que se amortizaria una deuda de $150 000
contratada hoy y que debe pagarse en 3 meses con interés de 3% trimestral capitalizable
mensualmente si se decide constituir un fondo mediante depésitos quincenales vencidos
en una cuenta de inversiones que rinde 0.7% mensual efectivo.

Ernesto Torres contrae una deuda por $80 000 a pagar en 14 meses con 0.8% de interés
efectivo mensual. Desea amortizarla con un fondo constituido mediante depdsitos men-
suales vencidos. ;Cudl debera ser el importe de los depésitos si el fondo se coloca a 6%
anual convertible mensualmente?

+Cudl debe ser el importe de cada uno de 8 depdsitos mensuales anticipados que se colocan
en un fondo de inversién que rinde 8% convertible mensualmente con el objeto de amorti-
zar una deuda de $8 888.88 que vence exactamente dentro de 8 meses?

El licenciado Vidriera ha ahorrado $200 cada 2 meses desde hace aflo y medio en una
cuenta de inversion de renta fija que paga 10% anual convertible mensualmente. Lo que
pretende es pagar dentro de 6 meses una deuda que a esa fecha tiene un valor de $3 000.

a) ;Le alcanzara con lo que acumule en el fondo para pagar su deuda?
b) ;Cuanto le sobrara o cuanto le faltara?

Un comerciante decide crear una reserva para adquirir un local mas amplio para su ne-
gocio. Deposita cada semana $1 750 en un fondo de inversiones que paga 6% anual con-
vertible mensualmente. ;Cuanto habrd acumulado en el fondo al cabo de 6 meses si se
consideran 52 semanas por ano?

Un chofer desea adquirir el taxi que maneja y que pertenece al sefior Urrutia. Este ha
convenido en venderle el auto y el permiso de taxi dentro de afio y medio en $117 500.
;Cuanto debe depositar semanalmente el chofer en un fondo de inversién que paga 5%
convertible mensualmente para acumular la cantidad que necesita?

Si el mismo chofer del ejercicio 30 hiciera los depositos cada tercer dia, ;cuanto necesitaria
depositar? Considere afios de 360 dias y meses de 30 dias.

Una persona debe liquidar $7 700 al 15 de diciembre. Si ese dia recibe $3 200 de aguinaldo y
lo va a aplicar al pago de su deuda, y el resto lo va a pagar con lo que acumule en un fondo de
inversion, ;cuanto debera depositar mensualmente en el fondo que paga 8% anual convertible
mensualmente, si el primer depésito lo va a hacer el 15 de junio?

Se constituyé un fondo con depésitos mensuales de $1 000. Durante 2 afios el fondo obtu-
vo intereses de 9% convertible mensualmente y al principio del tercer afio el rendimiento
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descendié a 8% también convertible mensualmente. ;Cudnto se habia acumulado en el
fondo al terminar el tercer afio?

Un agente de ventas calcula que debe comprarle llantas nuevas a su automévil cada 5 me-
ses. Decide formar un fondo para acumular el dinero que necesitard para el préximo juego
de llantas que calcula le costardn $6 000 dentro de 5 meses. ;Cuanto dinero debera depo-
sitar quincenalmente en un fondo de inversiones que paga 0.75% mensual para reunir los
$6 0007

Se contrae hoy una deuda por $24 000 pagadera a 7 meses sin intereses. Si se depositan
$3 000 mensuales en un fondo que paga 0.5% mensual de interés, ;qué proporcioén de la
deuda se habra amortizado al momento de hacer el sexto depdsito?

Elingeniero Lépez debe pagar $6 350 el 13 de noviembre. Ha acumulado 6 depdsitos men-
suales de $800 en un fondo que paga 1.025% mensual y realizé el sexto depdsito el 6 de
septiembre. ; Cudnto tendria que depositar en el fondo el 13 de octubre para poder liquidar
su deuda al vencimiento?

Para pagar 30% de enganche de un inmueble que vale al contado $ 1 427 500 (al momento
de la entrega) se constituyé un fondo mediante depositos mensuales realizados desde 8
meses antes de la operacidn. Si los dep6sitos mensuales fueron de $52 141.80, ;cudl fue la
tasa de interés que rindid el fondo?

El licenciado Candelaria debe liquidar $35000 dentro de 6 meses y $5500 dentro de
un afo. Para pagar, decide formar un fondo mediante depdsitos iguales cada mes en una cuenta
de inversion que paga 0.6% mensual. ;Qué cantidad debe depositar cada mes para amortizar
cada una de sus deudas en sus respectivos vencimientos?

Si se depositan $500 quincenales en un fondo de inversiones que paga 14% efectivo anual,
sen qué tiempo se reuniran $10 000?

Haga una tabla que muestre el comportamiento de un fondo de amortizacién constituido
mediante depositos mensuales de $600 a un fondo que rinde 10% anual convertible men-
sualmente si al momento de realizar el segundo depdsito el interés cambia a 8%, con la
misma capitalizacién y se hacen 3 depdsitos mas por $600 cada uno.

Se depositaron $180 semanales en una cuenta de ahorros. Si al cabo de 6 meses se acumu-
laron $4 746.18, ;qué tasa de interés efectiva anual se paga en esa cuenta? Considérense 52
semanas por afo.

sA qué tasa de interés tendrian que hacerse 8 depdsitos mensuales vencidos de $420 para
acumular $3 550 al momento de hacer el octavo dep6sito?

Uso de Excel

En el ejemplo 8.1.1 se busca el valor R de 6 pagos semestrales iguales que debe hacer el seior Campos
para amortizar una deuda de $95 000 que contrae a 18% anual convertible semestralmente. Como la
situacion representa una anualidad simple, cierta, vencida e inmediata, el ejemplo se puede resolver
mediante la funcién PAGO de Excel, como sigue:

=PAG0(0.09,6,95 000)

Que arroja el valor —$21 177.38 que es el que se busca (la pequenia diferencia respecto al valor que
aparece en la seccion 8.1 se debe, como en muchos otros casos, a redondeo).

En el ejemplo 8.1.2 se busca la renta de una anualidad simple, cierta, vencida e inmediata que,
acumulada en un fondo que paga 16% anual permita acumular $700 000 al cabo de 6 afios.

De nueva cuenta, utilizando “=PAGO(0.16,6,,700 000)”, se obtiene el resultado que se busca:
—$77 972.91 que, para recordar lo comentado antes, en Excel aparece en color rojo y con signo nega-
tivo, dado que se trata de una erogacion.
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El ejemplo 8.2.1 es una ilustracién de una tabla de amortizacién, construida con los datos del ejemplo
8.1.1, en donde se tenia una deuda de $95 000, contratada a 18% convertible semestralmente y que se
determind que se iba a amortizar mediante 6 pagos semestrales de $21177.36. La tabla de amortiza-
cién correspondiente, que es la que muestra como se va comportando el crédito a todo lo largo de su
existencia, es la que se reproduce en seguida:

Inicio — — — 95 000.00
Fin semestre 1 21177.38 8550.00 12 627.38 82 372.62
Fin semestre 2 21177.38 7 413.54 13763.84 68 608.78
Fin semestre 3 21177.38 6174.79 15 002.59 53 606.19
Fin semestre 4 21177.38 4 824.56 16 352.82 37 253.36
Fin semestre 5 21177.38 3352.80 17 824.58 19 428.78
Fin semestre 6 21177.38 1748.59 19 428.79 0.00
Totales 127 064.28 32 064.28 95 000.00 —

El procedimiento que se sigui6 para elaborar esa tabla de amortizacién fue:

Primero se colocan los encabezados de columna y de renglén. Aqui note que, si se anota “Fin
semestre 1”7 y luego se coloca el puntero del ratén en la esquina inferior derecha de la celda, el sim-
bolo cambia de una flecha a una cruz y, si se arrastra esta cruz hacia abajo, automaticamente Excel
va copiando el “Fin semestre “ y va cambiando el niimero a 2, 3, y asi sucesivamente hasta el arrastre
al sexto renglon.

Posteriormente, se coloca el valor del pago semestral, $21 177.38, y, como es igual en todos los
semestres, simplemente se copia a todos los cinco renglones restantes.

El primer renglén del interés sobre el saldo es 9% del préstamo inicial, $95 000. Si se coloca este
valor en la celda E2 (habiendo colocado el primer renglén y la primera columna de la tabla en el ren-
glon Al), se determina este valor con la formula “=0.09*E2” la cual produce el resultado de $8 550.

La amortizacién de la deuda al final del primer semestre, el primer renglén de la columna
“Amortizacion’, la columna C es la diferencia entre lo que se pago, $21 177.38 y los intereses genera-
dos, $8 550, o sea, en Excel: “=B3—C3”, férmula que se coloca en la celda D3, con lo que se obtiene el
valor correspondiente, $12 627.38.

Para terminar con los calculos de final del primer semestre, sélo resta determinar el nuevo sal-
do del adeudo que es la diferencia entre el saldo anterior, el inicial y la amortizacion del semestre:
$95 000 — 12 627.38 = 82 372.62. En Excel: “=E2-D3”.

Una vez completado el primer renglén, la tabla se llena copiando las férmulas que se acaban de
introducir en el renglén 3 de las columnas C, D y E. Se hace esto, marcando con el raton las tres cel-
das y, después, arrastrandolas hacia abajo, hasta el renglén 8, que corresponde al final del semestre 6.

Para calcular las sumas de las columnas B, C y D se pueden seguir dos caminos:

a) Anotar, por ejemplo para la columna B, en la celda B9 la férmula “=Suma(B3:B8)”, o

b) Colocar el cursor en la celda B9 y marcar con el ratén el simbolo de la sumatoria, la letra grie-
ga mayuscula sigma, ¥, que suele estar en la barra de iconos de la parte superior, con lo que
automdticamente aparece la férmula de la suma y ya sélo falta oprimir la tecla “Intro” para que
aparezca la suma.

En el ejemplo 8.3.1 se pide elaborar una tabla de amortizacién para saldar un adeudo de $4 000 000,
contratado a 36% convertible bimestralmente, a un plazo de un afo y con pagos bimestrales.

En la seccidén 8.3 se determind este pago, $813 450.514, como la renta de una ACSVT, y con este
dato, se puede construir la tabla de amortizacién siguiendo el mismo procedimiento que se usé en
el ejemplo anterior:
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a) Seanotan los encabezados de la tabla, empezando por la celda A1 (por supuesto, se puede uti-
lizar cualquier otra posicién pero aqui se sigue con Al para no complicar las explicaciones).

b) Seingresa el pago bimestral, $813 450.514 en las celdas correspondientes.

¢) Seintroduce la férmula para el célculo de los intereses “=E2*0.06” en la celda C3.

d) Seanota la férmula de la amortizacion en la celda D3: “=B3—C3”.

e) Setecleala férmula del saldo en la celda E3: “=E2—-D3”.

f)  Se “jalan” las celdas B3, C3 y D3 hacia abajo, hasta el renglén del ltimo pago, el renglén 8.

Se calculan las sumas de las columnas B, C y D. Se puede hacer esto de dos maneras:

kS)

o Anotar, por ejemplo para la columna B, la formula “=Suma(B3:B8)” en la celda B9, o

o Se coloca el cursor en la celda B9 y se marca con el raton el simbolo de la sumatoria, la letra
griega mayuscula sigma, X, que suele estar en la barra de iconos de la parte superior, con lo
que automaticamente aparece la féormula de la suma y ya sélo falta oprimir la tecla “Intro”
para que aparezca la suma.

Al contratar — — — 4 000 000.00
Fin bimestre 1 813 450.514 240 000.00 573 450.51 3426 549.49
Fin bimestre 2 813 450.514 205 592.97 607 857.54 2 818 691.94
Fin bimestre 3 813 450.514 169 121.52 644 329.00 2174 362.94
Fin bimestre 4 813 450.514 130 461.78 682 988.74 1491 374.21
Fin bimestre 5 813 450.514 89 482.45 723 968.06 767 406.15
Fin bimestre 6 813 450.514 46 044.37 767 406.15 0.00
Totales 4 880 703.080 880 703.08 4 000 000.00 —

En este ejemplo, como se utilizoé un pago con tres cifras decimales, no es necesario redondear el
saldo final porque da exactamente cero.

En el ejemplo 8.3.2 se desea saldar en un afio una deuda de $100 000, mediante tres pagos
trimestrales de $30 000 y un pago en el cuarto trimestre que salde la deuda, con un interés de 28%
capitalizable trimestralmente.

En este caso, se procede directamente a elaborar la tabla de amortizacion hasta el tercer semes-
tre, con el procedimiento descrito antes y sélo se extiende el calculo de los intereses hasta el cuarto
trimestre:

Al contratar — — — 100 000.00
Fin trimestre 1 30 000.000 7 000.00 23 000.00 77 000.00
Fin trimestre 2 30 000.000 5390.00 24 610.00 52 390.00
Fin trimestre 3 30 000.000 3 667.30 26 332.70 26 057.30
Fin trimestre 4 27 881.311 1824.01 26 057.30 0.00
Totales 117 881.311 17 881.31 100 000.00 —

En este punto, se sabe que el saldo al tercer trimestre es de $26 057.30, y que los intereses gene-
rados al final del cuarto periodo son $1824.01, por lo que se sabe también que el pago necesario para
saldar la deuda es la suma de estas dos cantidades. Y, entonces, se anota en la celda B6 “=C6+E5’,
con lo que se obtiene el cero en la columna de saldo. Y, en este punto, sélo falta calcular los totales.

En el ejemplo 8.4.1 se utilizan los datos y la tabla del ejemplo 8.1.1 para ilustrar los conceptos de los
derechos adquiridos por el deudor y el saldo en favor del acreedor y se explica como estos conceptos
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estan contenidos en la tabla y como se pueden también calcular directamente con las férmulas cono-
cidas de anualidades, sin necesidad de elaborar una tabla.

El ejemplo 8.4.2 trata de la compra de un departamento que cuesta $2 800 000 y por el cual se
paga un enganche de $800 000. El resto se paga con un préstamo bancario a 15 afos con interés de
36% convertible mensualmente y se pide encontrar el valor de los pagos mensuales y el saldo insoluto
al final del décimo afio.

En primer lugar, para determinar el valor de los pagos mensuales, se utiliza la funcién PAGO de
Excel, de la siguiente manera: =PAG0(0.03,180,2 000 000), la cual produce el resultado que se desea,
—$60 294.84.

Ahora, para determinar el saldo insoluto al final del décimo afio, se resta al valor de la deuda el
valor de los pagos, en esa fecha:

=(2 000 000%(1.03)A120)—-VF(0.03,120,—-60 294.84),

la cual arroja el valor de $1 668 688.42, que es el que se busca, con una pequena diferencia debida a
redondeo.

El ejemplo 8.4.3 es el caso de la compra de un automévil que cuesta $187 500 y por el cual se
paga un enganche de $75 000 y mensualidades vencidas de $4 484.89. Se busca determinar la pro-
porcién del saldo que se habria amortizado al pagar la duodécima mensualidad si el interés pactado
fue de 25.2% convertible mensualmente.

Para determinar esa proporcion, en primer lugar se determina el valor de la deuda al reali-
zar ese duodécimo pago. Con Excel, se busca el monto, es decir, el valor futuro con interés com-
puesto: =(187 500—75 000)*((1+(0.252/12))A12), que produce $144 364.84, y por otro lado, el
valor acumulado de los pagos que se han hecho es: =VF(0.252/12,12,—4 484.89) que produce
ese saldo de $60 491.13. Por lo tanto, la proporcion del saldo que se ha liquidado a esa fecha es:

60491.13
144 364.84

=0.4190, es decir, 41.9%.

En el ejemplo 8.5.1 se busca el nimero de pagos mensuales necesarios para saldar una deuda de
$180 000 con pagos mensuales de $15 000 e intereses a 18% convertible mensualmente.

En primer lugar se determina el numero de pagos que es necesario hacer, con la funcién NPER:
=NPER(0.015,-15 000,180 000) que produce como resultado 13.32904183.

Y, entonces, tal como se ve en el ejemplo, se tienen dos alternativas:

a) Hacer 12 pagos de $15 000 y un decimotercer pago final mayor, o
b) hacer 13 pagos de $15 000 y un decimocuarto pago final menor.

Para determinar el decimotercer pago final mayor, se debe calcular el saldo restante después de
haber realizado el decimosegundo pago y, después, calcular el valor de este saldo un mes después,
que es cuando se liquidaria la deuda. En Excel:

=((180 000*(1.015)A12)—VF(0.015,12,—15 000))*1.015 produce el valor de 19 886.99, que es el
que se busca y en donde la diferencia que se observa con respecto al valor encontrado en el ejemplo
resuelto con una calculadora se debe a error de redondeo.

Para determinar un decimocuarto pago menor, con Excel:

=((180 000*(1.015)~13)—VF(0.015,13,-15 000))*1.015, produce el valor que se busca, 4 960.30.

En el ejemplo 8.5.2 se busca determinar cuantos retiros mensuales de $20 000 podria hacer una
persona que recibe una herencia de $2 500 000 si la deposita en una cuenta que produce 6% de interés
capitalizable mensualmente. Con Excel:

=NPER(0.005,—-20 000,2 500 000) da como resultado n = 196.6558576, que es el valor que se
busca.

En el ejemplo 8.6.1 se desea determinar la tasa de interés que se paga al comprar una maquina de coser
usada que cuesta de contado $820 y se liquida con un enganche de $270 y 10 pagos quincenales de $58.
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Con Excel: =TASA(10,-58, 820—270) da como resultado 0.0097748, que es el valor que se busca.

Aunque se nota también en otros ejemplos, en el cilculo de estas tasas el uso de Excel es espe-
cialmente 1til, ya que evita la necesidad de ensayar valores hasta llegar a una aproximacién aceptable.

En el ejemplo 8.6.2 se busca la tasa nominal anual capitalizable bimestralmente que se carga al
contraer una deuda de $6 000 y pagarla con 5 pagos bimestrales vencidos de $1 380. De nuevo, es
facil resolver este ejemplo usando Excel, con: =TASA(5,~1 380,6 000), que arroja el resultado, muy
preciso, de 0.0484719105210. Con esta tasa efectiva bimestral se calcula la tasa nominal anual ca-
pitalizable bimestralmente, simplemente multiplicindola por 6: 0.0484719105210 x 6 = 0.290831, o
29.08%.

El ejemplo 8.7.1 trata del caso en el que se difiere el inicio de los pagos y se trata de la compra de
una television de $14 990 que se va a pagar mediante 6 abonos iguales e intereses a 36% convertible
mensualmente. La compra se lleva a cabo el 31 de octubre y los pagos se comenzarian a pagar el 31
de enero del afo siguiente y se busca el valor de cada uno de los pagos y se pide construir una tabla de
amortizacion para la operacion.

El valor de los pagos mensuales se determina llevando el valor del aparato del 31 de octubre al
31 de diciembre para usar este valor futuro como el valor actual de la anualidad que se va a comenzar
a pagar el 31 de enero. En Excel: =PAGO(0.03,6,(14 990%(1.03)/2)), produce el valor del pago men-
sual, $2 935.63 y con este valor se elabora la tabla de amortizacién con el procedimiento revisado an-
tes, excepto por los tres primeros renglones, ya que en los dos primeros meses no se hicieron pagos:

« Se escriben los encabezados de la tabla, empezando por la celda Al (por supuesto, se puede
utilizar cualquier otra posicioén pero aqui se sigue con Al para no complicar las explicaciones).

« Se anota el pago mensual $2 935.63 en las celdas correspondientes, es decir, empezando en el
renglén B5, que corresponde al 31 de enero, que es cuando se comenzo a pagar.

« Se introduce la férmula para el calculo de los intereses “=E2*0.03” en la celda C3 y se extiende
hacia abajo hasta la C10.

« Seingresa la férmula de la amortizacion en la celda D5: “=B5-C5”.

« Se teclea la férmula del saldo en la celda E5: “=E4-D5”.

o Se “jalan” las celdas B3 y D3 hacia abajo, hasta el renglon del tltimo pago, el renglon 10.

« Por ultimo, se calculan las sumas de las columnas B, Cy D.

31 de octubre — — — 14 990.00
30 de noviembre — 449.70 — 15 439.70
31 de diciembre — 463.19 — 15902.89
31 de enero 2935.63 477.09 2 458.54 13 444.35
28 de febrero 2 935.63 403.33 2532.30 10912.05
31 de marzo 2 935.63 327.36 2 608.27 8 303.78
30 de abril 2 935.63 249.11 2 686.52 5617.26
31 de mayo 2 935.63 168.52 2767.11 2 850.15
30 de junio 2935.63 85.50 2 850.13 0.03
Totales 17 613.78 2 623.80 15902.87 —

La pequena diferencia de 0.03 en el saldo final se debe a errores de redondeo.

El ejemplo 8.7.2 ilustra el caso de pagos desiguales y se trata de una deuda de $8 000 que se debe
amortizar mediante 5 pagos mensuales vencidos. Los dos primeros de $1 500 y el tercero y cuarto
de $2 000. Al elaborar una tabla de amortizacion se puede visualizar el comportamiento del crédito
y determinar el monto del quinto pago que salda completamente la deuda. El procedimiento que se
sugiere seguir en Excel es aproximadamente el mismo que se utiliz6 antes, sélo que ahora se anotan
los pagosdesigualesenlasceldas correspondientes: $1 500 paralos dos primeros mesesy $2 000 paralos
segundos dos meses.
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A partir de aqui, se aplican igual que antes las férmulas para el calculo de intereses, amortiza-
cion y saldos, hasta el final del cuarto mes. Ahora, si se arrastra el célculo de los intereses hasta el
mes quinto, celda C7, se obtiene la cantidad generada de intereses al quinto mes, 36.06 y, si se suma
a estos intereses el saldo al final del cuarto mes, se obtiene la cantidad que se debe pagar al final del
quinto mes para liquidar totalmente el adeudo. Es decir, se pueden sumar en la celda B7 las cantida-
des de las celdas C7 (intereses del quinto mes) y E6 (saldo al final del cuarto mes) para obtener ese
pago final de 1583.49 que salda la deuda.

Los pasos finales consisten en arrastrar los valores de amortizacién y saldo hasta el renglén 7
para terminar con los célculos y determinar las sumas de las columnas B a D, con lo que se tiene,
finalmente, la tabla de amortizacién que se present6 en este ejemplo 8.7.2 y que se reproduce en
seguida para facil referencia.

Al contratar — — — 8 000.00
Fin mes 1 1 500.00 186.40 1313.60 6 686.40
Fin mes 2 1 500.00 155.79 1344.21 5342.19
Fin mes 3 2 000.00 124.47 1875.53 3 466.67
Fin mes 4 2 000.00 80.77 1919.23 1547.44
Fin mes 5 1583.49 36.06 1547.44 0.00
Totales 8 583.49 583.49 8 000.00 —

El ejemplo 8.7.3 ilustra el caso en el que se dan cambios en la tasa de interés y se mantiene cons-
tante la amortizacion. Se trata de un crédito de $20 000 que se contrata el 3 de junio y que se debe
pagar mediante 4 pagos bimestrales, aplicando 24% anual en los primeros dos meses y 20% anual en
los ultimos 4 meses y en donde ambas tasas tienen capitalizaciéon bimestral. Se establece también que
en cada uno de los cuatro pagos se debe amortizar una cuarta parte de la deuda.

En este caso se comienza de nuevo por anotar los encabezados de las columnas y de los ren-
glones y se continda inmediatamente con el llenado de la columna de amortizaciones puesto que se
sabe que se debe amortizar una cuarta parte de la deuda en cada pago bimestral, o sea $5 000. En
seguida se anotan las férmulas para calcular los intereses de los dos primeros bimestres ((=E2*0.04) y
(=E3*0.04)) en las celdas C3 y C4, respectivamente; y los de los dos tltimos bimestres ((=E4*0.033)
y (=E5*0.033)) en las celdas C5 y C6, respectivamente. Con esto ya se tienen llenas las columnas de
amortizacién y de intereses y so6lo falta, aparte de los totales de costumbre, las férmulas para calcular el
saldo y el pago bimestral. El saldo se calcula restandole a cada saldo previo, los $5 000 de amortizacién
y el pago bimestral sumandole a esa amortizacién el importe de los intereses causados.

La tabla de amortizacion que se obtiene es la siguiente:

03 de junio — — — 20000
03 de agosto 5800 800 5000 15000
03 de octubre 5600 600 5000 10 000
03 de diciembre 5330 330 5000 5000
03 de febrero 5165 165 5000 0
Totales 21 895 1895 20 000 —

En el ejemplo 8.7.4 se ilustra el caso de una amortizacién variable. Y se solicita hacer una tabla
de amortizacion para una deuda de $10 000 que se debe pagar en tres meses mediante abonos ven-
cidos, a 15% semestral con capitalizacién mensual, amortizando, 50, 30 y 20% de la deuda en cada
pago, en ese orden.
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De nuevo, se comienza por poner los titulos de la tabla para, después anotar las amortizaciones
establecidas, que serian, entonces, de $5 000, $3 000 y $2 000 en los meses 1, 2 y 3, respectivamente y
son cantidades que se colocan en los renglones 3, 4, 5 de la columna D de la tabla. Se coloca ademas,
igual que antes, en la celda E2 el valor original de la deuda, $10 000.

Para llenar el resto de la tabla, primero se anotan las féormulas necesarias en el renglén 3. Para
determinar el interés, se multiplica el saldo (E2) por el interés, 0.025 y entonces se anota la formu-
la =E2*0.025 en la celda C3. Luego, para determinar el pago se suma el interés a la amortizacion
(=C3+D3) y se anota esta formula en la celda B3 y para llenar el renglén, se anota en la celda E3 el
nuevo saldo (=E2-D3).

Para finalizar la tabla, simplemente se arrastran las férmulas de las celdas B, C y D del renglén
3 hasta el renglén 5 para, finalmente, calcular los totales de columna como se ha venido haciendo.
Después de esto, se llega a la correspondiente tabla de amortizacién, que se reproduce en seguida:

Al contratar — — — 10 000
Fin mes 1 5250 250 5000 5000
Fin mes 2 3125 125 3000 2000
Fin mes 3 2050 50 2 000 0
Totales 10 425 425 10 000 —

En el ejemplo 8.8.1 se tiene a una empresa que debe pagar $400 000 seis meses después y decide
acumular un fondo mediante depésitos mensuales vencidos en una cuenta que paga 9% anual con-
vertible mensualmente. Se pide a) determinar el valor de los depdsitos que se deben hacer y b) hacer
una tabla que muestre cdmo se comporta el fondo de amortizacién.

Lo primero que hay que hacer es determinar el valor de los depdsitos. Como se trata de depdsi-
tos vencidos, se aplica la funcién PAGO de Excel: =PAG0O(0.09/12,6,,400 000). Note la doble coma
dentro del paréntesis. Se hace asi porque la sintaxis de esta funcién implica que el tercer valor dentro
del paréntesis, separado por comas, corresponde al valor actual de una anualidad y en este caso de lo
que se dispone es del valor futuro o monto, que debe ocupar el cuarto lugar y en la férmula el primer
valor es la tasa, luego hay una coma, seguida del nimero de periodos o depdsitos en este caso, luego
una segunda coma y una tercera coma, de manera que el monto ocupa, precisamente, el cuarto lugar,
como se desea. Esta formula arroja el valor que se busca: —$65 427.56. Se anota este valor en las celdas 2
a7 dela columna B.

Lo que sigue es muy similar a lo que se hizo para tablas de amortizacién. En primer lugar, se
anotan los encabezados de la tabla, sélo que en este caso, como se trata de acumular un fondo, los
encabezados de las columnas cambian a:

Después se anotan los encabezados de los renglones, empezando con “Fin del mes” puesto que es
el momento cuando se empieza a acumular el capital y ain no se generan intereses. Se anota, entonces
$65 427.56 también en la celda E2.

Posteriormente, se anota la férmula de los intereses en la celda C3 (=E2*0.0075), la cual produce
el valor de 490.71. El total que se suma al fondo, celda D3, se determina sumando al depdsito men-
sual de $65 427.56 los intereses generados (=B3+C3). El nuevo saldo acumulado de la celda E3 se
calcula sumando este total al saldo anterior (=D3+E2). Y se terminan los célculos arrastrando estas
férmulas de las celdas C3, D3 y E3 hasta el renglén 7. Y ahora lo Gnico que resta es calcular las sumas
de las columnas B, C y D, con lo que se completa la tabla siguiente:
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Fin mes 1 65 427.56 — — 65 427.56
Fin mes 2 65 427.56 490.71 65918.27 131 345.83
Fin mes 3 65 427.56 985.09 66 412.65 197 758.48
Fin mes 4 65 427.56 1483.19 66 910.75 264 669.23
Fin mes 5 65 427.56 1985.02 67 412.58 332 081.81
Fin mes 6 65 427.56 2490.61 67918.17 399 999.98
Totales 392 565.36 7 434.62 334 572.42 —

Y, de nueva cuenta, los 2 centavos que faltan para completar los $400 000 de la deuda es un
simple error de redondeo.

El ejemplo 8.8.2 trata de una persona que adquiere a crédito un departamento en condominio
por el que debe pagar, aparte de otros conceptos, una anualidad de $165 000 al final de cada uno de los
tres primeros aios. El comprador decide acumular un fondo de amortizacién para cumplir con este
compromiso haciendo depoésitos quincenales en una cuenta que paga 12% convertible mensualmente.
Se pide determinar cudnto debe depositar cada quincena para acumular lo que necesita pagar cada
fin de ao.

Aqui se tiene el monto ($165 000) de una anualidad simple, cierta, vencida e inmediata y se sabe
que el interés es de 1% efectivo mensual y que se deben hacer 24 depdsitos quincenales.

En primer lugar, para determinar la tasa efectiva quincenal que equivale a 1% efectivo men-
sual: =(1.017(0.5))—1 produce el valor que se busca, 0.004987562. Un detalle que vale la pena ob-
servar aqui es que en la férmula se utilizaron paréntesis para separar la operacién de potenciacién
“=(1.017(0.5))” de la de la resta, “—1” y para separar la potencia de la base, “1.017(0.5)”. Se hizo asi
para enfatizar el orden de las operaciones pero, por otro lado, se pudo haber obtenido el mismo
resultado sin esos paréntesis, usando solamente =1.0120.5—-1, conociendo el orden de prioridad con
el que Excel ejecuta las operaciones: primero realiza las mas complejas (potenciacion en este caso) y
después las mas sencillas (la resta en este caso), que es precisamente lo que se queria hacer.

Después de determinar la tasa aplicable, se usa la funciéon PAGO, de la siguiente manera:
=PAGO(1.0170.5-1,24,,165 000), con la que se obtienen los —$6 488.84 que se buscan. Noétese que,
por supuesto, se pudo haber colocado directamente en la funciéon PAGO la férmula para determinar
la tasa quincenal efectiva y aqui se calculd aparte al principio para recordar este detalle que se estudi6
antes en el capitulo 3 de interés compuesto.

En el ejemplo 8.9.1 se explican los conceptos de total acumulado y de saldo insoluto de un fondo de
amortizacion utilizando la tabla de amortizacion que se elabor¢ para el ejemplo 8.8.1.

En el ejemplo 8.9.2 se pide determinar la cantidad acumulada en un fondo de inversiéon que
rinde 0.8% mensual efectivo si se hacen depésitos mensuales de $1 000 durante 7 afios. Aqui se trata
simplemente de encontrar un monto, con tasa de 0.008, renta de $1 000 y 7 x 12 = 84 periodos. Con
Excel: =VF(0.008,84,—1 000) produce el monto que se busca: $119 115.14.

En el ejemplo 8.9.3 se pide utilizar los datos del ejemplo anterior, el 8.9.2, para determinar en
cudnto se incrementa el fondo del mes 83 al mes 84 por concepto de intereses.

Ya se determind que el valor del fondo en el mes 84 es de $119 115.14 y se determina ahora el
monto al mes 83: =VF(0.008,83,—1 000) = $117 177.72.

Por lo que 119 115.14 — 117 177.72 = $1 937.42 es lo que se incrementa el fondo de un mes al
otro y de esa cantidad $1 000 corresponden al depdsito mensual por lo que el incremento por inte-
reses es de: $937.42.
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En el ejemplo 8.10.1 se busca determinar el niimero de depésitos mensuales de $850 que son nece-
sarios para liquidar una deuda de $4 800 a su vencimiento, si el fondo gana 9% convertible mensual-
mente.

Con Excel: =NPER(0.09/12,-850,,4 800) = 5.55 (note, de nuevo, la doble coma).

Asi, se puede reunir la cantidad necesaria para pagar la deuda haciendo 5 depdsitos de $850,
mas un sexto depdsito de: =4 800—((VF(0.09/12,5,-850))*1.0075) = 453.41.

Se puede apreciar en esta férmula que al monto de la deuda se le resta el valor al sexto mes de lo
acumulado al quinto mes.

El ejemplo 8.10.2 trata de una persona que debe pagar $7 500 el 2 de junio y que forma un fondo
de amortizacién depositando $1 216.06 mensuales en una inversion que rinde 14.03% efectivo anual
y se pregunta en el dia 2 de qué mes se debe hacer el primer depdsito para reunir la cantidad que se
adeuda precisamente el 2 de junio.

Aqui también se debe encontrar la tasa efectiva mensual correspondiente a 14.03% efectivo anual.
Es decir, se desea determinar la i que satisface la siguiente ecuacion:

(1+i)2=1.1403

Despejando la i: i = 1.1403"'2 — 1 se obtiene la tasa que se requiere y, tal como se ha visto antes, no es
necesario resolver esta ecuacion, sino que se puede anotar directamente en la funcién de Excel. Para
encontrar cudndo se deben iniciar los depdsitos, es necesario determinar el nimero de periodos, por
lo que: =NPER(1.1403/(1/12)-1,-1 216.06,,7 500) = 6 indica que se requieren seis depdsitos venci-
dos para acumular la cantidad necesaria y, entonces, si se debe pagar el 2 de junio, se debe comenzar
el 2 de enero.

En el ejemplo 8.11.1 se busca determinar la tasa de interés que paga un fondo mediante el cual se
pago una deuda de $250 000 acumulando 8 depoésitos mensuales vencidos de $30 492.386. En este
caso se utiliza la funcién TASA de la siguiente manera: =TASA(8,-30 492.386,,250 000) = 0.007, o
sea 0.7%.

En el ejemplo 8.11.2 se pide calcular cual fue la tasa efectiva anual que pagé un fondo que se
constituy6 mediante 5 depdsitos mensuales vencidos de $1 966.29 y que permitié acumular $10 000
que se requerian para pagar una deuda.

Utilizando de nuevo TASA: =TASA(5,—1 966.29,,10 000) = 0.0084994.

O sea, 0.85%. A partir de esta tasa efectiva mensual, la tasa efectiva anual: =(1.0085/12)-1 =
0.1069, 0 10.69%.

En el ejemplo 8.12.1 se ilustra como la amortizacion y los fondos de amortizaciéon son operaciones
simétricas. Se analiza una situacion en la que se tiene una deuda de $1 000, a valor actual que, a 18%
anual, con capitalizacién mensual, equivale a un monto de $1 061.36 dentro de 4 meses. En primer
lugar, se puede verificar con Excel esta equivalencia con: =1 000¥1.015/4 =1 061.36. Por supuesto, la
relacion inversa también se cumple: =1 061.36*(1.015/(—4)) = 1 000. (En ambos casos con minuscu-
las diferencias debidas a redondeo).

También en ambos casos la renta es la misma:

=PAGO(0.015,4,1 000) = 259.44 para valor actual
=PAGO(0.015,4,,1 061.36) = 259.44 para monto o valor futuro

Y, siendo asi, las tablas de amortizacién y de fondo de amortizacion son las siguientes, que se cons-
truyen también utilizando el procedimiento que se ha usado repetidamente antes:
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Tabla de amortizacion

Al contratar — — — 1 .000.00
Fin mes 1 259.44 15.00 244.44 755.56
Fin mes 2 259.44 11.33 248.11 507.45
Fin mes 3 259.44 7.61 251.83 255.63
Fin mes 4 259.44 3.83 255.61 0.02
Totales 1037.76 37.78 999.98 —

Tabla de fondo de amortizacion

Fin mes 1 259.44 0.00 259.44 259.44
Fin mes 2 259.44 3.89 263.33 522.77
Fin mes 3 259.44 7.84 267.28 790.05
Fin mes 4 259.44 11.85 271.29 1061.34
Totales 1037.76 23.58 1061.34 —

Y, al igual que en otros casos, la diferencia de 2 centavos en ambas tablas se debe a redondeo.

En el ejemplo 8.12.2 se analiza el caso de una persona que trabaja en un banco y que obtiene un
préstamo de $100 000 que debe pagar mediante 6 abonos mensuales con intereses de 6% convertible
mensualmente. Como este trabajador puede invertir el préstamo a 1% mensual, se pregunta cuanto
ganaria al final de los 6 meses si efectivamente lo invierte y de ahi paga el préstamo.

Para resolver este ejemplo, se construye una tabla que muestre el comportamiento de ambos
contratos y se empieza, igual que antes, por anotar los encabezados de columna y de renglén. Se po-
dria, en seguida, determinar el monto de las mensualidades que debe pagar para liquidar el adeudo:
=PAGO(0.06/12,6,100 000) = $16 959.55.

Después se anota esta cantidad en los seis renglones de la columna de “Abono a la deuda” Se
anota la formula de los intereses generados en el fondo (=D2*0.01) en la celda B3 y se anota el saldo
nuevo de cada mes, en la celda D3: =D2+B3—C3, con lo que se completa el renglén 3 y ahora sélo
resta arrastrar estas formulas hasta el rengldn 8, con lo que se obtiene la siguiente tabla, en la que se
puede ver que esta persona obtiene una utilidad de $1 816.61 en la operacion.

Al contratar — — 100 000.00
Fin mes 1 1 000.00 16 959.55 84 040.45
Fin mes 2 840.40 16 959.55 67 921.30
Fin mes 3 679.21 16 959.55 51 640.97
Fin mes 4 516.41 16 959.55 35197.83
Fin mes 5 351.98 16 959.55 18 590.26
Fin mes 6 185.90 16 959.55 1816.61

El ejemplo 8.13.1 trata de la adquisicién de un departamento de interés social con valor de $300 000,
pagando 20% de enganche y el saldo a 15 aflos con abonos mensuales de $2 349.33 y se pide determi-
nar la tasa de interés anual nominal, convertible mensualmente, que se paga en la operacién. Utili-
zando la funcién TASA: =TASA(180,—2 349.33,240 000), se obtiene ficilmente el valor = 0.007 que
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es la tasa efectiva mensual. La tasa nominal anual convertible mensualmente se obtiene, en forma
igualmente facil, multiplicando 0.007 por 12, o sea, 0.084, que equivale a 8.4%.

En el ejemplo 8.13.2 se pide encontrar el valor de 18 pagos mensuales y la tasa efectiva anual
que se cobra en la compra de un automévil que cuesta $138 500 con 30% de enganche y saldo a 18
mensualidades con 2% de interés “global mensual’.

Tal como se vio al resolver este ejemplo con calculadora, el interés “global” significa que se cobra
esa tasa sobre el saldo inicial, para cada uno de los 18 meses del plazo.

Entonces, el valor del vehiculo menos el enganche es, en Excel, =138 500*0.8 = 96 950.

Y sobre esta cantidad se calculan los intereses de cada mes: =96 950*0.02 = 1939

El abono mensual al capital es de =96 950/18 =5 386.11.

Por lo que los pagos mensuales ascienden a: =5 386.11+1 939 =7 325.11.

Ya teniendo estos valores, se utiliza la funcién TASA para determinarla en este caso:

=TASA(18,—7 325.11,96 950) = 0.0345839, 0 sea una tasa efectiva mensual de 3.45839%

De donde, la tasa efectiva anual es =1.0345839/12—-1 = 0.5038 0 50.38%.

En el ejemplo 8.13.3 se analizan las condiciones de la compra de una estufa que cuesta $2 000 al
contado y se paga mediante un enganche de $800 y 6 pagos bimestrales iguales con interés de 30%
convertible bimestralmente. Se pide:

a) Encontrar el valor de los pagos.

b) Construir una tabla de amortizacion.

¢) Determinar el valor de los derechos adquiridos por la compradora inmediatamente antes del
cuarto pago.

Entonces:

a) El pago bimestral, con Excel: =PAGO(0.3/6,6,1 200) = $236.42.
b) Latabla de amortizacién:

Al contratar — — — 1.200.00
Fin mes 1 236.42 60.00 176.42 1 023.58
Fin mes 2 236.42 51.18 185.24 838.34
Fin mes 3 236.42 41.92 194.50 643.84
Fin mes 4 236.42 32.19 204.23 439.61
Fin mes 5 236.42 21.98 214.44 225.17
Fin mes 6 236.43 11.26 225.17 0.00
Totales 1418.53 218.53 1200.00 —

Las formulas:
En la celda C3: =0.05*E2
En la celda D3: =B3-C3
En la celda E3: =E2-D3

Se arrastran estas tres celdas hasta el fin del mes seis y se calculan totales, como antes.

¢) Para determinar los derechos adquiridos por la compradora inmediatamente antes del cuarto
pago se calcula primero el valor de los tres primeros pagos, al final del cuarto mes. En Excel:
=(VF(0.05,3,-236.42))*1.05 = 782.579753.
A este valor se le deben restar los intereses generados por el crédito durante esos cuatro
meses: =1 200*((1.05)74-1) = 258.6075.
Los derechos adquiridos por la compradora inmediatamente antes de realizar el segundo
pago: 782.61 — 258.61 = $523.97.

O, en una sola férmula: =((VF(0.05,3,-236.43))*1.05) — 1 200*((1.05)A4-1)) = 524.
Y, de nueva cuenta, las ligeras diferencias contra los resultados obtenidos en calculadora se de-
ben a redondeo.



Amortizar es extinguir una deuda actual mediante pagos pe-
riédicos. Un fondo de amortizacion es una reserva que se
acumula mediante depdsitos periddicos con el objeto de ex-
tinguir una deuda futura. Los valores de las amortizaciones y
de los fondos de amortizacion se calculan con la férmula de
anualidades adecuada segun la situacion. Los conceptos son

Comprobacion del capitulo

Si ha leido el capitulo completo, el lector debe:

« Definir y explicar el concepto de amortizacion.

 Definir y explicar el concepto de fondo de amortiza-
cién.

o Identificar situaciones en las que puedan aplicarse estos
conceptos.

« Plantear y resolver ejemplos de amortizacién y de fondo
de amortizacién encontrando:

o El pago o deposito periddico.
o El valor actual o futuro a pagar.

() Términos y conceptos importantes

o Amortizacion

o Deposito periodico

o Derechos del acreedor
o Derechos del deudor

Ejercicios complementarios
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equivalentes: la renta de una anualidad es el pago periddico
de una amortizacion o el depésito de un fondo de amortiza-
cién. Las tablas de amortizacién y de fondo de amortizacion
muestran la forma en que se van modificando las condicio-
nes de un periodo a otro.

o La tasa de interés.

o El plazo.

o Elnimero de pagos periddicos o depositos necesarios
segun se requiera.

o Elaborar tablas de amortizacion y de fondo de amorti-
zacion.

« Fondo de amortizacion
« Pago periodico
« Saldo

1. Haga una tabla que muestre cémo se amortiza una deu-
da de $40 000 contratada hoy y que debe pagarse me-
diante 5 pagos mensuales iguales y vencidos si se carga
9% anual convertible mensualmente.

2. ;Cual seria el importe de cada uno de 15 pagos bimestra-
les iguales y vencidos necesarios para pagar un automavil
que cuesta $127 800, si se da un enganche de $27 800 y se
cobra un interés de 1.2% mensual sobre saldos insolutos?

3. El sefior Ramirez compra un juego de muebles de sala
en $14 500. Paga 15% de enganche y 3 mensualidades
de $3 000 cada una a los 30, 60 y 90 dias de realizada
la operacidn, respectivamente. Si convino en liquidar
el resto mediante 2 mensualidades mas a los 120 y 150
dias, ;cudl sera el importe de cada uno de estos pagos

iguales si la transaccion se contraté a 1.5% mensual so-
bre saldos insolutos?

4. Un abogado debe liquidar mediante 13 pagos mensua-
les vencidos una deuda de $10 000 que contrae hoy. Si
paga intereses a razén de 1.8% mensual sobre saldos in-
solutos y conviene en pagar 12 mensualidades iguales
de $850, ;cual debe ser el importe del tltimo pago para
amortizar totalmente su deuda?

5. Haga una tabla de amortizaciéon que muestre las con-
diciones de una deuda en los dos primeros y en los 2
ultimos periodos si el importe del débito es de $5 450 y
se convino en amortizarlo mediante 24 pagos bimestra-
les vencidos y la tasa es de 0.9% mensual sobre saldos
insolutos.
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6.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
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Se compré un automoévil con $42 000 de enganche y un
saldo de $126 000 a pagar en 24 mensualidades iguales
con 17% anual capitalizable mensualmente. ;A cuanto
ascendian los derechos adquiridos por el comprador
sobre el automovil exactamente después de realizar el
decimotercer pago?

Al comprar un refrigerador que cuesta $12 900, un
cliente pagéd 25% de enganche y acord6 pagar el saldo
con 5 pagos mensuales vencidos iguales y con intereses
de 1.5% mensual sobre saldos insolutos. ;A cudnto as-
cendian los derechos adquiridos por el cliente inmedia-
tamente antes de realizar el tercer pago?

sCudl seria el saldo insoluto de una deuda de $9 380
contratada hoy y para pagar mediante 6 pagos bimes-
trales iguales y vencidos con interés de 2% bimestral
efectivo, exactamente al realizar el segundo pago?
Daniel obtiene un préstamo hoy por $20 000. Conviene
en pagarlo mediante abonos quincenales de $1 000. Si
el interés que pagara es de 1.8% efectivo mensual, ;cual
serd el saldo de su deuda inmediatamente antes de rea-
lizar el décimo pago?

Se va a amortizar una deuda de $8 000 con 12 pagos men-
suales iguales con 15% anual convertible bimestralmente.
Calcule el saldo de la deuda al realizar el sexto pago y de-
termine de este sexto pago qué proporcién es de intereses
y qué proporcién corresponde a amortizacion.

Se adquiere un departamento que cuesta $800 000 con
$60 000 de enganche y el saldo a pagar a 15 afios, con in-
terés variable y abonos mensuales. Si durante el primer
aflo se carga 14% anual convertible mensualmente y se
pagan 12 mensualidades de $12 000 y durante el segun-
do afo se carga 12% anual convertible mensualmente
y se pagan 6 mensualidades de $1 000, hallar el saldo
insoluto al hacer el decimoctavo pago.

Se paga una deuda de $8 370 con 15 pagos mensuales
vencidos iguales, con 25% de interés efectivo anual.
sQué cantidad se paga en total de intereses?

El sefior Lépez obtiene un préstamo de $71 500 para
comprar un automévil usado. Va a liquidar el préstamo
con pagos mensuales durante 3 aflos con 24.5% efectivo
anual. ;Qué cantidad paga de intereses durante el se-
gundo ano?

sPor qué en una operaciéon de amortizacion la parte de
los pagos que se aplica a la amortizacién misma va sien-
do cada vez mayor?

Una persona adquiere muebles a crédito para su casa por
valor de $18 000 que conviene en amortizar mediante 24
mensualidades con 1.5% de interés mensual. Seis meses
después de realizada la compra obtiene un préstamo de
una institucién de seguridad social, con el cual liquida el
saldo de su deuda que queda con 0.5% de interés men-
sual y al mismo plazo. ;Cuanto se ahorré de intereses?
;Cudntos pagos bimestrales vencidos de $948.62 serian
necesarios para amortizar una deuda de $9 500 si el in-
terés es de 1.7% mensual efectivo?

20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

. ;Cudntos pagos mensuales de $1 000 serian necesarios

para pagar una deuda de $5 000 si se carga interés de
26% efectivo anual? ;De qué cantidad tendria que ser el
ultimo pago (menor que $1 000) para amortizar com-
pletamente la deuda?

. Una empresa adquiere tres vehiculos de carga usados

que cuestan en total $238 000 mediante 10 pagos bi-
mestrales de $32 500. ;Qué tasa anual efectiva se pag6?

. Un equipo modular cuesta $6 800 de contado. En abo-

nos se vende con $2 000 de enganche y 6 pagos mensua-
les vencidos de $900.80. ;Qué tasa de interés nominal
anual con capitalizacién mensual se carga en la opera-
cién?

sQué cantidad tendria que depositar cada mes el sefior
Lozano para acumular $50 000 dentro de 6.5 aiios si los
depésitos los hace en un fondo de inversiéon que paga
1% mensual?

Construya una tabla de amortizacién que muestre la
forma en que se acumula un fondo, durante 6 meses,
mediante depésitos mensuales vencidos de $100 a 10%
anual efectivo.

Construya una tabla de amortizacién que muestre la
forma en que se acumularian $5 000 en un fondo de
amortizacion, al cabo de 6 meses, mediante depdsitos
mensuales vencidos si el instrumento de inversién en
que se coloca el fondo rinde 6% anual capitalizable tri-
mestralmente.

Romeo y Julieta desean ahorrar $60 000 para dar el en-
ganche de un departamento. Si ahorran $1 500 mensua-
les en una cuenta bancaria de inversion, ;cuantos depd-
sitos necesitarfan hacer y cudl seria el valor del ultimo
deposito, superior a $1 500, si su fondo gana interés a
razén de 0.9% mensual?

Jorge York necesita tener $78 500 dentro de 3 afios para
liquidar una deuda contraida en su negocio. Encuentre
los depositos trimestrales que tendria que hacer a un
fondo de amortizacién que paga 9.8% anual converti-
ble mensualmente y construya una tabla que muestre el
comportamiento del fondo durante los 3 primeros y los
3 ultimos trimestres.

Una comerciante puede obtener un préstamo por
$14 000 que puede pagar de 2 modos:

a) Amortizandolo mediante 24 pagos mensuales con
interés a 2.5% mensual sobre saldos insolutos.

b) Pagar intereses sobre el préstamo a 30% anual efec-
tivo y formar un fondo de amortizacién mediante
24 depésitos mensuales en un fondo que paga el
22% anual efectivo.

¢) $Qué plan resulta mas econémico y en qué canti-
dad mensual?

sQué tipo de interés tendria que rendir un fondo de
amortizacién que se crea con 6 depoésitos bimestrales
de $159.50 para acumular al realizar el sexto depésito
$1 0002



8.1 Introduccién

« Alguna informacion tedrica de amortizacion. Contiene
datos interesantes y también se nos habla del enfoque
contable.

http://ciberconta.unizar.es/LECCION/costprod/100.HTM

8.2 Tablas de amortizacidon

« Proporciona informacion referente a la amortizacién de un
préstamo, algunas férmulas para amortizar un préstamo:

o Amortizaciones con pago de capital tnico.
o Amortizaciones con pago de capital fraccionado en
cuotas.

http://centros4.pntic.mec.es/~santam24/economat/amorti-
zacion.htm

« Tasas de interés en la amortizacién.
http://usuarios.lycos.es/matematic/segunda.htm#tasas

8.3 Importe de los pagos en
una amortizacién

o Mismas ligas que seccién 8.2.

Matematicas en internet. Anualidades anticipadas @ 273

Matematicas en internet. Anualidades anticipadas

8.4 Derechos adquiridos por
el deudor y saldo en favor
del acreedor

« Mismas ligas que seccion 8.2.
http://www.fordcredit.com/

« Contiene un simulador de pagos para la adquisicién de
un crédito de la linea de automdviles Ford. Aqui puedes
poner el plazo al que quieres tu crédito, la cantidad de
enganche, etcétera.

http://www.fordcredit.com/

8.5 Numero de pagos en una
amortizacion

« Mismas ligas que seccidn 8.2.

« Contiene un simulador de pagos para la adquisicion de
un crédito de la linea de automdviles Ford. Aqui puedes
poner el plazo al que quieres tu crédito, la cantidad de
enganche, etcétera.

http://www.fordcredit.com/

8.11 Tasa de interés en un fondo
de amortizaciéon

« Tasas de interés en la amortizacion.
http://usuarios.lycos.es/matematic/segunda.htm#tasas






CAPITULO

Inversion en bolsa
de valores

TEMARIO

9.1
9.2
9.3
9.4
9.5

9.6

Introduccion

Rendimientos de valores bursatiles

Los valores bursatiles

Rendimiento de valores que ofrecen ganancias de capital

Rendimiento de valores que pagan intereses (y que
también permiten ganancias de capital)

Resumen

OBJETIVOS

Al finalizar el estudio del presente capitulo, el lector sera
capaz de:

e Explicar las caracteristicas fundamentales de los titulos-valor
que se negocian en la Bolsa Mexicana de Valores

e Exponer las formas en que se pueden obtener rendimientos a
través de estos valores

e Calcular las tasas efectivas de rendimiento de esos valores, a
cualquier plazo y en diversas circunstancias
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CAPITULO 9

Inversion en bolsa de valores

Introduccién

El mercado de valores representa, por un lado, una de las mas importantes fuentes de finan-
ciamiento para las organizaciones tanto del sector publico como del privado y, por otra parte, una am-
plia gama de alternativas de inversion, ahorro y manejo de excedentes monetarios.

La Bolsa de Valores, reglamentada mediante la Ley del Mercado de Valores, es la institucion
(mercado) en cuyo piso de remates se realizan transacciones de compraventa de valores de los do-
cumentos (valores) que formalizan operaciones. En el presente capitulo se describen brevemente las
caracteristicas de los diversos instrumentos bursatiles y se revisan los procedimientos que se aplican
para calcular sus rendimientos efectivos en distintas circunstancias.

Rendimientos de valores bursatiles

Las tres formas en las que se obtienen ingresos (rendimientos) sobre las inversiones bursatiles son:

« interés,
o dividendos 'y
o ganancias de capital.

El interés es el pago que se pacta por el uso de capital ajeno. Los dividendos son las utilidades que
obtienen las empresas y que reparten entre sus accionistas. Estos dividendos se pueden pagar en
efectivo o en acciones. Se obtienen ganancias de capital cuando se venden titulos a un precio superior
al que se paga en el momento de comprarlos. Es la forma mas comun de obtener rendimientos en la
bolsa de valores e incluye el caso de diversos instrumentos que se venden por debajo de su valor no-
minal, con la consiguiente ganancia de capital. Incluye también, por supuesto, el caso de valores cuyo
precio varia en el mercado, lo cual ocasiona diferencias entre el valor de compra y el de venta, como
es el caso de las acciones y otros instrumentos. En este renglon de ganancias de capital se incluyen el
aumento de valor que experimentan algunos instrumentos por el hecho de que su precio estéd asocia-
do al tipo de cambio peso-ddlar o a las Udis (unidades de inversion). Este concepto es importante,
ya que las ganancias de capital estan exentas del pago de impuesto sobre la renta, mientras que los
ingresos por intereses o dividendos si son gravados por este concepto. Por supuesto, esta diferencia
tiene efecto sobre el rendimiento efectivo que el inversionista obtiene.

Los valores bursatiles

Los instrumentos que se negocian actualmente en la Bolsa Mexicana de Valores se clasifican segun el
emisor. En los siguientes incisos se describe a cada uno de ellos y se explica la forma en que pueden
generar rendimientos; luego se muestran ejemplos de los diferentes tipos de céalculos que se requie-
ren para evaluar los rendimientos.

Emitidos por entidades gubernamentales
« Bonos de Desarrollo del Gobierno Federal (Bondes).
« Bonos de Proteccion al Ahorro (BPA).
» Bonos de Regulacién Monetaria del Banco de México (Brems).
« Certificados Bursatiles (Cebur).
o Certificados de la Tesoreria de la Federacion (Cetes).
o Pagarés de Indemnizacion Carretera (PIC-FARAC).
« Bonos de Desarrollo del Gobierno Federal denominados en Udis (Udibonos).

Mas adelante se describen sus principales caracteristicas.

Emitidos por empresas
o Acciones de empresas comerciales, industriales y de servicios.
o Acciones de sociedades de inversion.
o Aceptaciones bancarias.
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Bonos bancarios.
Certificados bursatiles.
Certificados de deposito.
Certificados de participacion:
> Ordinarios (CPO).

> Inmobiliarios (CPI).
Obligaciones.

Pagaré con rendimiento liquidable al vencimiento.
Pagaré de mediano plazo.
Pagaré financiero.

Papel comercial.

. Los Bonos de Desarrollo del Gobierno Federal (Bondes) son titulos de crédito a largo plazo
creados a partir de un decreto publicado en el Diario Oficial de la Federacién el 22 de septiembre
de 1987. Su propésito es financiar los proyectos de largo plazo del gobierno federal, fungiendo
éste como garante. Los rendimientos que ofrecen son intereses pagaderos mensualmente, aun-
que en la Bolsa de Valores suelen intercambiarse a un precio distinto a su valor nominal, por lo
cual también se obtienen ganancias o pérdidas de capital. Se colocan en el mercado a descuento,
con un rendimiento pagadero cada 28 dias (Cetes a 28 dias o TIIE, la que resulte mds alta).

. Los Bonos de Proteccion al Ahorro (BPA) son emitidos por el Instituto Bancario de Proteccién
al Ahorro con el fin de hacer frente a sus obligaciones contractuales. Tienen un valor nominal
de $100 amortizables al vencimiento de los titulos, en una sola exhibicion y a un plazo de tres
anos. Se colocan en el mercado a descuento y sus intereses son pagaderos cada 28 dias. La tasa de
interés serd la mayor entre la tasa de rendimiento de los Cetes a un plazo de 28 dias y la tasa
de interés anual mads representativa que el Banco de México dé a conocer para los pagarés con
rendimiento liquidable al vencimiento (PRLV) en el plazo de un mes.

. Los Bonos de Regulacién Monetaria del Banco de México (Brem), como su nombre lo indica,
son emitidos por el banco central mexicano a plazos de entre uno y tres aios y tienen un valor
nominal de $100. Pagan intereses cada 28 dias de acuerdo con una tasa variable, la cual se calcula
capitalizando todos los dias y durante todo el periodo de pago de interés la tasa a la cual las
instituciones de crédito realizan operaciones de compra-venta y reporto a plazo de un dia habil
con titulos bancarios, que es conocida en el mercado como tasa ponderada de fondeo de titulos
bancarios, la cual publica diariamente el propio Banco de México.

. Los Certificados Bursitiles son titulos de crédito que se emiten en serie o en masa que pueden
colocarse a descuento o con pago de intereses segtin el programa correspondiente de coloca-
cion; las emisiones pueden tener valor nominal de $100 o 100 Udis. Los emisores pueden ser
sociedades andénimas, entidades de la administracién publica federal o paraestatal, entidades
federativas, municipios y entidades financieras que actten en calidad de fiduciarias. Los hay de
corto y de largo plazos.

. Los Certificados de la Tesoreria de la Federacion (Cetes) fueron creados en 1977 para financiar la
inversion productiva del gobierno federal, regular el circulante, influir sobre las tasas de interés y
propiciar un sano desarrollo del mercado de valores. Debido a que se venden con descuento, los
rendimientos que se obtienen son a través de ganancias de capital. Las emisiones suelen ser a 28,
91, 182 y 364 dias, aunque se han realizado emisiones a plazos mayores.

. Los pagarés de indemnizacion carretera, también conocidos como PIC-FARAC (por pertenecer al Fi-
deicomiso de Apoyo al Rescate de Autopistas Concesionadas), son pagarés avalados por el Gobierno
Federal a través del Banco Nacional de Obras y Servicios, S.N.C., en el caracter de fiduciario. Tienen
valor nominal de 100 Udis, un plazo de 5 a 30 afios y el rendimiento en moneda nacional de este
instrumento dependerd del precio de adquisicién, con pago de la tasa de interés fija cada 182 dias.

. La primera emisién de los Bonos de Desarrollo del Gobierno Federal denominados en Udis o
Udibonos se realizé el 30 de mayo de 1996. Estos bonos pagan una tasa de interés real sobre
un valor nominal de 100 Udis (Unidades de Inversién), el cual se actualiza de acuerdo con el
incremento del Indice Nacional de Precios al Consumidor, por lo que sus rendimientos son a
través tanto de ganancias de capital como de intereses. Son emitidos a plazos de 3 y 5 afios y pagan
intereses de manera semestral.
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Emitidos por empresas

1.

10.

Las acciones de empresas, sean comerciales, industriales o de servicio, son titulos que represen-
tan la propiedad de sus tenedores sobre una de las partes iguales en que se divide el capital de la
sociedad anénima correspondiente. En estas acciones, las ganancias que se pueden obtener son
de dos tipos: ganancias de capital y dividendos (en acciones o en efectivo).
Las acciones de sociedades de inversion (las hay de varios tipos) son titulos que representan la
participacion (propiedad) de sus tenedores sobre las partes iguales en que se divide un fondo
destinado a inversiones financieras. Las ganancias que pueden obtenerse mediante estos instru-
mentos se logran a través de ganancias de capital.
Las aceptaciones bancarias son letras de cambio emitidas por empresas y avaladas por bancos,
con base en créditos que la institucion aceptante (banco) concede a las emisoras. Con aceptacio-
nes bancarias se pueden obtener rendimientos mediante ganancias de capital, ya que se venden
con descuento.
Los bonos bancarios son titulos que documentan préstamos a largo plazo, que por lo general re-
basan el afio. Estos valores otorgan rendimientos principalmente a través del pago de intereses,
aunque también existen bonos que no hacen pagos periddicos de interés, sino que capitalizan
estos pagos, pero ello no altera el concepto del rendimiento mediante interés. Los bonos banca-
rios de desarrollo son emitidos por los bancos de desarrollo. El propésito de estos bonos es, de
hecho, fomentar el desarrollo nacional en el drea de competencia del banco emisor.
Los certificados de depdsito son, precisamente, constancias de depésito en instituciones banca-
rias que se negocian a través de las casas de bolsa. Estos certificados pagan intereses.
Los certificados de participacién son documentos de varios tipos que representan los derechos
sobre un fideicomiso organizado respecto a determinados bienes. Los certificados de participa-
ci6n ordinarios, como los Certificados de plata (Ceplatas), representan los derechos de sus tene-
dores sobre un fideicomiso constituido con plata y el rendimiento que proporcionan corresponde
a ganancias de capital.
Los certificados de participaciéon inmobiliarios representan los derechos que sus tenedores
tienen sobre determinados inmuebles comprometidos como patrimonio de un fideicomiso y
otorgan rendimientos por medio de pagos periddicos de interés y a través de ganancias de ca-
pital.
Las obligaciones son titulos-valor nominativos a través de los cuales se documenta el préstamo
que una sociedad anénima (o una sociedad nacional de crédito) obtienen de un conjunto de
inversionistas. El rendimiento se concreta en pagos periddicos de interés y ganancias de capital.
Al igual que otros instrumentos, las hay de varios tipos. Las obligaciones hipotecarias estdn ga-
rantizadas por bienes inmuebles, y ofrecen rendimientos principalmente por pagos periédicos
de interés (las mas de las veces son pagos mensuales) y, secundariamente, mediante ganancias de
capital.

Las obligaciones quirografarias no tienen garantias especificas, aparte de la solvencia de la
emisora, aunque sus rendimientos se dan en las mismas formas que las obligaciones hipotecarias.

Por su parte, las obligaciones convertibles ofrecen a su tenedor la opcién de obtener accio-
nes de la empresa emisora en su fecha de vencimiento, en vez de obtener su valor nominal en
efectivo.

Las obligaciones indizadas otorgan rendimientos aplicando a su valor nominal el crecimien-
to del Indice Nacional de Precios al Consumidor. Esta actualizacién se lleva a cabo cada 91 dfas.

Las obligaciones con rendimiento capitalizable, como su nombre lo indica, son aquellas en las
que los intereses que se generan no se pagan en efectivo al tenedor, sino que pasan a aumentar el
capital invertido.

A las obligaciones subordinadas se les llama asi porque, en caso de liquidacién de la emiso-
ra, se pagan a prorrata después de haber cubierto todas las deudas restantes de la institucién, pero
antes de repartir a los tenedores de las acciones el remanente del haber social.

Los pagarés con rendimiento liquidable al vencimiento son titulos emitidos por instituciones
bancarias que se negocian en la Bolsa Mexicana de Valores.

Los pagarés de mediano plazo son titulos de deuda emitidos por sociedades mercantiles mexi-
canas que gozan de la facultad de contraer pasivos y suscribir titulos de crédito. Tienen un valor
nominal de $100 o 100 Udis, con un plazo que va de uno a siete ailos y pagan intereses perio-
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dicamente (cada mes, trimestre, semestre o afio) con base en tasas revisables establecidas. Las
garantias pueden ser quirografarias avaladas o con garantia fiduciaria.

11. El papel comercial esta constituido por pagarés que se utilizan para documentar créditos, usual-
mente entre empresas. Los rendimientos que ofrecen son ganancias de capital pues se pactan
mediante tasa de descuento.

En las secciones siguientes se dan ejemplos de como calcular el rendimiento nominal y el ren-
dimiento efectivo de los diversos instrumentos bursatiles, segtn el tipo de ganancia o rendimiento
que principalmente permiten y, para facilitar el andlisis, en la tabla 9.1 se resumen los tipos de ren-
dimiento que cada uno de ellos ofrece. Con respecto a esta tabla es conveniente observar que sélo
se esquematizan los rendimientos que estos valores suelen ofrecer, ya que no es raro que se emitan
valores con caracteristicas peculiares, tal como puede ejemplificarse con los Udibonos que, como se
menciond, permiten obtener ganancias de capital de acuerdo con el aumento de la inflacién, al tiempo
que pagan una tasa de interés real.

Tabla 9.1 Rendimientos de las diversas alternativas de inversion
en la Bolsa Mexicana de Valores

Emitidos por entidades gubernamentales:

Bondes Si Si No
Brems Si Si No
Certificados bursatiles Si Si No
Cetes No Si No
PIC-FARAC Si Si No
Udibonos Si Si No
Emitidos por empresas:

Acciones de empresas No St St
Acciones de sociedades de inversion No Si No
Aceptaciones bancarias No Si No
Bonos bancarios Si Si No
Certificados bursitiles Si Si No
Certificados de depdsito Si Si No
Certificados de participacion ordinarios Si Si No
Certificados de participacion inmobiliarios Si Si No
Obligaciones Si Si No
Pagaré con rendimiento liquidable al vencimiento Si No No
Pagaré de mediano plazo Si Si No
Papel comercial No Si No

Rendimiento de valores
gue ofrecen ganancias de capital

Como antes se expuso, las ganancias de capital se obtienen al comprar un titulo y venderlo a un pre-
cio superior. Esta diferencia entre el precio de compra y el de venta se da, en un caso muy frecuente,
en valores que se venden con descuento. Esto quiere decir que los valores se venden a un precio in-
ferior al que tienen a su vencimiento (valor nominal); el precio de venta se determina mediante una
tasa de descuento, la cual permite determinar el precio inferior al de vencimiento al que se venden
los titulos en el momento de su colocacién en el mercado.

El otro caso es el que surge por cambios en los precios de los valores en las operaciones de com-
praventa que se realizan en la Bolsa de Valores (precio de mercado), y que ilustran clasicamente las
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acciones de empresa y las acciones de sociedades (fondos) de inversién. En ambos casos, el calculo
del rendimiento se hace de manera muy simple, pues se divide la ganancia entre el precio pagado por
el titulo, el cual a veces coincide con el valor nominal.

En la tabla 9.2 se presentan los precios, para diversas fechas, de algunas sociedades de inversion se-
leccionadas. Estos precios se pueden consultar en la seccion financiera de los principales periddicos
del siguiente dia habil.

Tabla 9.2 Precio de cierre de acciones de sociedades de inversion.
Meses de 2012

Afirmes A 178.882823 180.534638 180.605507 180.832311
Awlasa A 37.540652 37.856768 37.869424 37.916709
Fonserl Bl 32.373403 32.402309 32.403943 32.409639
Hzliq A 1.694277 1.697056 nd nd
Scotial A 1.45917 1.473901 1.474611 1.477296
Discrecional

Alterna A 3.30204 3.345444 3.346005 3.351623
Maya A nd nd 29.735936 29.620563
Hzes A 3.0183 3.032969 nd nd
Inburex A 23.214913 23.65262 nd nd
Intersl A 25.065831 26.400349 26.379135 26.084924
Variable

Accipat A 143.5282 149.522606 149.5566 149.755027
Gbmagr A 1.090459 1.163363 1.173109 1.175516
Ing-Ipc A 7.255482 7.598899 7.664527 7.568393
Valmx20 A 7.86022 7.86022 nd nd
Awlloyd A 11.715006 11.715006 nd nd

El procedimiento para calcular la tasa efectiva de rendimiento de valores que tienen precios
distintos en fechas diferentes, consiste en dividir el precio de la fecha posterior entre el capital. Este
cociente menos uno da la tasa efectiva de rendimiento al plazo y con ésta se puede determinar la tasa
efectiva a cualquier otro plazo conveniente para hacer comparaciones (normalmente un mes de 30
dias o el afio de 365). En simbolos:

M
IP = E —
Otra forma de considerar este rendimiento consiste en recordar que:
1
lp = E
ya que se sabe que M = C + L. Sustituyendo esta expresién en (9.1):
R I A
Pc c C c cC

que es la misma expresion (9.2).

Como en el analisis de rendimientos de valores bursatiles suelen manejarse muy diversos plazos,
es comun que ese plazo (p) no sea ni un mes ni un afio y, como estos plazos son los que se utilizan
frecuentemente para efectos de comparacion, con frecuencia se deben convertir las tasas determina-
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das al plazo original del instrumento o de la operacion a tasas mensuales o anuales. Para hacer esta
operacion, se recurre al siguiente procedimiento:

S 30/ S 1 \365/
130—(1+1P) P—101365—(1+1p) P

De acuerdo con lo anterior, se puede ver que si se utiliza n para representar el plazo al que se
desea convertir la tasa original que se obtuvo:

i, =1+, ~1

EJEMPLO 9.4.1.1

Las acciones de la sociedad de inversion cuya clave es Afirme A tuvieron un valor de 180.605507
y de 180.832311 el 31 de julio y el 16 de agosto, respectivamente, segin se puede ver en la tabla
9.2. Se calcula la tasa efectiva de rendimiento a ese plazo y a 30 dias.

SOLUCION:
Entre las dos fechas transcurrieron 17 dias, por lo que el rendimiento fue de:

I M-C 180.832311-180.605507  0.226804

. -
"¢ ¢ 180.605507 180.605507

ij¢ =0.0012558 0 0.13%

Es importante observar que se puede calcular directamente la tasa efectiva de rendimiento al
plazo de 16 dias de la siguiente manera:

Precio al final del periodo - Monto =~ M

Precio al principio del periodo Capital C
180.832311

g =——————1=1.0012558 -1=0.0012558
180.605507

Una vez que se obtiene i, se puede calcular la tasa efectiva de rendimiento mensual a 30 dias:

iy =(1+i )1
i, =1.0012558%"6 — 1 = 1.0012558'%" — 1
i, =0.00235592 0 0.23%

Un detalle que resulta util visualizar en este ejercicio es que el 1 que se resta es, precisamen-
te, el capital invertido.

EJEMPLO 9.4.1.2

Calcular la tasa efectiva de rendimiento mensual de las acciones de Awlasa A, Alterna A y
Accipat A para el periodo del 2 de mayo al 31 de julio de 2012, de acuerdo con los precios de la
tabla 9.2.

SoLUCION:
Monto 37.869424
Awlasa A g = 2 1= ~1=0.00875776
Capital ~ 37.540652
i, =1.00875776°"°" — 1=0.00291 0 0.29%
Monto 3.346005
Alterna A oo 1= ~1=0.0133145

" Capital  3.30204
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i3y =1.0133145%7%0 — 1=10.004419 0 0.44%

Accipat A iy = Monto_1 _ 149.5566
Capital 143.5282

—-1=0.0420015

i, =1.0420015°”° ~1=0.01381 0 1.38%

En este ejemplo se puede observar que:

o Los rendimientos de las sociedades de inversién Awlasa A y Alterna A son similares. Ademas,
son semejantes a los rendimientos de los instrumentos bancarios de inversién, como los certi-
ficados de depdsito a plazo y los pagarés con rendimiento liquidable al vencimiento.

o Enelperiodo que abarca del 2 de mayo al 31 de julio de 2012, el mercado accionario en su con-
junto, medido a través del Indice de Precios y Cotizaciones de la Bolsa Mexicana de Valores,
pasoé de 39 597.42 a 40 704.28 puntos, o sea un aumento de 2.8% en 90 dias, equivalente a 0.92%
mensual.

o A suvez, lasociedad de inversion de renta variable Accipat A termind el periodo con una ga-
nancia de 1.38% mensual, lo cual refleja el comportamiento de su cartera.

Por otro lado, los rendimientos calculados para Awlasa A son rendimientos realmente efecti-
vos, ya que los intermediarios bursatiles no cobran comisién en la compraventa de los titulos, por
tratarse de sociedades de inversion en instrumentos de deuda. Sin embargo, cuando se trata de
sociedades de inversion comunes, como Accipat A, entonces los rendimientos calculados se con-
sideran como el rendimiento acumulado en el periodo, de acuerdo con el precio de mercado. Si
efectivamente se hubieran comprado y vendido las acciones en esas fechas, se habria tenido que
pagar comisién y, por ello, el precio de compra hubiera sido aproximadamente 1% mas alto y el
precio de venta 1% menor, con la consiguiente reduccion del rendimiento efectivo.

EJEMPLO 9.4.1.3

Calcular el rendimiento que ofrecieron las acciones de la sociedad de inversién de renta variable
Gbm del 27 al 31 de julio, de acuerdo con los datos de la tabla 9.2.

SOLUCION:
El precio de las acciones fue de 1.173109 el 31 de julio y de 1.163363 el 27 de julio, con un plazo
de 4 dias. Asi:

M-C 1.173109-1.163363  0.009746
C 1.163363 1.163363

La tasa efectiva de rendimiento mensual es:

iy = = 0.00837744

iy = (1+i,)*"* —1=1.00837744""* —1=0.06457

0 sea, 6.46% efectivo mensual, que es una tasa muy elevada y sélo es posible con acciones de so-
ciedades de inversion de renta variable.

EJEMPLO 9.4.1.4

Calcular la tasa efectiva de rendimiento mensual de un inversionista que adquiri6 acciones de
Ing-IPC-A el 2 de mayo de 2012 y que vendi6 el 27 de julio del mismo afno. La casa de bolsa co-
bra 1% de comision.

SOLUCION:
Ing-IPC-A:
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Precio de compra = 7.255482 + 7.255482(0.01) = 7.32803682
0 7.255482(1.01) = 7.32803682
Precio de venta = 7.598899(0.99) = 7.52291

M 7.52291
Y, entonces: fgg =——1=——-1=10.02659

C 732803682
O sea una ganancia de 2.66%. Por otra parte,

30/86 30/86

1=1.02659 1=0.009197

i3 = (1+1ge )

es decir, 0.92% efectivo mensual.

Se incluyen aqui las acciones de todas las empresas que cotizan en la bolsa: instituciones de seguros
y flanzas, casas de bolsa, bancos, grupos financieros y, por supuesto, empresas industriales, comer-
ciales y de servicios en general. Al igual que en el caso de las sociedades de inversion, los precios de
mercado de las acciones de empresas se publican en los periddicos al dia hébil siguiente. En la tabla
9.3 se presentan los precios de algunas de estas acciones en fechas seleccionadas.

Tabla 9.3 Precios de cierre (4ltimo hecho) de algunas acciones de empresas
que cotizan en la Bolsa Mexicana de Valores (precios de 2012)

ALFA A 222.1 212.53 213.2 179.98
CEMEX CPO 10.27 9.23 8.98 7.81
COMERCI UBC 29.8 30.4 30.5 25.72
ELEKTRA 625 625.2 537 551
FEMSA UBD 113.01 113.5 119.12 112.4
GCARSO Al 42.5 45.99 43.42 43.5
GEO B 14.26 13.98 15.01 13.73
GFINBUR O 36.7 35 29.99 28.85

EJEMPLO 9.4.2.1

El precio al que se cotizaron por ultima vez las acciones de Alfa A al cierre de las operaciones de
los dias 30 de mayo y 17 de agosto de 2006 fueron 179.98 y 222.10 respectivamente. Calcular la
tasa efectiva de rendimiento de estas acciones, con el supuesto de que no hubo pago de dividen-
dos en este lapso.

SOLUCION:
Los dias transcurridos entre estas dos fechas fueron 79, por lo que
M 222.10
g =——1=—""—-1=0.234026
C 179.98
o 23.40% efectivo a 79 dias
e 3o = (14+1,9)>"7 —1=1.234026 379746835 _1 = 0,083129

u 8.31% efectivo mensual.
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Es importante notar que estos célculos sdlo reflejan el rendimiento del precio de la accién,
segun el comportamiento observado en ese periodo especifico de 79 dias y que, como se mencio-
nd antes, no se toman en cuenta las comisiones que cobran los intermediarios bursatiles (casa o
agentes de bolsa o bancos) cuando compran o venden acciones de empresas y de sociedades de
inversiéon comunes, y que suele ser de 1% (en los ejemplos de comisiones se utiliza esta cantidad
aunque se debe tener presente que no siempre es la misma, ya que es posible negociarla con los
intermediarios).

EJEMPLO 9.4.2.2

Calcular el rendimiento de las acciones de Alfa A, en el mismo periodo del ejemplo anterior, si
efectivamente se hubieran comprado y vendido en esas fechas, con una comisién de 1%.

SoLUCION:
Precio de compra =179.98(1.01) = 181.7798
Precio de venta =222.10(0.99) = 219.879

De donde ig= M_ 229879 20958984
C 181.7798
0 20.96% efectivo a 79 dias
e iy = (1+159) %7 —1=1.20958984%37974835 _1 = 0,074933
0 7.49% efectivo mensual.

Como era de esperar, si efectivamente se realizan las operaciones de compra y de venta, se
pagaria comision y el rendimiento serfa menor al que se calcula utilizando sélo los precios de
mercado.

El otro caso que se puede dar con las acciones de empresas es que paguen dividendos, ya sea en
acciones o en efectivo. Si el pago lo hacen en acciones, el proceso de canje de acciones ocasiona ajus-
tes en el precio de la accién en el mercado y en el niimero de acciones en circulacién, en cuyo caso
se pueden aplicar los procedimientos que ya se explicaron para calcular su rendimiento efectivo.

Si, por otro lado, el pago de dividendos se hace con dinero, el cdlculo del rendimiento efecti-
vo debe tomar en consideracion la fecha y el monto de ese pago, como se ilustra en el ejemplo si-
guiente, en el que se utiliza una ecuacién de valores equivalentes para determinar la tasa efectiva
de rendimiento.

EJEMPLO 9.4.2.3

El precio de ciertas acciones fue de $4.75 el 5 de agosto de 20XX y de 4.78 el 18 de septiembre del
mismo ano. Ademas, pag6 un dividendo de $0.158337513284434 por acciodn, a partir del 8 de agos-
to. Determinar la tasa efectiva de rendimiento mensual de estas acciones.

SOLUCION:
Para simplificar el andlisis con el propdsito de resaltar los detalles referentes al planteamiento y
resolucion de la ecuacién de valores equivalentes que se requiere:

+ 1o se toma en cuenta la comision de la casa de bolsa;

+ tampoco se considera el impuesto sobre la renta que los tenedores de las acciones —perso-
nas fisicas— deben pagar al fisco y, finalmente,

« sereducen los decimales del pago de dividendos a 5 posiciones, para quedar en 0.15834.

$4.75 $0.15834 $4.78

5 ago. 8 ago. 18 sept.

Figura 9.1 Diagrama del ejemplo 9.4.2.3.
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Considerando lo anterior, conviene en primer lugar plantear las condiciones en una ecuacién de
valores equivalentes como la de la figura 9.1.
Los plazos entre las tres fechas son:

5-8 de agosto: 3 dias
5 de agosto a 18 de septiembre: 44 dias.

En términos de la simbologia que se ha utilizado hasta acd, M = 4.78, C = 4.75 ¢
I=0.15834. Entonces, la ecuacion de valores equivalentes que corresponde, utilizando el 5 de agos-
to como fecha focal, es:

4.75=0.15834(1 + i) + 4.78(1 + i)™

Como no es posible despejar la i de este tipo de ecuaciones, su resolucion se lleva a cabo ensa-
yando valores de la i hasta encontrar uno que haga que se cumpla la igualdad. Para esto, conviene
observar que, como el plazo esta planteado en dias (3 y 44), la tasa efectiva que se obtiene al resol-
ver la ecuacion es, por supuesto, una tasa efectiva diaria. Entonces, por ejemplo, si se da ala i un
valor de 0.001, se tiene que:

4.75=0.15834(1.001)" + 4.78(1.001)*
=0.1578659 + 4.5743405
=4.7322064

Como 4.7322064 < 4.75, la siguiente aproximacion se debe hacer con una tasa menor; si
i=0.0009:

4.75 = 0.15834(1.0009) + 4.78(1.0009)*
=0.1579132 + 4.5944927
=4.752406

Afinando ain més la aproximacion con el procedimiento anterior de acercamientos sucesivos se
comprueba que una i que arroja un valor aceptablemente cercano es 0.00091:

4.75 = 0.15834(1.00091)"> + 4.78(1.00091)*
=0.1579085 + 4.5924735
4.75 ~ 4.750382

Asi, con esta tasa efectiva diaria (aproximada) se puede calcular la tasa efectiva mensual:
i,=(1+i) —1=(1+i)*—1=100091% - 1=0.0276633

0 sea, una tasa efectiva mensual de 2.77%.

Como se puede observar, la realizacion manual de estos célculos es bastante laboriosa, por lo
que, en la practica, si fuera necesario realizar muchas de estas operaciones o con frecuencia, con-
vendria utilizar alguno de los paquetes de computacion o calculadoras que permiten resolver este
tipo de ecuaciones.

En esta categoria se encuentran principalmente los Certificados de la Tesoreria de la Federacion (Ce-
tes), asi como el papel comercial y las aceptaciones bancarias. Se dice que principalmente los Cetes
porque los procedimientos para el papel y las aceptaciones hacen referencia a lo aplicable a Cetes,
y porque las tasas de estos titulos son una referencia importante en el medio financiero mexicano.

El procedimiento general aplicable a este tipo de titulo es:

Calcular el precio descontado mediante la tasa de descuento. La férmula que se maneja en el
medio bursatil para calcular el precio es:

P=VN l—i
360

285



286 [ | CAPITULO 9 Inversion en bolsa de valores

en donde:

P = precio descontado
VN = valor nominal
t = plazo en dias
d = tasa de descuento

2. Calcular el rendimiento al plazo, o descuento, que es:
D=VN-P (9.5)

3. Determinar la tasa efectiva de rendimiento al plazo.
4. Calcular la tasa efectiva al plazo que se requiera (usualmente mensual o anual).

A continuacién se expondran algunos ejemplos.

EJEMPLO 9.4.3.1

En la figura 9.2 se reproduce el anuncio de colocacién de Cetes del jueves 16 de agosto de 2012
que aparecio en el periddico EI Universal. Se puede observar que se emitieron Cetes a 3 plazos
distintos, esto es, 28, 91 y 175 dias, con sus correspondientes tasas de descuento y rendimiento.

( Este mensaje aparece con fines informativos \

El Gobierno Federal, por canducto de la
Secretaria de Haclenda y Crédite.Miblico

cetes

Certificados de la Tesoreria de la Federacion

COLOCA

B120913
Fecade Cobcacitn 16 0eageam de iz
FecradeVoncimiento 13 septembre de 2012
Paz ks
Wekee Barrimal 1000
TaadeDesrientn 400k
TaadzRendimients 4094

COLOCA COLOCA
nzins BH3207
Fechade Colocaddn  I6deagost de 23 FechadeColoacian 15 deagostede 3017
Fetha deansini da iz Fecha deVercimizrto 07 da febrera de 113
Pam ez ez 175 dis
Walor Mommine! 1000 Vakor Houminal Bl
TdzDesnen 4% TasareDesaemo  aqM
Tasa e Mewlihents.  433% TwsaceRerdimiente 450

AGENTERHCLUSIV FARALA COLOCAOON Y REDENCICA: BAMCO DEMENCD

an s e i Y

¥

ootk " g

mis infarmacidn al 01800 238.3734 4 50007399

catesdirecto

ahdrro segura v a tu mecida

Siquenos en: B & &

Figura 9.2 Aviso de colocacién de Cetes del 16 de agosto de 2012.
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Los calculos correspondientes para los Cetes a 28 dias son:

d = tasa de descuento 4.08%
j =tasa de rendimiento (nominal) 4.09%

1. Se calcula el precio descontado del titulo mediante la férmula:
td 28(0.0408
P= VN[l - —:| = 10[1 —¥:| =10(0.99682667) = 9.9682667
360 360
2. Elrendimiento al plazo de 28 dias (o descuento) es:

D=VN-P
D =10-9.9682667 = 0.0317333

3. Latasa efectiva de rendimiento al plazo:

D 0.0317333
iy = —=———""""—0.00318343
P 9.9682667
4. La tasa nominal de rendimiento anual:
] 0.00318343
i360 = l—t(360) =————(360) =0.0409 0 4.09%, que es la que se publica.
t 28

Como puede observarse, esta tasa de rendimiento es nominal, por lo que es necesario utilizar la
tasa efectiva de rendimiento al plazo para calcular tasas efectivas a diferentes plazos o para reali-
zar comparaciones con rendimientos de otras inversiones.

Ademads, es importante notar que se puede llegar a la tasa efectiva de rendimiento al plazo
mediante un procedimiento mas expedito, tal como el que se aplicé en las secciones 9.4.1 y9.4.2,
observando que el precio descontado equivale al capital (C), y el valor nominal al monto (M), de
acuerdo con la simbologia que se utiliza en este texto.

Por ello,
M 10

=——-1=0.00318343
C 9.9682667

hg =

que es la misma tasa que se determind en el punto 3 anterior. Sin embargo, tratindose de este tipo
de valores, es conveniente seguir el procedimiento planteado antes para hacer hincapié en que se
trata de un descuento.

A continuacion se repasa el calculo de tasas efectivas a otros plazos.

EJEMPLO 9.4.3.2

La tasa efectiva de rendimiento anual i, de los Cetes del ejemplo 9.4.3.1 se puede calcular de la si-
guiente manera:

i, =0.00318343

i, = 1.00318343"%% — 1 = 100318343171 — 1 = 0.0423 0 4.23%

EJEMPLO 9.4.3.3

Se calcula la tasa efectiva de rendimiento anual de los Cetes a 91 dias cuyo aviso de emision apa-
rece en la figura 9.2.

SOLUCION:
1. Precio descontado:

P=VN{1—£}
360
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1(0.
:10[1_9 (0.0428)
360

=10(0.98918111) =$9.8918111

}: 10(1-0.01081889)

2. Elrendimiento al plazo de 91 dias:
D=VN-P=10-9.8918111=$0.1081889

3. Tasa efectiva de rendimiento al plazo de 91 dias:

D 0.1081889
gy = — = —————— = 0.01093722
P 98918111
4. Tasa nominal anual de rendimiento:
0.01093722
Jago = ———— (360) = 0.04327 o 4.33%, como se publica.
91

5. Tasa efectiva de rendimiento anual:
i = (1 +i)*'— 1 =1.01093722°""" — 1 = 1.010937224010%011 — ] = 0044597 0 4.46%

En la tabla 9.4 se resumen los resultados de los ejemplos 1 a 3. Observe en ella las diferencias en-
tre las tasas nominales y las tasas efectivas son considerables. Estas diferencias subrayan la im-
portancia que tiene el célculo de tasas efectivas, pues las tasas nominales son engafosas.

Tabla 9.4 Calculo de rendimientos efectivos de Cetes

28 4.08 4.09 4.23
91 4.28 4.33 4.46

Como se menciond antes, el procedimiento de calculo para aceptaciones bancarias y papel
comercial es idéntico al de Cetes. Observe el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 9.4.3.4

Determinar la tasa efectiva de rendimiento anual de certificados bursatiles emitido por PACCAR
Financial, de acuerdo con la oferta publica que se reproduce en la figura 9.3 que se consult6 en
www.bmv.com.mx el 5 de septiembre de 2012.

SOLUCION:

Datos: Plazo: 28 dias
Tasa de descuento promedio ponderada: 4.54%
Valor nominal: $100

1. Precio descontado:
28(0.0454
P=VN |:l— i:l = 100[1 — g} =99.6468889
360 360

2. Rendimiento al plazo (descuento):
D=VN-P=100-99.6468889 = $0.3531111
3. Tasa efectiva de rendimiento al plazo:

D 03531111
g =—=——""—"=0.00354362 o0 0.35%

P 99.6468889
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4. Tasa nominal de rendimiento anual:

0.00354362

(360)=0.04556 0 4.56%

5. Tasa efectiva de rendimiento anual:
Con base en la tasa efectiva al plazo de 28 dias:

Figura 9.3

En el sitio de internet del Banco de México (www.banxico.gob.mx) se pueden consultar series
histéricas de muchos indicadores econémicos mexicanos, entre los cuales se encuentran las tasas
de rendimiento de los Cetes en sus distintos plazos. Sin embargo, se publican solamente los datos de
rendimientos y no los de descuento por lo cual se cuenta sélo con las tasas de descuento nominales,
como se ha comentado. Para poder determinar tasas efectivas es necesario revertir el proceso de

= (1+,)% — 1 =1.00354362'305714 — 1 = 0.04719 0 4.72%

ESTE AVISO APARECE UNICAMENTE CON FINES INFORMATIVOS,
YA QUE LA TOTALIDAD DE LOS VALORES HAN SIDO ADQUIRIDOS

AVISO DE COLOCACION

FINANCIAL

CON BASE EN EL PROGRAMA DUAL REVOLVENTE DE CERTIFICADOS BURSATILES EN EL CUAL EL SALDO
INSOLUTO DE PRINCIPAL DE LOS CERTIFICADOS BURSATILES DE CORTO PLAZO EN CIRCULACION NO
PODRA EXCEDER DE $5,000'000,000.00 (CINCO MIL MILLONES DE PESOS 00/100 M.N.) O SU EQUIVALENTE EN UNIDADES DE INVERSION
ESTABLECIDO POR
PACCAR FINANCIAL MEXICO, S.A. DE C.V., SOFOM, E.N.R.
POR UN MONTO DE HASTA

$10,000°000,000.00 DIEZ MIL MILLONES DE PESOS 00/100 M.N.)
0 SU EQUIVALENTE EN UNIDADES DE INVERSION
Se informa que el dia 05 de Septiembre de 2012 se realizo el proceso de subasta
de Certificados Bursatiles de Corto Plazo, proceso del cual
fue asignado un monto de:

$160,000,000.00

CARACTERISTICAS DE LOS CERTIFICADOS BURSATILES DE CORTO PLAZO

EMISOR: PACCAR FINANCIAL MEXICO, S.A. DE C.V., SOFOM, ENR.

TIPO DE VALOR: CERTIFICADOS BURSATILES DE CORTO PLAZO (LOS “CERTIFICADOS BURSATILES")

CLAVE DE PIZARRA: PCARFM 05612

MONTO TOTAL AUTORIZADO DEL PROGRAMA, CON  HASTA $10,000000,000.00 (DIEZ MIL MILLONES DE PESOS 001100 MN.) O SU EQUIVALENTE EN UNIDADES DE INVERSION. EL SALDO

CARACTER REVOLVENTE: INSOLUTO DE PRINCIPAL DE LOS CERTIFICADOS BURSATILES DE CORTO PLAZO EN CIRCULACION NO PODRA EXCEDER DE
$5,000000,000.00 (CINCO MIL MILLONES DE PESOS 00/100 MN.) O SU EQUIVALENTE EN UNIDADES DE INVERSION.

VIGENCIA DEL PROGRAMA: 5 (GINCO) ANOS CONTADOS A PARTIR DE LA FECHA DEL OFICIO DE AUTORIZACION DE LA COMISION NACIONAL BANCARIA Y DE VALORES

CON EL COMPROMISO POR PARTE DEL EMISOR DE ENTREGAR UNA NUEVA OPINIGN LEGAL UNA VEZ TRANSCURRIDO 1 (UN) ARO A
PARTIR DE LA FECHA DE SUSCRIPCION DE LA MISMA.

NO. DE EMISION AL AMPARO DEL PROGRAMA: Nonagésima octava
CALIFICACION OTORGADA POR STANDARD AND “mxA-1+', LA CUAL (TRAC SOBRE EL GRADO DE SEGURIDAD RESPECTO AL PAGO OPORTUNO
POOR'S, S.A. DE C.V.: OF INTERESES v DEL PRNGIPAL. ESTA CALIFICAGION ES EL GRADO MAS ALTO QUE OTORGA STANDARD & POOR'S EN SU ESCALA

NACIONAL -CAVAL-. LA CALIFICACION DEL EMISOR EN ESCALA NACIONAL -CAVAL- ES DE ‘mxAAA' CON PERSPECTIVA ‘ESTABLE'. LA
CALIFICACION OTORGADA POR STANDARD & POOR'S NO CONSTITUYE UNA RECOMENDACION DE INVERSION, Y LA MISMA PUEDE ESTAR
SUJETA A ACTUALIZACIONES EN CUALQUIER MOMENTO DE CONFORMIDAD CON LA METODOLOGIA UTILIZADA POR STANDARD &

POOR'S
CALIFICACION OTORGADA POR FITCH MEXICO, S.A. DE‘F1+(mex)’, LA CUAL SIGNIFICA: ALTA CALIDAD CREDITICIA. INDICA LA MAS SOLIDA CAPACIDAD DE PAGO OPORTUNO DE LOS
cv.: COMPROMISOS FINANCIEROS RESPECTO DE OTROS EMISORES O EMISIONES DOMESTICAS. BAJO LA ESCALA DE CALIFICACIONES
DDOMESTICAS DE FITCH MEXICO, ESTA CATEGORIA SE ASIGNA A LA MEJOR CALIDAD CREDITICIA RESPECTO DE TODO OTRO RIESGO EN
EL PAIS, Y NORMALMENTE SE ASIGNA A LOS COMPROMISOS FINANCIEROS EMITIDOS O GARANTIZADOS POR EL GOBIERNO FEDERAL.
CUANDO LAS CARACTERISTICAS DE LA EMISION O EMISOR SON PARTICULARMENTE SOLIDAS, SE AGREGA UN SIGNO "+* A LA
CATEGORIA. LA CALIFICACION OTORGADA POR FITCH MEXICO NO CONSTITUYE UNA RECOMENDACION DE INVERSION, Y LA MISMA
PUEDE ESTAR SUJETA A ACTUALIZACIONES EN CUALQUIER MOMENTO DE CONFORMIDAD CON LA METODOLOGIA UTILIZADA POR FITCH

MEXICO.
LA PRESENTE EMISION DE CERTIFICADOS BURSATILES NO CUENTA CON GARANTIA ESPECIFICA, POR LO TANTO, ES QUIROGRAFARIA.

GARANTIA:

VALUR UL U L v $100.00 (CIEN PESOS 00/100 M.N.) CADA UNO.

NOMERO DE CERTIFICADOS DE LA EMISION: 1600.000  (UN MILLON SEISCIENTOS MIL )

PRECIO DE COLOCACION: 99.646761 Posos

FECHA DE LA SUBASTA: 05 de Septiembre de 2012

MECANISMO DE SUBASTA: LA SUBASTA SE LLEVO A CABO MEDIANTE EL SISTEMA DE SUBASTA DE BANCOMER.COM
TIPO DE SUBASTA: ATasa diferenciada

TIPO DE EMISION: Adescuento

FECHA DE PUBLICACION DE LA CONVOCATORIA DE

LA SUBASTA: 04 de Septiembre de 2012

FECHA DE PUBLICACION DE LOS RESULTADOS DE LA

SUBASTA: 05 de Septiembre de 2012

MONTO DE LA EMISION: § 160,000,000.00 (CIENTO SESENTAMILLONES DE PESOS 00/100 MN.)

DEMANDA DE LOS CERTIFICADOS BURSATILES: § 34798713331 (TRESCIENTOS CUARENTAY SIETE MILLONES NOVECIENTOS OCHENTA Y SIETE MIL CIENTO TREINTA Y TRES

PESOS 31/100 MN.)
DEMANDA TOTAL DE LOS CERTIFICADOS BURSATILE

RESPECTO DEL MONTO DE LA OFERTA: 2.7 VECES EL MONTO DE LA OFERTA
PLAZO DE LA EMISION: 28dias

FECHA DE EMISION: 06 de Septiembre de 2012

FECHA DE REGISTRO EN BOLSA: 06 do Septiombre do 2012

FECHA DE LIQUIDACION: 06 de Septiembre de 2012

FECHA DE VENCIMIENTO: 04 de Octubre de 2012

TASA DE RENDIMIENTO ANUAL MAXIMA ASIGNADA:  4.56%
TASA DE RENDIMIENTO ANUAL MINIMA ASIGNADA:  4.50%
TASA DE DESCUENTO PROMEDIO PONDERADA 454%
ASIGNADA A LA EMISION:

TASA DE RENDIMIENTO PROMEDIO PONDERADA  4.56%
ASIGNADA A LA EMISION:

AMORYIZACIOM.

JRSATILES SERA! 0S A SU VALOR NOMINAL, MEDIANTE TRANSFERENCIA ELECTRONICA, EN LA FECHA DE VENCIMIENTO, DE CONFORMIDAD CON EL TITULO
QUE REPRESENTA LA PRESENTE EMIS\ON
OBLIGACIONES DE HACER Y NO HACER DEL EMISOR:
EL EMISOR SE OBLIGA A PROPORCIONAR A LA COMISION NACIONAL BANCARIA Y DE VALORES, A LA BOLSA MEXICANA DE VALORES, SAB. DE CV. Y AL PUBLICO INVERSIONISTA LA
INFORMACION FINANCIERA, ECONOMICA, CONTABLE Y ADMINISTRATIVA QUE SE SENALA EN LAS DISPOSICIONES DE CARACTER GENERAL APLICABLES A LAS EMISORAS DE VALORES Y A
OTROS F‘AR"IC\PANTES DEL MERCADO DE VALORES. EL EMISOR NO CUENTA CON OBLIGACIONES DE HACER Y NO HACER DISTINTAS A AQUELLAS QUE SE DERIVEN DE LA SUSCRIPCION DEL
PRESENTE TITULO.

INCUMPLIMIENTO EN EL PAGO DE PRINCIPAL :
EN c»xso DE QUE EL EMISOR NO REALICE EL PAGO OPORTUNO DEL PRINCIPAL DE LOS CERTIFICADOS suwsAmEs EN LA FECHA DE VENCIMIENTO O, EN SU CASO, INCUMPLA CON EL PAGO DE

TILES, EL A LA ASAMBLEA GENERAL DE TENEDORES EN UN PLAZO NO MENOR
A LOS TRES DIAS FABILES NI MAYOR A GINGO DIAS FABILES SIGUENTES A AQUEL EN EL QUE SE HAYA VERIFICADO LA FALTA DE PAGO.

INTERESES MORATORIOS:
EN CASO DE INCUMPLIMIENTO EN EL PAGO DE PRINCIPAL DE LOS CERTIFICADOS BURSATILES SE GENERARAN INTERESES MORATORIOS QUE SE CALCULARAN A UNA TASA ANUALIZADA
EQUIVALENTE A LA TIIE MAS 2 (DOS) PUNTOS PORCENTUALES APLICABLE DURANTE CADA PERIODO EN QUE OCURRA EL INCUMPLIMIENTO.

PARA LOS EFECTOS DEL PARRAFO ANTERIOR, TIIE SIGNIFICA LA TASA DE INTERES INTERBANCARIA DE EQUILIBRIO A PLAZO DE HASTA 28 (VEINTIOCHO) DIAS DETERMINADA Y PUBLICADA POR
EL BANCO DE MEXICO EN EL DIARIO OFICIAL DE LA FEDERACION (SEGUN RESOLUCION DEL PROPIO BANCO DE MEXICO PUBLICADA EN EL DIARIO OFICIAL DE LA FEDERACION DEL 23 DE MARZO
DE 1995). EN EL EVENTO DE QUE EL BANCO DE MEXICO POR CUALQUIER CAUSA DEJARE DE UTILIZAR LA TIIE, SE TOMARA COMO REFERENCIA LA TASA QUE LA SUSTITUYA, PUBLICADA POR EL
BANCO DE MEXICO EN EL DIARIO OFICIAL DE LA FEDERACION, TOMANDO PARA ELLO LA PUBLICACION DE LOS DIAS JUEVES DE CADA SEMANA DEL PERIODO EN EL QUE SE DEVENGUEN LOS
INTERESES
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céalculo que se ha ilustrado hasta aqui y que parte de las tasas de descuento que se publican y partir,
entonces, de las tasas de rendimiento disponibles en el Banco de México, que son las mismas que se
publican también en otras fuentes. En el ejemplo siguiente se ilustran estos calculos.

EJEMPLO 9.4.3.5

El 5 de septiembre de 2012, en http:/www.banxico.gob.mx, se informé que la tasa de rendi-
miento promedio mensual de los Cetes a 28 dias que se emitieron en agosto de 2012 fue de
4.13%. Determinar a) la tasa efectiva de rendimiento a 28 dias, y b) la tasa de descuento anual
correspondiente.

SOLUCION:
a) En primer lugar, se sabe que 4.13% es la tasa de rendimiento nominal a 360 dias y, para de-
terminar la tasa efectiva de rendimiento a 28 dias:

g =0.0413 = 3601'2—8
360 . g’

0.0413(28
por lo que iy = # =0.00321222

360

que es, entonces, la tasa efectiva de rendimiento a 28 dias, a partir de la cual se puede recons-
truir la de descuento que se publicé en su oportunidad.

b) Esta tasa efectiva a 28 dias se obtuvo mediante la siguiente relacion:

Sin embargo, como ademas se sabe que el precio al que se vendieron estos Cetes se calcula
restandole al valor nominal de $10 el descuento, o sea,

P=10-D
Luego, si se sustituye esta expresion en la anterior, se obtiene:

D =0.00321222 = b
p

10-D
de donde 0.00321222(10—D)=D
0.00321222-0.00321222D = D

y D(1+0.00321222) = 0.00321222

0.00321222
D —

= =0.00320226
1.00321222

¥, finalmente,

A partir de este descuento se puede obtener el precio al que se vendieron estos titulos:

P=10-0.00320226 = 9.99679774

’ Ejercicios de las secciones 9.1 a 9.4

;Cudntas y cuales son las formas en que se pueden obtener rendimientos en el mercado
de valores?
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+Qué son las ganancias de capital?

sCudles rendimientos de los valores bursitiles estan exentos de impuestos?

Si se compran acciones de una sociedad de inversién de renta fija a $9.99 cada unay se ven-
den 60 dias después a $10.07, ;cudl es la tasa efectiva de rendimiento al plazo que se ob-
tiene?

Para el ejercicio anterior, ;cudl es la tasa efectiva de rendimiento mensual (a treinta dias)?
;Cudnto cobran de comisién los intermediarios bursitiles por operaciones de compra y
venta de acciones de empresas y sociedades de inversién comunes?

Resuelva los ejercicios del 7 al 15 con los datos de la tabla 9.2.

sCudl es el plazo, en dias, entre el 2 de mayo y el 16 de agosto?

sQué tasa efectiva de rendimiento mensual otorgaron las acciones de FONSERI B1 entre
el 2 de mayo y el 16 de agosto? (Vea tabla 9.2).

sQué tasa efectiva de rendimiento mensual otorgaron las acciones de FONSERI B1 entre
el 31 de julio y el 16 de agosto? (Vea tabla 9.2).

sQué tasa efectiva de rendimiento mensual otorgaron las acciones de GBMAGR A entre el
2 de mayo y el 16 de agosto? (Vea tabla 9.2).

sQué tasa efectiva de rendimiento anual obtuvieron las acciones de INTERS1 A entre el 2
de mayo y el 16 de agosto? (Vea tabla 9.2).

sQué tasa efectiva de rendimiento anual otorgaron las acciones de SCOTIA1 A entre el 27
de julio y el 16 de agosto y cudl fue el plazo? (Vea tabla 9.2).

;Qué tasa efectiva de rendimiento mensual obtuvo en el ejercicio 12?

sQué tasa efectiva de rendimiento semanal obtuvo en el ejercicio 12?

Sin considerar la comision de la casa de bolsa, ;cual fue la tasa efectiva de rendimiento de
las acciones de VALMX20 entre el 27 de julio y el 16 de agosto?

;Cudl es la respuesta al ejercicio 15, si se considera que efectivamente se compraron y ven-
dieron las acciones a los precios que aparecen en la tabla?

Si el 27 de mayo se negociaron acciones de la sociedad de inversidn en instrumentos de
deuda FONBCH a $11.03658, el 9 de julio a $11.0504 y el 8 de agosto a $11.25722:

a) ;Cuadl fue la tasa efectiva de rendimiento entre el 27 de mayo y el 9 de julio?
b) ;Cudl fue la tasa efectiva de rendimiento entre el 27 de mayo y el 8 de agosto?
) ;Cual fue la tasa efectiva de rendimiento entre el 9 de julio y el 8 de agosto?

sCudl es la relacidn entre las tres tasas que se dieron como respuesta al ejercicio anterior?

Exprese la respuesta en forma de ecuaciones.

Busque, en periddicos, informacién sobre precios de mercado de acciones de sociedades
comunes y de instrumentos de deuda y determine los rendimientos que dichos valores
obtuvieron durante el iltimo mes; resulta interesante y conveniente para los inversionistas
saber cuales de ellas han ofrecido mayores rendimientos.

El 21 de julio se pag6 un dividendo de $0.20 por accién de GFINBURO; a continuacion se
enumeran algunos precios de mercado con sus correspondientes fechas:

11 de junio $17.18
18 de julio 18.10
7 de agosto 21.00
23 de septiembre 20.00

;Cuadl fue la tasa efectiva de rendimiento de las acciones de GFINBURO entre el 11 de
junio y el 7 de agosto, sin considerar las comisiones de compra y venta? ;Cudl fue la
tasa efectiva de rendimiento mensual?

sCudl es la respuesta al ejercicio 20 si se toman en cuenta las comisiones?
;Cuadl fue la tasa efectiva de rendimiento mensual de las acciones de GFINBURO entre el
18 de julio y el 23 de septiembre, sin considerar las comisiones de compra y venta?
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;Cudl es la respuesta al ejercicio 22 si se toman en cuenta las comisiones?

sCudl fue la tasa efectiva de rendimiento anual de las acciones de GFINBURO entre el 11
de junio y el 7 de agosto, sin considerar las comisiones de compra y venta?

;Cudl es la respuesta al ejercicio 24 si se toman en cuenta las comisiones?

El 18 de agosto se pagd a los accionistas de COMERCIUBC un dividendo de $0.04 por
accion. A continuacion se enumeran algunos precios de mercado en distintas fechas:

30 de mayo $19.70
25 de julio 21.50
28 de agosto 20.50
23 de septiembre 22.00

;Cual fue la tasa efectiva de rendimiento mensual de las acciones de COMERCI UBC en-
tre el 30 de mayo y el 23 de septiembre si, de hecho, se llevé a cabo la compraventa de los
titulos?

Diga cual fue la tasa efectiva de rendimientos anual de las acciones de COMERCI UBC, sin
tomar en cuenta las comisiones, entre las siguientes fechas:

a) 25 de julio y 28 de agosto. ¢) 25 dejulio y 23 de septiembre.
b) 30 de mayo y 28 de agosto.

Localice, en periddicos, informacion sobre precios de mercado, en distintas fechas, de di-
versas acciones de empresas comerciales, industriales, de servicios y financieras y deter-
mine los rendimientos que se obtuvieron. Ponga especial atencién a periodos de alzas o
bajas pronunciadas del Indice de Precios y Cotizaciones de la Bolsa Mexicana de Valores:
los resultados pueden ser sorprendentes.

A continuacidn se presentan algunos datos de Cetes publicados en el sitio de internet del
Banco de México. (Observe que se trata de la tasa de rendimiento nominal anual).

Resultados de las subastas de Cetes
Tasa de rendimiento (nominal anual)

09 de agosto de 2012 28 4.09 91 4.31 182 4.52
16 de agosto de 2012 28 4.09 90 4.33 175 4.52
23 de agosto de 2012 28 4.23 91 4.29 182 4.50
30 de agosto de 2012 28 4.15 91 4.27 175 4.48
06 de septiembre de 2012 28 4.17 91 4.25 182 4.48

Fuente: http://www.banxico.gob.mx/, 5 de septiembre de 2012.

sCudl es la tasa de descuento anual que corresponde a los datos de la emision a 91 dias del
09 de agosto de 2012?

sCudl es la tasa anual de rendimiento efectivo que corresponde a los datos de la emision a 175
dias del 16 de agosto de 20122

sCudl es la tasa anual de rendimiento efectivo que corresponde a los datos de la emision de
91 dias del 30 de agosto de 2012?

+Cuadl es la tasa mensual de rendimiento efectivo que corresponde a los datos de la emision
a 182 dias del 06 de septiembre de 20122

Si se tiene que una emision de Cetes a 90 dias arroja una tasa efectiva de rendimiento men-
sual de 0.0348, ;cual es la tasa anual de rendimiento nominal?

Localice en algunos periédicos recientes de los jueves, dos o tres anuncios de colocacién de
Cetes y determine las correspondientes tasas efectivas de rendimientos mensual y anual.
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Con los siguientes datos de tasas de descuento de papel comercial:

21 de agosto IASASA 7 4.92
21 de agosto TLVISA 60 5.01
21 de agosto FINAFAC 14 4.35
5 de septiembre CUNA 28 4.55

;Cudl es la tasa efectiva de rendimiento anual del papel de IASA?

;Cudl es la tasa efectiva de rendimiento anual del papel TELEVISA?

;Cudl es la tasa efectiva de rendimiento anual del papel FINAFA?

;Cual es la tasa efectiva de rendimiento anual del papel CUNA?

Localice, en periddicos, algunos datos sobre emisiones de certificados bursatiles y de acep-
taciones bancarias y determine las correspondientes tasas efectivas de rendimiento.

Rendimiento de valores que pagan intereses
(y que también permiten ganancias de capital)

En esta seccién se analiza la manera de evaluar los rendimientos efectivos de los valores bursatiles
que otorgan intereses como principal forma de rendimiento aunque, como se vera, practicamente
todos ofrecen también ganancias (o pérdidas) de capital.

Los valores bursatiles que caen en esta categoria son todos los bonos: bonos bancarios (de de-
sarrollo, de desarrollo industrial, para la vivienda), Bonos de Desarrollo del Gobierno Federal (Bon-
des) y Bonos de Desarrollo del Gobierno Federal denominados en Udis (Udibonos). Se encuentran
también en esta categoria los pagarés, las obligaciones de todo tipo (hipotecarias, quirografarias,
convertibles, indizadas, subordinadas y con rendimiento capitalizable) y los relativamente recientes
y abundantes certificados bursétiles.

Se dice que estos titulos que otorgan intereses también ofrecen ganancias de capital porque to-
dos ellos, ademas de los intereses que se especifican, presentan cambios en los precios de compra y de
venta en el momento de realizar las correspondientes operaciones. Sin embargo, también se pueden
distinguir dos casos. En el primero se encuentran los bonos bancarios, los Bondes y las obligaciones
de todo tipo; en este caso, las fluctuaciones de los precios de compra y venta se deben a variaciones
que se producen en el mercado mismo y que, aparte de ser relativamente reducidas, se deben prin-
cipalmente a las caracteristicas propias del titulo-valor, como su fecha de vencimiento y a las pecu-
liaridades de la oferta y la demanda, entre otras. Por otro lado, aunque en los cambios en los precios
de compra y venta de los Udibonos también intervienen los factores de la oferta y la demanda, sus
variaciones de precio son mucho mas significativos que en el caso anterior y ello se debe a que sus va-
lores nominales estan “indizados”, es decir, asociados al comportamiento de la inflacion; a estos
valores se les aplica un ajuste a sus precios nominales, de acuerdo con el valor del Indice Nacional de
Precios al Consumidor que publica el Banco de México en el Diario Oficial de la Federacion.

El procedimiento que se aplica para calcular los rendimientos de este tipo de valores es, en esencia,
igual al que se revis6 en la seccién anterior en el caso de las acciones de empresas que pagan dividendos
en efectivo y que implica determinar el precio o el valor de compra (o de colocacién), el precio o valor
de venta (o de vencimiento) y el pago o los pagos de interés. En el caso de los valores que se analizan
en esta seccion, existen diversas maneras de calcular estas distintas cantidades, por lo que se co-
menzard en la seccién siguiente revisando tres conceptos importantes, para terminar en las tltimas
secciones de este capitulo con ejemplos de célculos aplicables a algunos de estos instrumentos.

Existen dos situaciones posibles respecto a estas fechas que ocasionan diferencias considerables en
los procedimientos. Es necesario analizar dichas situaciones para evaluar los rendimientos efectivos.
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Dichas situaciones se refieren a: 1) cuando las fechas de las transacciones de compraventa y las fechas
de pagos de intereses coinciden y 2) cuando no coinciden. En seguida se plantea en forma esquema-
tica el procedimiento que se debe seguir en cada caso:

1. Cuando las fechas de las operaciones y las de pagos de intereses coinciden, puede procederse a:

o Determinar los precios de compra y de venta de los titulos.

o Determinar los intereses que pagan los instrumentos en el momento de la venta.

 Sumar estos intereses al precio de venta para obtener lo que puede llamarse “ingresos a la
venta’.

« Dividir los “ingresos a la venta” entre el precio de compra, y restar al resultado una unidad
para determinar la tasa efectiva de rendimiento al plazo, a partir de la cual se pueden calcular
tasas efectivas a cualquier otro plazo. La férmula aplicable aqui es la (9.1), que ya se explicé
con anterioridad:

. M
1 » = F -1

Este procedimiento es aplicable cuando no existen fechas de pago de intereses entre las fechas

de compra y de venta. En caso de que si las haya, se aplica el procedimiento que se explica mas

adelante, excepto en lo que se refiere a “intereses devengados”. Esto es asi porque en el caso que
nos ocupa los “egresos a la compra” son iguales al precio de compra, y los “ingresos a la venta”
son iguales al precio de venta.

2. Cuando las fechas de las operaciones no coinciden con las fechas de pago de intereses, lo que se
hace es:

o Determinar los precios de compra y de venta.

o Determinar los intereses devengados por los titulos, desde la ultima fecha de pago de intereses
previa a la compra hasta la fecha en que ésta se realiza. Estos intereses deben ser pagados por el
comprador a quien vende, por lo que deben sumarse al precio de compra para conformar los
“ingresos a la venta”

o Determinar cualesquiera pagos de interés entre las fechas de compra y de venta.

 Con las cantidades anteriores se constituye una ecuacion de valores equivalentes.

« Resolver la citada ecuacién, ya sea mediante aproximaciones sucesivas o utilizando algun
paquete de computaciéon que permita resolver ecuaciones polinomiales.

Estos dos tltimos pasos se ilustraron en el ejemplo 9.4.2.3, que se refiere a acciones de empresas.

Aunque ya se menciono, conviene tener presente que la necesidad de pagar comisiones a los inter-
mediarios bursatiles ocasiona también diferencias en el procedimiento de célculo de rendimientos
efectivos. Estas divergencias consisten en que se debe sumar al precio la comisién para obtener el
“precio neto de compra” y se le debe restar al precio de venta para obtener el “precio neto de venta”.
Por supuesto, a estos precios netos se les deben restar o sumar cualesquiera intereses devengados,
segun sea necesario dadas las circunstancias que se explicaron en la subseccién anterior. Sobre este
particular, vale la pena recordar que se incluyen las comisiones sélo cuando:

a) Elintermediario las cobra para el titulo especifico.
b) Cuando el caso evaluado lo amerita.

En otras palabras, se puede estar revisando un titulo por el que si se cobra comision, pero al
mismo tiempo es posible que no se lleven realmente a cabo las operaciones de compra y de venta, y
que no sea necesario incluir las comisiones para el propdsito del analisis.

Ahora se presentan los ejemplos de los valores bursatiles mas importantes que pagan intereses.
Aunque los procedimientos son practicamente iguales y s6lo dependen de que las operaciones se
realicen en fechas de pago de intereses o en fechas que no lo son, se divide el analisis en dos partes:
Bondes y Certificados Bursitiles, porque son los instrumentos mas representativos.
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El rendimiento de los Bonos de Desarrollo del Gobierno Federal proviene de dos fuentes: intereses
pagaderos cada 28 dias (o en el plazo que lo sustituya en caso de dias inhabiles) y las ganancias
de capital que se logran al adquirir los titulos con descuento. Ademas, como los ingresos para los
intermediarios bursatiles que realizan operaciones con esta clase de valores se obtienen mediante
diferencias entre los precios de compra y venta, a los inversionistas no se les cobra comision alguna.

Tal como puede apreciarse en la figura 9.4, la tasa de interés “serd variable” y se calculard capita-
lizando todos los dias durante todo el periodo de interés la tasa a la cual las instituciones de crédito
y casas de bolsa realizan operaciones de compra-venta y reporto a plazo de un dia habil con titulos
bancarios, conocida en el mercado como “tasa ponderada de fondeo bancario” que publica diaria-
mente el Banco de México.

En algunos periddicos se publican los datos sobre Bondes: las caracteristicas de cada emisién
(aparecen publicadas los dias jueves de cada semana, que es cuando se emiten), las tasas de interés
que pagan y los precios a los que se negocian en la bolsa de valores.

En la tabla 9.5 se resumen las caracteristicas de algunas emisiones de Bondes, y en la seccién
siguiente se presentan algunos ejemplos.

Los datos de la tabla 9.5 se obtuvieron en el sitio de internet del Banco de México (www.banxico.
gob.mx).

Tabla 9.5 Algunos datos sobre Bondes

12 de abril de 2012 1092 99.356120 99.356120 0.00
27 de julio de 2012 986 99.442680 99.715847 4.47
30 de julio de 2012 983 99.444270 99.755381 4.48
31 de julio de 2012 982 99.444870 99.768426 4.48
01 de agosto de 2012 981 99.445400 99.781400 4.48
02 de agosto de 2012 980 99.427970 99.427970 0.00
03 de agosto de 2012 979 99.438730 99.451174 4.48
06 de agosto de 2012 976 99.440350 99.490128 4.48
07 de agosto de 2012 975 99.440880 99.503102 4.48
08 de agosto de 2012 974 99.441420 99.516087 4.48
09 de agosto de 2012 973 99.421830 99.508941 4.48
10 de agosto de 2012 972 99.428570 99.528126 4.48
13 de agosto de 2012 969 99.442850 99.579739 4.48
14 de agosto de 2012 968 99.443380 99.592713 4.48
15 de agosto de 2012 967 99.443920 99.605698 4.48
16 de agosto de 2012 1092 99.307720 99.307720 0.00
17 de agosto de 2012 1091 99.308370 99.320814 4.48
20 de agosto de 2012 1088 99.310100 99.359878 4.48
21 de agosto de 2012 1087 99.310700 99.372922 4.48
22 de agosto de 2012 1086 99.311220 99.385887 4.48
23 de agosto de 2012 1085 99.269990 99.357101 4.48
24 de agosto de 2012 1084 99.270830 99.370386 4.48
27 de agosto de 2012 1081 99.272710 99.409904 4.49
28 de agosto de 2012 1080 99.273240 99.422907 4.49
29 de agosto de 2012 1079 99.273960 99.436099 4.49
30 de agosto de 2012 1078 99.253560 99.428171 4.49
31 de agosto de 2012 1077 99.254240 99.441323 4.49

(continua)
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Tabla 9.5 Algunos datos sobre Bondes (continuacion)

03 de septiembre de 2012 1074 99.255920 99.480420 4.49
04 de septiembre de 2012 1073 99.256860 99.494360 4.50
05 de septiembre de 2012 1072 99.257460 99.507460 4.50

Fuente: http://www.banxico.gob.mx/SieInternet/consultarDirectoriolnternetAction.do?accion=consultarCuadro&
idCuadro=CF300&sector=18&locale=es

En los ejemplos siguientes se utilizan valores supuestos tanto para las tasas de interés como para
los valores de compra y venta.

Tal como puede apreciarse en la tabla 9.5, los datos que aparecen en la base de datos del Ban-
co de México incluyen, aparte de la fecha y de la tasa aplicable, precios “limpio” y “sucio”. En ella
también puede observarse que el precio sucio siempre es mas alto que el limpio, lo cual se debe a
que el precio limpio no incluye los intereses devengados por el Bonde en cada fecha, en tanto que
el precio sucio si los incluye.

En esta tabla se incluyen los datos del 12 de abril de 2012 hasta el 5 de septiembre de 2012.
Ademas, se marcaron en negritas los datos de 2 y 16 de agosto para evidenciar que en estas fechas
los precios sucios son iguales a los precios limpios lo cual, a su vez, evidencia que fueron fechas de
cupon, es decir, fechas en las que se pagaron intereses.

En los ejemplos siguientes se ilustran los procedimientos aplicables para calcular rendimientos
efectivos.

EJEMPLO 9.5.2.1.1

Calcular el rendimiento efectivo de estos Bondes entre el 12 de abril y el 16 de agosto de 2012.

SOLUCION:
Los precios correspondientes fueron 99.356120 y 99.307720 y, como son fechas de pago de inte-
reses, son precios, al mismo tiempo, sucios y limpios.

El rendimiento efectivo al plazo, 126 dias, se calcula de la siguiente manera:

Aparte de los precios de compra y de venta que ya se anotaron, para determinar los intere-
ses que cobr el tenedor del Bonde en el momento de venderlo, se debe restar el precio limpio del
precio sucio, el dia anterior, o:

99.605698 — 99.307720 = 0.297978
y se debe sumar este valor al precio de venta del 16 de agosto para obtener el monto total, o sea,

0.297978 +99.307720 = 99.605698

. ) M 99.605698
Finalmente, ie=—-1=

—— —=1=0.00251195 0 0.25%
C 99.356120

Si ahora se calcula el rendimiento efectivo anual, se tiene:

1.00251195%%%/126 _1=0.00729 0 0.729%

EJEMPLO 9.5.2.2.1

Calcular el rendimiento de estos Bondes entre el 6 de agosto y el 3 de septiembre.
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SOLUCION:
Los datos son:

06 de agosto de 2012 976 99.440359 99.490128 4.48
16 de agosto de 2012 1092 99.307720 99.307720 0
03 de septiembre de 2012 1074 99.255920 99.480420 4.44

Por lo tanto, el precio pagado por el Bonde el 6 de agosto fue el precio sucio, $99.490128, el 16 de
agosto se recibieron los intereses generados de 99.605698 — 99.307720 = 0.297978, que se calcula-
ron en el ejemplo anterior y el precio a la fecha de la venta fue de 99.480420.

Los dos plazos que se deben considerar es el transcurrido desde la compra hasta el cobro de in-
tereses, 10 dias, y entre la compra y la venta, 28 dias. El planteamiento es, entonces:

99.490128 =0.297978(1+1) 1% +99.480420(1 +i )28

Mediante ensayos sucesivos se encuentra que i = 0.0001, que es la tasa efectiva diaria. De acuerdo
con ello, la tasa efectiva anual es:

izg5 =1.0001°%° —1=0.03717 0 3.72%

EJEMPLO 9.5.2.2.2

Para ilustrar el caso de una compra-venta entre dos fechas que no incluyen pago de intereses, se de-
termina ahora el rendimiento anual efectivo entre el 17 de agosto y el 5 de septiembre.

SOLUCION:

Los datos:
17 de agosto de 2012 1091 99.308370 99.320814 4.48
05 de septiembre de 2012 1072 99.257460 99.507460 4.50

Este caso es mas sencillo ya que basta con dividir el precio sucio de la venta del 5 de septiembre
de 2012 entre el precio sucio de la compra del 17 de agosto para obtener la tasa de rendimiento
efectivo al plazo:

~99.507460

=—-1=0.00187922
99.320814

g

Por su parte, la tasa efectiva anual es:

1.001879223%1°_1=0.0367253 0 3.67%

Tal como se coment6 en la seccidn 9.2, los certificados bursatiles son titulos que se pueden colocar
a descuento o con pago de intereses, de acuerdo con el programa de colocacién correspondiente y
que pueden ser colocados por entidades gubernamentales o por empresas. En la figura 9.4 se puede
ver el anuncio de colocacién del programa de certificados bursitiles de Industrias Bachoco, S.A.B. de
C.V,, que se obtuvo del sitio de internet de la Bolsa Mexicana de Valores, mediante el procedimiento que
se detalla en la seccion final de este capitulo, “Matematicas en internet. Inversion en bolsa de valores”

En esta figura se puede leer que estos certificados tienen un valor nominal de $100 o de su equi-
valente en Udis y que pueden pagar intereses o emitirse a tasa de descuento.
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En las dos subsecciones siguientes se revisan los calculos para determinar tasas efectivas a)
cuando las operaciones se llevan a cabo en dias de pago de intereses y b) cuando se llevan a cabo en
dias que no son de pago de intereses.

9.5.3.1 Operaciones en fecha de pago de intereses

» EJEMPLO 9.5.3.1.1

Determinar la tasa efectiva de interés anual que generaron los certificados bursatiles de Industrial
Bachoco entre el 28 de julio y el 25 de agosto de 2012, si pagaron una tasa de 4.8% y los precios de
compra y de venta fueron $99.89 y $100, respectivamente.

-
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Figura 9.4 Programa de certificados bursatiles de Industrial Bachoco.




9.5 Rendimiento de valores que pagan intereses 299

SOLUCION:

Sin tomar en cuenta las comisiones de la casa de bolsa ni las retenciones de impuestos, la tasa
efectiva de rendimiento se determina sumando al precio de venta los intereses devengados en el
periodo, que fue de 28 dias:

Cit  100(0.048)(28)
360 360

=0.373333

Asi, luego de haber pagado $99.89 por estos certificados el 28 de julio, se recibieron $100 +
0.373333 =100.373333 el 25 de agosto, por lo que la tasa efectiva de rendimiento a 28 dias fue:

100.373333
iy = ———""" _1=0.00483865

99.89

De donde la tasa efectiva anual fue de:

i365 = 1.00483865%° —1=0.06489 0 6.49%

EJEMPLO 9.5.3.2.1

Determinar la tasa efectiva de rendimiento anual de los certificados bursétiles de Corporacién
Geo, si se compraron en $99.89 el 28 de julio y se vendieron en $99.92 el 15 de agosto.

SOLUCION:
Los intereses generados entre el 28 de julio y el 15 de agosto fueron:

Cit _100(0.048)(18) _
360 360

0.24

En consecuencia, lo que el vendedor de los certificados recibe en el momento de la venta es $99.92
+$0.24 = $100.16, de donde la tasa efectiva de rendimiento a 18 dias es:

100.16
iy = —-1=0.00270297

99.89

Por su parte, la tasa efectiva anual es:

izes =1.00270297°%"*~1=0.05626 0 5.62%

Tal como se menciond, los principales valores que caen en esta categoria son los Udibonos. También
existen algunos otros titulos que ya se han considerado, que en ocasiones se emiten con valor nomi-
nal indizado como el papel comercial indizado. El calculo de los rendimientos efectivos es igual en
todos los casos, por lo cual se reduce el andlisis a un ejemplo con Udibonos.

Tabla 9.6 Algunos datos sobre Udis a plazo de 10 afios

21 de diciembre de 2011 3277 465.017616 470.900593 2.500000
22 de diciembre de 2011 3276 465.973513 465.973513 2.500000

(continuda)
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Tabla 9.6 Algunos datos sobre Udis a plazo de 10 afios (continuacion)

23 de diciembre de 2011
20 de junio de 2012
21 de junio de 2012
22 de junio de 2012
25 de junio de 2012
26 de junio de 2012
27 de junio de 2012
28 de junio de 2012
29 de junio de 2012
02 de julio de 2012
03 de julio de 2012
04 de julio de 2012
05 de julio de 2012
06 de julio de 2012
09 de julio de 2012
10 de julio de 2012
11 de julio de 2012
12 de julio de 2012
13 de julio de 2012
16 de julio de 2012
17 de julio de 2012
18 de julio de 2012
19 de julio de 2012
20 de julio de 2012
23 de julio de 2012
24 de julio de 2012
25 de julio de 2012
26 de julio de 2012
27 de julio de 2012
30 de julio de 2012
31 de julio de 2012
01 de agosto de 2012
02 de agosto de 2012
03 de agosto de 2012
06 de agosto de 2012
07 de agosto de 2012
08 de agosto de 2012
09 de agosto de 2012
10 de agosto de 2012
13 de agosto de 2012
14 de agosto de 2012
15 de agosto de 2012
16 de agosto de 2012
17 de agosto de 2012
20 de agosto de 2012
21 de agosto de 2012
22 de agosto de 2012
23 de agosto de 2012
24 de agosto de 2012
27 de agosto de 2012
28 de agosto de 2012

3275
3095
3094
3093
3090
3089
3088
3087
3086
3083
3082
3081
3080
3079
3076
3075
3074
3073
3072
3069
3068
3067
3066
3065
3062
3061
3060
3059
3058
3055
3054
3053
3052
3051
3048
3047
3 046
3045
3044
3041
3040
3039
3038
3037
3034
3033
3032
3031
3030
3027
3026

467.384275
509.632397
511.357109
511.548891
509.001510
512.200412
509.983726
509.579219
509.579222
514.778258
517.464128
521.208804
524.882818
523.318828
524.668869
525.247047
522.480826
524.174095
525.237800
526.091366
526.654177
525.833987
528.347895
532.673590
532.021709
531.566325
532.452372
530.533204
528.402342
530.160667
531.499974
532.021685
535.061668
530.608898
525.666631
523.764881
522.272532
519.202784
521.455276
521.362249
520.173379
517.410087
516.256367
516.124293
515.743759
515.424855
516.452914
518.541796
519.274265
519.655564
521.054908

467.416783
515.583185
511.357109
511.581774
509.133101
512.364925
510.181177
509.809613
509.842574
515.140539
517.859405
521.637092
525.344124
523.813166
525.262358
525.873607
523.140477
524.866843
525.963661
526.916623
527.512592
526.725567
529.272650
533.631536
533.079286
532.657138
533.576427
531.690604
529.593097
531.451591
532.824323
533.379470
536.452910
532.033609
527.191850
525.323639
523.864838
520.828661
523.114736
523.121595
521.966024
519.236037
518.115630
518.016867
517.736302
517.450727
518.512122
520.634340
521.400149
521.881613
523.314371

2.500000
2.500000
2.500000
2.500000
2.500000
2.500000
2.500000
2.500000
2.500000
2.500000
2.500000
2.500000
2.500000
2.500000
2.500000
2.500000
2.500000
2.500000
2.500000
2.500000
2.500000
2.500000
2.500000
2.500000
2.500000
2.500000
2.500000
2.500000
2.500000
2.500000
2.500000
2.500000
2.500000
2.500000
2.500000
2.500000
2.500000
2.500000
2.500000
2.500000
2.500000
2.500000
2.500000
2.500000
2.500000
2.500000
2.500000
2.500000
2.500000
2.500000
2.500000

(continua)



Tabla 9.6 Algunos datos sobre Udis a plazo de 10 afios (continuacion)

9.5 Rendimiento de valores que pagan intereses

29 de agosto de 2012 3025 520.007927 522.300816 2.500000
30 de agosto de 2012 3024 517.368604 519.694919 2.500000
31 de agosto de 2012 3023 517.808739 520.168491 2.500000
03 de septiembre de 2012 3020 518.077147 520.537232 2.500000
04 de septiembre de 2012 3019 518.535991 521.029530 2.500000
05 de septiembre de 2012 3018 522.329416 524.856420 2.500000

En la tabla 9.6 se reproducen algunos datos de Udibonos a plazo de 10 afios, difundidos en el mis-
mo sitio de internet del Banco de México. También se incluye en esta tabla un corte en los datos para
incluir los correspondientes al 22 de diciembre de 2011 y 21 de junio de 2012, fechas de pago de intere-
ses, junto con diversos datos diarios, a partir del 22 de junio de 2012 y hasta el 5 de septiembre de 2012.

También, al igual que en el caso de los Bondes, los datos de Udibonos ofrecen tanto precio su-
cio (lo cual incluye los intereses devengados) como el precio limpio. Observe, ademas, que, al igual
que sucede con los Bondes, en las fechas de pago de intereses, el precio sucio y el precio limpio son

iguales.

EJEMPLO 9.5.4.1

Utilizando los datos de la tabla 9.6, determinar la tasa efectiva de rendimiento anual que pudo
haber obtenido un inversionista que compré Udibonos el 22 de diciembre de 2011 y los vendio el
21 de junio de 2012.

SOLUCION:
Ademas de los datos que aparecen en la tabla 9.6, es necesario conocer el valor de las Udis en estas
mismas fechas, el cual se puede obtener también en el sitio del Banco de México.

En este caso, no se requiere hacer el calculo de las Udis, ya que los precios de la tabla 9.6 ya
estan dados en pesos.

Los precios de los Udibonos fueron de $465.973513 el 22 de diciembre de 2011 y de
$511.357109 el 21 de junio de 2012 y, como ambos son precios limpios, el calculo del rendimien-
to es directo.

De lo anterior, la tasa efectiva de rendimiento a seis meses fue:

. 511.357109

= —-1=10.197395227
465.973513

Y de aqui, la tasa efectiva de rendimiento anual:

i=1.097395227? —1=0.204276 o sea 20.43% efectivo anual.

En este caso particular, la operacién resulté enormemente redituable considerando que las
tasas de otros instrumentos rondaban el 4.5% anual.

’ Ejercicios de la seccion 9.5

Explique los dos casos que se pueden presentar para el calculo de rendimientos efectivos
de instrumentos que pagan intereses.

Explique la principal diferencia entre los dos casos que se pueden presentar en el calculo de
rendimientos efectivos de instrumentos que pagan intereses.
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CAPITULO 9

Inversion en bolsa de valores

Explique qué son el “precio sucio” y el “precio limpio” de los titulos bursatiles.

Responda a los ejercicios 42 a 45, consultando: http://www.banxico.gob.mx/eInfoFinan-
ciera/FSinfoFinanciera.html (pero tenga cuidado porque esta direcciéon puede haber cam-
biado desde cuando se editd este texto).

Diga cuantos tipos de Bondes hay en circulacion a la fecha, de acuerdo a su plazo.

Diga cudl es la tasa promedio de cupdn vigente de los Bondes D a 5 afios vigente.

Diga cuales son el precio sucio y el precio limpio de alguna emisiéon de Bondes y especi-
tiquela.

Con los datos de la tabla 9.5, calcule la tasa efectiva de rendimiento anual que obtiene un in-
versionista que compra Bondes el 12 de abril de 2012 y los vende el 31 de julio del mismo afio.
Con los datos de la tabla 9.5, calcule la tasa efectiva de rendimiento anual que obtiene un
inversionista que compra Bondes el 12 de abril de 2012 y los vende el 1 de agosto de 2012.
+Cudl es la tasa efectiva de rendimiento al plazo para la operacién planteada en el ejercicio
46?

+Cudl es la tasa efectiva de rendimiento al plazo para la operacién planteada en el ejercicio
477

Con los datos de la tabla 9.5, calcule la tasa efectiva de rendimiento mensual que obtiene
un inversionista que compra Bondes el 10 de agosto de 2012 y los vende el 29 de agosto
del mismo aiio.

Con los datos de la tabla 9.5, calcule la tasa efectiva de rendimiento mensual que obtiene
un inversionista que compra Bondes el 3 de agosto de 2012 y los vende el 3 de septiembre
del mismo aiio.

sPor qué se dice que los Udibonos son instrumentos indizados?

Las siguientes son las tasas de interés brutas que pagaron diversos certificados bursatiles.

TV Azteca TVACB 499%  24agoa2lsep2012

TV Azteca TVACB-2 4.02%  24agoa2lsep 2012
ABN Amro Bank GMACCB-2 4.87% 28 jul a 25 ago 2012

ABN Amro Bank GMACCB 3.79%  25agoa22sep 2012
Carso Global Telecom TELECOM 4.55% 24 ago 2011 a 22 feb 2012
Municipio de Aguascalientes MAGS 4.09% 24 agoa23nov 2012

Con los datos de la tabla anterior, resuelva los ejercicios 53 a 56, asumiendo que los valores
nominales de los titulos son de $100.00.

Si un inversionista compra certificados bursatiles de la emision TVACB el 24 de agosto de
2012, en $99.86 y los vende en $99.84 el 21 de septiembre del mismo aiio, ;cudl es la tasa
efectiva de rendimiento anual que obtiene?

Si un inversionista compra certificados bursatiles de la emision TVACB-2 el 24 de agosto
de 2012 en $99.89 y los vende en $99.91 el 21 de septiembre del mismo afio, scudl es la tasa
efectiva de rendimiento anual que obtiene?

Un inversionista compra certificados bursatiles de la emision TELECOM el 28 de agosto
de 2012 en $99.90 y los vende en el mismo precio el 28 de septiembre del mismo afio ;Cual
es la tasa efectiva mensual que obtiene?

Un inversionista compra certificados bursatiles de la emision MAGS el 31 de agosto de
2012, en $99.95 y los vende en $99.96 el 28 de octubre del mismo afio ;Cual es la tasa efec-
tiva mensual que obtiene?

Responda a los ejercicios 57 y 58, consultando el sitio web: http://www.banxico.gob.mx/
eInfoFinanciera/FSinfoFinanciera.html (pero tenga cuidado porque esta direcciéon puede
haber cambiado desde cuando se edito este texto).
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Diga cuales son los precios limpio y sucio de las emisiones de Udibonos vigentes a la fecha.
Diga cudles son las tasas promedio de cupdn vigentes a la fecha de los Udibonos en circu-

lacién.

Resuelva los ejercicios 59 y 60 con los datos de la tabla 9.6 y consultando el sitio web: http://
www.banxico.gob.mx/eInfoFinanciera/FSinfoFinanciera.html.

Determine la tasa efectiva de rendimiento al plazo de los Udibonos que se compraron el 27
de diciembre de 2011 y se vendieron el 21 de junio de 2012.

Determine la tasa efectiva de rendimiento anual de los Udibonos que se compraron el 21
de diciembre de 2011 y se vendieron el 6 de julio de 2012.

En este capitulo se explicaron los procedimientos que se deben
seguir para determinar los rendimientos efectivos de diversos
valores bursatiles. Esta determinacion de rendimientos efecti-
vos es de especial importancia en el mercado de valores, por-
que las tasas que normalmente se manejan en publicaciones
son tasas nominales que, por lo general, no permiten realizar
comparaciones validas entre diferentes instrumentos o pe-
riodos.

Para explicar los procedimientos de célculo, se dividie-
ron los valores en dos principales categorias, de acuerdo con
la fuente principal de rendimientos que ofrecen: a) ganan-
cias de capital, y b) intereses.

En el caso de los valores que ofrecen exclusivamente ga-
nancias de capital y de los que pagan intereses (y cuando las
operaciones con estos ultimos se realizan en fechas de pago
de intereses y no hay pagos de intereses intermedios), el pro-
cedimiento que se debe seguir para calcular los rendimien-

tos efectivos se resume perfectamente en la férmula 9.1:
. M
IP = E -1
en donde i es la tasa efectiva de rendimiento al plazo.
Este mismo procedimiento se aplica a los valores que se
manejan con tasa de descuento, s6lo que con éstos es necesa-
rio calcular antes el precio descontado (el capital), utilizando

la f6rmula 9.4:
p=vn|1-1L
360

En el caso de los valores que pagan dividendos y los que
pagan intereses (y cuando las operaciones con éstos no se
llevan a cabo en fechas de pago de intereses o cuando existen

pagos de intereses intermedios entre las fechas de compra y
venta), el procedimiento a seguir es:

o Determinar los precios de compra y de venta.

o Calcular los intereses devengados por el titulo desde la
ultima fecha de pago de intereses previa a la compra has-
ta la fecha en que se realiza ésta. Estos intereses deben
ser pagados por el comprador a quien vende, por lo que
deben sumarse al precio de compra para conformar los
“egresos a la compra’”.

o Determinar los intereses devengados desde la ultima fe-
cha de pago de intereses previa a la venta hasta la fecha
en que ésta se lleva a cabo. Al igual que en el parrafo an-
terior, quien compra debe pagar estos intereses al ven-
dedor. Por ello, se deben sumar al precio de venta para
obtener los “ingresos a la venta”.

Estos dos ultimos parrafos sélo son aplicables a los
instrumentos que pagan intereses.

« Determinar cualesquiera pagos de interés entre las fechas
de compra y de venta. En el caso de las acciones, en este
parrafo se aplicaria “dividendos” en lugar de “intereses”.

» Construir, con las cantidades anteriores, una ecuacién de
valores equivalentes.

o Resolver la ecuacién anterior, ya sea mediante aproxima-
ciones sucesivas o utilizando algun paquete de computa-
ci6én que permita resolver ecuaciones polinomiales.

Ademas de los procedimientos esbozados, al evaluar los
rendimientos efectivos de los valores bursatiles, es impor-
tante tener presentes las comisiones que los intermediarios
cobran cuando realizan las operaciones, si es que cobran al-
guna.
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Comprobacion del capitulo

Si ha leido el capitulo completo, el lector debe:

« Saber cuiles son los valores que se negocian en el mer-
cado de valores mexicano y sus principales caracteris-
ticas.

« Explicar las formas en las que los valores bursatiles per-
miten obtener rendimientos.

« Calcular rendimientos efectivos de acciones de socie-
dades de inversion de renta fija.

« Calcular rendimientos efectivos de acciones de empre-
sas y de sociedades de inversién comunes.

o Conocer la formula para calcular el precio descontado
de un valor.

() Términosy conceptos importantes

o Accién de empresa comercial, industrial o de servicios
» Bonos de Desarrollo del Gobierno Federal

« Certificados bursatiles

« Certificados de la Tesoreria de la Federacion

« Cotizacion de mercado

o Descuento

« Dividendos

\ Férmulas importantes

—
: C
I

lp—

Ejercicios complementarios

Calcular el rendimiento efectivo de Cetes, papel comer-
cial y aceptaciones bancarias.

Conocer la férmula para calcular los intereses pagados.
Calcular el rendimiento efectivo de Bondes, Udibonos
y certificados bursétiles.

Calcular el rendimiento efectivo de cualquier instru-
mento bursatil.

Obtener informacion sobre valores bursatiles en publi-
caciones e interpretar esa informacion.

Obtener informacion sobre valores bursatiles guberna-
mentales en el sitio de internet del Banco de México.

Intereses

Sociedad de inversion comun

Sociedad de inversion en instrumentos de deuda
Tasa nominal y tasa efectiva

Udibonos

Valor nominal

D=VN-P
- TNxDxVN
360
po e
360

1. ;A qué precio se compraron acciones de una sociedad
de inversion de renta fija que rindieron 9% efectivo
anual, si la compra se realizé el 15 de agosto y el precio
de venta fue de $4.50?

2. El 25 de junio se negociaron acciones de ABACOF (una
sociedad de inversion comun o de renta variable) en
$26.1256 y en $26.35 el 24 de julio. Si se considera que

no se compraron y vendieron en realidad, ;cual fue el
rendimiento efectivo anual?

;Cudl es la respuesta del ejercicio 2 si, de hecho, se llevan
a cabo las operaciones de compra y de venta?

Describa en forma de algoritmo el procedimiento que se
debe seguir para determinar el rendimiento efectivo de
la inversion en acciones de sociedades de inversion.



a) De renta fija.
b) De renta variable.

El 23 de julio se pagé un dividendo en efectivo de $0.25
por cada accién de Apasco en circulacion. Si estas accio-
nes se cotizaron a $9.85 el 25 de junio y a $10.30 el 9 de
agosto, jcual fue el rendimiento efectivo mensual para
sus tenedores, sin tomar en consideracion las comisio-
nes por compra y venta de los titulos?

;Cudl seria el rendimiento efectivo anual de las acciones
de Apasco si se toman en consideracion las comisiones
del intermediario bursatil?

Describa, en forma de algoritmo, el procedimiento que
se debe seguir para evaluar el rendimiento efectivo en
circunstancias como las que se describen en el ejerci-
cio 5.

Describa, en forma de algoritmo, el procedimiento que
se debe seguir para evaluar el rendimiento efectivo en
circunstancias como las que se describen en el ejerci-
cio 6.

. Sise obtuvo una tasa efectiva de rendimiento al plazo de

5.15% al invertir en acciones de una empresa comercial,
y el precio de compra (incluyendo la comision de la casa
de bolsa) fue de $37.50 por accion, ;cudl fue el precio de
venta (incluyendo la comision)?

. +Cudl seria el precio de compra en el ejercicio 9 si no se

incluye la comision de la casa de bolsa?

. Utilizando los datos del ejercicio 9 y la respuesta del

ejercicio 10, y sin considerar la comision de la casa de
bolsa por la venta de acciones, scudl seria la tasa efectiva
de rendimiento mensual?

. +Cual fue la tasa efectiva de rendimiento de las acciones

de ALFA en el mes anterior?

. +Cual fue la tasa efectiva de rendimiento de las acciones

de la sociedad de inversién en instrumentos de deuda
F/MLAT?2 en el mes anterior?

. La emisién CT-24-XX de Cetes tiene plazo de 28 dias y

tasa de descuento de 7.85%:
a) $Cudl es la tasa nominal de rendimiento anual?
b) ;Cudl es la tasa efectiva de rendimiento anual?

. Para alguna (si es que hay mas de una) de las emisiones

de Cetes del jueves anterior:
a) Senale sus caracteristicas.
b) ;Cudl es la tasa efectiva de rendimiento mensual?

. E1 29 de junio se emitieron certificados bursatiles a pla-

zo de 28 dias. ;Cudl era su fecha de vencimiento?

. Los certificados bursatiles del ejercicio anterior tenian

una tasa nominal de rendimiento anual de 7.31%. ;Cual
era la tasa de descuento?

. +Cudl era la tasa efectiva de rendimiento anual de los

certificados bursétiles de los ejercicios 16 y 17?

. Determine las tasas efectivas de rendimiento de las si-

guientes emisiones de certificados bursatiles, al plazo
que se solicita.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

Ejercicios complementarios 305

28 4.25 Mensual
21 4.75 Anual
28 4.56 Diaria

Localice en alguna publicacién datos sobre emisiones
recientes de certificados bursatiles y determine la tasa
efectiva de rendimiento anual correspondiente.
Localice en alguna publicacién datos sobre emisiones
recientes de certificados bursatiles y determine la tasa
efectiva de rendimiento anual correspondiente.

El 14 de junio se emitieron Cetes a plazo de 91 dias y con
tasa de descuento de 4.23%. Determine la tasa efectiva
de rendimiento anual que ofrecieron a su vencimiento.
El 14 de junio se emitieron los Cetes a plazo de 28 dias
y con tasa de descuento de 4.73%. Determine la tasa
efectiva de rendimiento anual que ofrecieron a su venci-
miento.

El 14 de junio se emitieron los Cetes a plazo de 180 dias
y con tasa de descuento de 4.80%. Determine la tasa
efectiva de rendimiento anual que ofrecieron a su venci-
miento.

sPor qué es mayor la tasa de descuento de los Cetes del
ejercicio 24 que la de los Cetes del ejercicio 23?
Localice datos recientes de emisiones de Cetes y deter-
mine la tasa efectiva de rendimiento anual.

Localice datos recientes de emisiones de Cetes y deter-
mine la tasa efectiva de rendimiento mensual.

;Cudl es la tasa definitiva del impuesto sobre la renta
para personas fisicas que obtienen intereses en inversio-
nes bursatiles?

;Qué tasa neta de interés corresponde a una persona fi-
sica que interviene en obligaciones que pagan 4% anual
bruto de interés?

;Cobran comision los intermediarios bursatiles en las
operaciones de compra y de venta de Bondes? Si la res-
puesta es afirmativa, diga de cudnto es esa comision. Si
la respuesta en negativa, explique por qué.

El1 28 de junio se compran Bondes en $98.87 y se venden
el 26 de julio al mismo precio. Si los intereses pagados
en ese periodo son a una tasa nominal anual de 7.45%,
scuanto se recibe de intereses en el momento de la ven-
ta?

Si el 15 de julio se adquieren Bondes de la emision a
$98.7765y se venden el 15 de agosto a $99.0111 y si, ade-
mas, las tasas de interés de los periodos del 12 de julio
al 9 de agosto y del 9 de agosto al 6 de septiembre son
4.02% y 4.59%, respectivamente, ;cual es la tasa efectiva
de rendimiento mensual que se obtiene?

Localice en el sitio de internet datos recientes de Bondes
y calcule las correspondientes tasas efectivas de rendi-
miento anual, considerando que las operaciones se lle-
van a cabo en fechas de pago de interés.
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34. Localice en el sitio de internet datos recientes de Bon-
des y calcule las correspondientes tasas efectivas de ren-
dimiento anual, considerando que las operaciones no se
llevan a cabo en fechas de pago de intereses.

35. Ciertos certificados bursatiles pagaron el 7 de mayo 5.00%
de interés para el periodo del 7 de febrero al 6 de mayo.
Si se compran certificados de esta emisién en la primera
fecha a $98 y se venden en la segunda fecha a $98.22, ;qué
tasa efectiva de rendimiento mensual se obtiene?

36. ;Cual seria la respuesta al ejercicio 35 si no se toman en
consideracién las comisiones de la casa de bolsa?

37. Se compran certificados bursitiles el 14 de febrero a
$98.88 y se venden a $98.99 el 15 de mayo. Si la tasa de
interés vigente para el periodo del 7 de mayo al 6 de ju-
nio es de 4.68%, determine la tasa efectiva de rendimiento
anual. (La tasa de interés vigente en el periodo del 7 de
febrero al 6 de mayo fue de 7.83%).

38. Determine la respuesta al ejercicio 37 sin tomar en con-
sideracion las comisiones del intermediario bursatil.

39. Delaférmula para calcular el precio de los Cetes, despeje
la tasa de descuento.

40. Si se compran Bondes el 16 de mayo a $88.10 y se ven-
den el 30 de agosto a $86.55, ;qué tasa efectiva de interés
mensual se gana?

41. ;Cudl es la tasa efectiva mensual de rendimiento de los
Bondes del ejercicio 31 si no se toman en consideracion
las comisiones de la casa de bolsa?

42. Se compran BPA a $87.65, el 1 de junio y se venden el
31 de agosto a 89.05. ;Cual fue la tasa efectiva de rendi-
miento mensual?

43. ;Cudl es el rendimiento efectivo anual de BPA que se com-
praron el 27 de abril y se vendieron el 14 de junio, si los
precios son de $86.55 y $87.66, respectivamente?

44. Localice en el sitio de internet del Banco de México datos
recientes de BPA y determine la tasa efectiva de rendi-

Esta seccidn esta dividida en tres partes. La primera de ellas
es un conjunto de ligas a sitios con informacidn relacionada
con cada uno de los apartados del capitulo, igual a los que se
presentan en otros capitulos.

La segunda contiene informacién detallada de los sitios
de la Bolsa Mexicana de Valores y del Banco de México, las
dos principales fuentes de informacién bursatil. Esta segun-
da seccion contiene la ruta que se debe seguir en el sitio del
Banco de México para llegar hasta la seccién de “Vector de

miento mensual, considerando que las operaciones se
realizan en fechas de pago de intereses.

45. Localice en el sitio de internet del Banco de México datos
recientes de BPA y determine la tasa efectiva de rendi-
miento mensual, considerando que las operaciones no se
realizan en fechas de pago de intereses.

46. Localice en el sitio de internet del Banco de México datos
recientes de Brem y determine la tasa efectiva de rendi-
miento mensual, considerando que las operaciones se
realizan en fechas de pago de intereses.

47. Localice en el sitio de internet del Banco de México datos
recientes de Brem y determine la tasa efectiva de rendi-
miento mensual, considerando que las operaciones no se
realizan en fechas de pago de intereses.

48. Localice en el sitio de internet del Banco de México datos
recientes de Udibonos y calcule la tasa efectiva de rendi-
miento mensual.

49. Localice en el sitio de internet del Banco de México datos
recientes de Udibonos y calcule la tasa efectiva de rendi-
miento anual.

50. Localice en el sitio de internet del Banco de México datos
recientes de Udibonos y calcule la tasa efectiva de rendi-
miento mensual.

51. Localice en el sitio de internet del Banco de México datos
recientes de Brem y calcule la tasa efectiva de rendimien-
to mensual.

52. Localice en el sitio de internet del Banco de México datos
recientes de Brem y calcule la tasa efectiva de rendimien-
to anual.

53. Determine el rendimiento mensual en la compra de Udi-
bonos, si se adquirieron el 27 de abril de 2012 y se ven-
dieron el 12 de agosto del mismo afio, con datos del sitio
de internet del Banco de México.

54. Determine el rendimiento anual efectivo del ejercicio an-
terior.

precios de titulos gubernamentales (on the run)” que contie-
ne datos de precios sucio y limpio, dias al vencimiento y tasa
de cupén de, entre otros titulos gubernamentales, los Bondes
y los Udibonos, con los que se presentan diversos ejemplos
en la seccién 9.5.

La tercera y tltima seccion detalla la forma de acceder a
la informacion sobre los certificados bursatiles que contiene
el sitio de la Bolsa Mexicana de Valores, que son titulos con
los que también se desarrollan algunos ejemplos en el texto.



1. Matematicas en internet. Ligas a sitios con informacion relacionada

9.1 Introduccién

« Bolsa Mexicana de Valores.
http://www.bmv.com.mx/

« Pagina del Instituto para el Depdsito de Valores de Méxi-
co. En el Indeval se depositan todos los titulos valor que
se operan en el mercado mexicano de valores.

http://www.indeval.com.mx/

« Pagina de la Asociacién Mexicana de Intermediarios
Bursitiles. En ella encontrara informacién de las casas de
bolsa que participan en el mercado mexicano. Cuenta con
un glosario que permite conocer los principales términos
que se utilizan en el medio bursatil.

http://www.amib.com.mx/index.asp

« Pagina del Mercado Mexicano de Derivados. En ella se
encuentra informacién sobre los instrumentos que ahi
operan.

http://www.mexder.com.mx/

9.3 Valores bursatiles

o En la seccién “Acerca de la Bolsa Mexicana” hay informa-
cidn, entre otra, de los instrumentos bursatiles
http://www.bmv.com.mx/bmv/intrumentos.html|

Por supuesto, la principal fuente de datos bursatiles es la
propia Bolsa Mexicana de Valores (www.bmv.com.mx). Se
recomienda enfaticamente explorar el sitio.

Si se elige la opcion “Prospectos de colocacion” de la alter-
nativa del menu principal “Inscripciones y prospectos” se
puede elegir entre los diferentes tipos de valores (renta va-
riable, deuda, sociedades de inversion, titulos opcionales o
todos juntos).

Ahora, si se elige “Deuda” en el mend desplegable y de
“Certificados bursatiles de empresas” abajo, se llega a una

2. Matematicas en internet. Sitios de la Bolsa Mexicana
de Valores y del Banco de México

3. Matematicas en internet. Cmo acceder a la informacion de
certificados bursatiles en el sitio de la Bolsa Mexicana de Valores

Matematicas en internet. Inversion en bolsa de valores [ | 307

« La Comisién Nacional para la Proteccién y Defensa de los
Usuarios de Servicios Financieros (Condusef) es la insti-
tucidn creada por el gobierno para asesorar y defender a
los usuarios de dichos servicios. En esta pagina se propor-
ciona abundante informacién sobre casas de bolsa.

http://www.condusef.gob.mx

« Pagina que proporciona informacién actualizada sobre los
instrumentos operados en la Bolsa Mexicana de Valores.
Ademas, cuenta con vinculos a otros sitios de interés
relacionados con el medio bursatil mexicano.

http://www.mapafinanciero.com.mx/

9.6 Otros vinculos de interés

» New York Stock Exchange-Euronext.
http://www.nyse.com/

« Pagina de la empresa de informacién financiera Bloom-
berg. Contiene gran variedad de informacion de los
mercados mundiales.

http://www.bloomberg.com/

» Chicago Mercantile Exchange. Pagina del mercado de
futuros y derivados mas importante de Estados Unidos.
http://www.cme.com/

Otra de las principales fuentes de datos bursatiles es el si-
tio del Banco de México (http://www.banxico.gob.mx/). Por
supuesto, también se recomienda revisar detalladamente el
sitio.

lista de los programas de emision de certificados bursitiles
vigentes. En la fecha en la que se hizo la bisqueda que se
reproduce arriba, 4 de septiembre de 2012, aparecian en la
lista referencias a unos 100 programas, cuyos prospectos de
colocacion completos, se pueden consultar en formato pdf.
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Introduccién

Desde el momento mismo en que se adquiere un bien (a excepcion de los terrenos y algunos meta-
les), éste empieza a perder valor por el transcurso del tiempo o por el uso que se le da. La pérdida de
valor es conocida como depreciacion y debe reflejarse contablemente con el fin de:

1. Determinar el costo de los bienes o servicios que se generan con dichos activos.
2. Establecer un fondo de reserva que permita reemplazar el bien al final de su vida util.

En este capitulo se estudiara la depreciacion, asi como los distintos métodos que se emplean para
calcularla. En la ultima parte se analizaran también los problemas que se presentan en épocas infla-
cionarias y que obligan a realizar ajustes en los métodos de valuacion y depreciacion de los activos.

Conceptos

La pérdida de valor que sufre un activo fisico como consecuencia del uso o del transcurso del tiempo
es conocida como depreciacién. La mayoria de los activos, a excepcion de los terrenos, tienen una
vida util durante un periodo finito. En el transcurso de tal periodo estos bienes van disminuyendo su
valor, pérdida que es reflejada por la depreciacion.

Contablemente se realiza un cargo periddico a los resultados por la depreciacion del bien y, en
contrapartida, se crea un fondo para contar con los recursos necesarios para reemplazarlo al concluir
su vida util.

Los cargos periddicos que se realizan son llamados cargos por depreciacién. La diferencia entre el
valor original y la depreciacién acumulada a una fecha determinada se conoce como valor en libros,
el cual no necesariamente corresponde a su valor de mercado. En tiempos de alta inflacidn, éste pue-
de llegar a ser varias veces superior, pues aquél refleja inicamente la parte del costo original que estd
pendiente de ser cargada a resultados.

Al valor que tiene el activo al final de su vida ttil se le conoce como valor de salvamento o valor
de desecho, y debe ser igual al valor en libros en esa fecha.

La base de depreciacién de un activo, que es igual a su costo original menos su valor calculado de
salvamento, es la cantidad que debe ser cargada a resultados en el transcurso de su vida activa.

En el caso de los activos que no pueden reemplazarse se utiliza el concepto de agotamiento, esto es,
la pérdida progresiva de valor por la reduccién de su cantidad aprovechable. Es el caso de las minas
que, por la extraccion de que son objeto, van disminuyendo paulatinamente su capacidad y su valor,
hasta que se agotan totalmente.

Asi pues, dos son los objetivos de la depreciacion:

1. Reflejar en los resultados la pérdida de valor del activo.
Crear un fondo interno para financiar la adquisicién de un nuevo activo al finalizar la vida util
del antiguo.

En épocas inflacionarias este segundo objetivo se logra sélo en forma parcial, pues los precios de
los nuevos activos serdn considerablemente mayores a los de los antiguos.

Existen diversos métodos para determinar el cargo anual por depreciacién. Cada uno de ellos
presenta ventajas y desventajas que seran analizadas en cada seccion.

En este capitulo se utilizara la siguiente notacién:

C = Costo original del activo

S = Valor de salvamento (S puede ser negativo)

n = Vida util calculada en afios

B = C - S=Base de depreciacion del activo

D, = Cargo por depreciacién por el afio k (1 <k < n)
A, = Depreciacién acumulada al final del afio k.

(0<k<n),A,=0yA =B
V, = Valor en libros al final del afio k(0 < k <n)
V,=CyV,=S§

d,_ = Tasa de depreciacion por el ano k(1< k<n)
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Método de linea recta

Es el método mas simple y el que mas se utiliza. En muchos paises, como México, es el tnico apro-
bado por las autoridades para cumplir con las disposiciones fiscales al respecto.

Este método supone que la depreciacion anual serd la misma durante toda la vida ttil del activo.
De acuerdo con ello, la base de depreciacién se divide entre el nimero de afios de vida util calculada
y se determina el cargo que anualmente se hara al fondo de reserva y a los resultados.

Al final de la vida util, la depreciacion acumulada mas el valor de salvamento del bien debe ser
igual al valor de reposicion.

A Vv
C
A3
Az
A S
| | | | | |
I I I I I I
1 2 3 N 1 2 3 N
Grafica 10.1
C-S B
D, = =—=D (independientemente de k)
non

La depreciacién acumulada crece cada afo en una cantidad fija y el valor en libros disminuye
en la misma cantidad.

EJEMPLO 10.3.1

Se compra un equipo de computo con valor de $16 000 y se calcula que su vida util serd de 4 afios,
antes de que deba ser reemplazado por equipo mas moderno. Su valor de desecho se calcula en
$2 500.

a) Determinar la depreciacién anual por el método de linea recta.
b) Elaborar una tabla de depreciacion.

SoLUCION:
Utilizando la férmula (10.1) se tiene:

B C-S
D:—:
n
D_16000 — 2500 13500
4 4
D=3375

De esta forma, la depreciacion anual sera de $3 375, cantidad que se incrementara en el fondo de
reserva para depreciacion y disminuira en el valor en libros del activo. Esto se refleja claramente
en la tabla (10.1).
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Tabla 10.1
0 0
1 3375
2 3375
3 3375
4 3375

EJEMPLO 10.3.2

3375
6750
10 125
13 500

16 000
12 625
9250
5875
2500

Un equipo con costo de $35 000 tiene una vida util de 6 afos, al final de los cuales se calcu-
la que alcanzara un nivel de obsolescencia que obligara a cambiarlo por un modelo nuevo.
Su valor de salvamento sera de $1 000 y se prevé que debera realizarse una inversién de $2 000 para

desmontarlo y deshacerse de él.

a) Determinar el cargo anual por depreciacion.

b) Elaborar una tabla de depreciacion.

SOLUCION:

Aplicando nuevamente la férmula (10.1) se obtiene:

B C-S§
D=—=
n n
35000—(—1000)
D="r
6
36 000
D=
6
D=6000

En este caso, el valor de salvamento es negativo, pues si bien se recuperan $1 000 por la venta del equi-
po, debe realizarse una erogacion de $2 000 para desmontarlo y deshacerse de él.
Asi, su valor neto de salvamento es de —$1 000, lo cual puede observarse en la tabla 10.2.

Tabla 10.2

6 000
6 000
6 000
6 000
6 000
6 000

AR W NN = O

Ventajas:

1. Esde facil aplicacion.

Desventajas:

1. No toma en cuenta los intereses que genera el fondo de reserva.

6 000
12 000
18 000
24 000
30000
36 000

35000
29 000
23 000
17 000
11 000
5000
(1 000)

2. Los activos fijos tienden a depreciarse en una mayor proporcion en los primeros afios que
en los ultimos. (Esto compensa el hecho de que en los primeros ailos los gastos de manteni-
miento y reparacién son menores, en tanto que aumentan con el transcurso de los afios; de
esta forma se logra distribuir los costos de inversién y operacion en el tiempo.)
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Método de porcentaje fijo

Este método tiene en consideracion el hecho de que la depreciacion es mayor en los primeros afios de
uso y menor en los ultimos. Para reflejarlo se carga un porcentaje fijo del valor en libros del activo a
los resultados de la empresa. Dicho valor en libros disminuye cada afo y, por lo tanto, la depreciacion
disminuye también consecuentemente. La depreciacion anual estara dada por la férmula:

Dy =V, ,d
El valor en libros al final del primer afio estara dado por:
Vi=V,-V,d=C-Cd=C(1-d)
Donde V es el valor en libros y d la tasa de depreciacién anual fijada. En el segundo afio, el valor en
libros estara dado por:
V, =V~ Vid=V,(1-d)= C(1-d)(1-d)
y en el tercero serd:
Vo=V, -V,d=V,(1-d)=C(1-d)(1-d)(1-d)

Por lo tanto, se esta en presencia de una progresion geométrica cuyo término comun es (1 —d).
El valor en libros al final de cada afio puede determinarse utilizando la férmula:

V, =C(1-d)
En el altimo ano, el valor de salvamento sera igual al valor en libros:
S=CA-a)y' =V,

Dados C, Sy n, se puede determinar la tasa de depreciacién utilizando la férmula (10.6).

Este método s6lo puede aplicarse si el valor de salvamento es positivo; de lo contrario, la férmula
(10.6) careceria de sentido. En caso de que el valor de desecho calculado fuese 0, puede sustituirse
por 1 para poder aplicar dicha férmula.

EJEMPLO 10.4.1

Una compaiiia compra una camioneta para el reparto de su mercancia en $75 000. Calcula que su
vida util sera de 5 afios y que al final de ella su valor de desecho sera de $10 000.

a) Determinar la tasa de depreciacién d que debe aplicarse.
b) Elaborar la tabla de depreciacion correspondiente.

SOLUCION:
En este caso se conoce el valor de desecho y el numero de afos de vida util. Se aplica la férmula
(10.6) y se despeja d:

S=C(1-4d)
10 000 = 75 000(1 —d)’
10 000 —(1dy
75 000

0.13333333=(1-d)’
(0.13333333)° =1-d
0.66832506 =1—d
d=1-0.668325
d=0.33167494
d=33.1675%
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Este porcentaje se aplica para calcular la tabla 10.3 de depreciacién correspondiente; si existe di-
ferencia, debida al redondeo de las cifras, se debe ajustar en el tltimo cargo por depreciacion.

Tabla 10.3
0 — = 75 000.00 0.331675
1 24 875.63 24 875.63 50 124.38 0.331675
2 16 625.00 41 500.63 33 499.37 0.331675
3 11 110.90 52 611.53 22 388.47 0.331675
4 7 425.70 60 037.23 14 962.77 0.331675
5 4 962.78 65 000.00* 10 000.00 0.331675

* La diferencia de 0.01 se debe a redondeo.

EJEMPLO 10.4.2

Se adquiere un equipo de troquelado con valor de $28 750 y se calcula que su tasa de depreciacién
es de 30%. Su esperanza de vida es de 7 afios.

a) Elaborar una tabla de depreciacién de los primeros 4 aios.
b) Encontrar el valor en libros al final del quinto afio.
¢) Determinar el cargo de depreciacion del sexto ailo.
d) Determinar el valor tedrico de desecho.
Tabla 10.4
0 0 0 28 750.00
1 8 625.00 8 625.00 20 125.00
2 6 037.50 14 662.50 14 087.50
3 4226.25 18 888.75 9861.25
4 2958.38 21 847.13 6902.87
SOLUCION:
a) Utilizando la féormula (10.4)
Dk = Vk—ld
se determinan los valores de la tabla 10.4.
b) Mediante el empleo de la férmula (10.5) se determina el valor en libros al final del quinto
aflo:
V, =C(1-dy
V; =28750(1-0.30)
V, =28750(0.16807)
V, =4832.01
¢) Elcargo por depreciacion del sexto afo se obtiene utilizando la formula (10.1):
Dy =V, d
D, =V,d
D, =4832.01(0.30)
D, =1449.60
d) Elvalor tedrico de desecho se calcula utilizando la formula (10.6):

S=C(1-4)
§=28750(1-0.30)
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§=28750(0.08235430)
$=2367.69

EJEMPLO 10.4.3

El costo de un equipo de precision es de $10 000. Se espera que su vida 1til sea de 3 aflos y que su
valor de desecho sea igual a 0.

a) Determinar el porcentaje de depreciacién que debe aplicarse.
b) Elaborar una tabla de depreciacion.

SOLUCION:

a) Para determinar el porcentaje de depreciacion se aplica la formula (10.6) y se despeja d, pues,
como en el ejemplo 10.4.1, se conoce el valor de desecho y el nimero de afos de vida util:

S=Cc-dy
0=10000(1-d)*

Sin embargo, como ya se mencioné antes, esta fdrmula carece de significado si el valor de de-
secho es igual a 0, pues su resultado seria indeterminado. Por lo tanto, se sustituye el 0 por el 1y se
aplica nuevamente la férmula:

10000(1—-d)* =1
(1-d)* =1/10 000
(1-d)* =0.0001
(1-d)=0.0001"3
1-d =0.0464159
—d=-1+0.0464159
d=0.9535841

El efecto de una tasa de depreciacién como ésta se refleja en la tabla 10.5.

Tabla 10.5
0 0 0 10 000.00
1 9535.84 9 535.84 464.16
2 442.61 9978.45 21.55
3 20.55 9999.00 1.00

En este caso, practicamente el total de la depreciacion es cargado al primer afo y puede no ser
conveniente la utilizacién de este método.

EJEMPLO 10.4.4

Resolver el ejemplo 10.3.1 utilizando el método de porcentaje fijo. Se sabe que el costo del equipo
es de $16 000, su vida 1til de 4 afios y su valor de desecho $2 500.

a) Determinar los cargos anuales por depreciacion.
b) Elaborar una tabla de depreciacion.

SOLUCION:
En primer lugar debe determinarse el porcentaje de depreciacién anual. Utilizando la férmula
(10.6) se tiene:



316 CAPITULO 10 Depreciacion

S=C(1-d)"
2500 = 16 000(1—d)*
2
500 _ (1—d)!
16 000

0.15625=(1-d)*
(0.15625)Y4=1-4d
0.62871671=1—d

Conocida la tasa de depreciacion se aplica en la férmula (10.4): D, = V,_,d v se elabora la tabla

de depreciacién.

Tabla 10.6
0 0
1 5940.80
2 3734.98
3 2348.18
4 1476.04

La diferencia resultante por el redondeo se ajust6 en el ultimo cargo. Como puede observarse, los

d=1-0.62871671
d=0.37128329
d=37.13%

0

5 940.80
9675.78
12 023.96
13 500.00

16 000.00
10 059.20
6324.22
3976.04
2 500.00

cargos son mas elevados en los primeros afios y después se ajustan a la baja.

Ventajas:

1. Esun método relativamente facil de aplicar.

2. Asigna un mayor cargo por depreciacion a los primeros afios, que es cuando los bienes efec-

tivamente pierden mas valor.

Desventajas:

1. Como el método de linea recta, no tiene en cuenta los intereses que genera el fondo de

reserva.

’ Ejercicios de las secciones 10.1 a 10.4

Una asociacion estudiantil decide adquirir un equipo de video para realizar tareas de ca-
pacitacion. Su costo es de $25 000 y se calcula que dard servicio durante 5 afos, al cabo de
los cuales esperan cambiarlo por uno méas moderno. Su valor de desecho es de aproxima-

damente $500.

a) Determine la depreciacion anual por el método de linea recta.

b) Elabore la tabla de depreciacion.

Una constructora instala una planta mezcladora para cubrir las necesidades de una obra
de gran importancia. Su costo total es de $350 000 y se espera que dé servicio durante los
3 afios. Al terminar se requerira realizar una erogacion de $25 000 para desmontarla, y las

piezas que se rescaten podran ser vendidas en $10 000.

a) ;Cual es el valor neto de salvamento?

b) Determine la depreciacion anual por el método de linea recta.

c) Elabore la tabla de depreciacion.
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Un departamento de policia adquiere patrullas nuevas con valor de $250 000 cada una.
Estima que su vida util sera de 5 afos, al cabo de los cuales su valor de desecho sera 0.

a) Determine la depreciacion anual por el método de porcentaje fijo.
b) Elabore la tabla de depreciacion.

Resuelva el problema anterior utilizando el método de linea recta.
Una compaiifa de aviacién adquiere un simulador de vuelo en 350 000 ddlares. Decide
depreciarlo por el método de porcentaje fijo aplicando 20% anual.

a) ;Cual serd el valor en libros al cabo de 5 afios?
b) Elabore la tabla de depreciacion.

sA qué tasa deberia depreciar su simulador la compaiiia de aviacion si calcula que la vida
util del mismo serd de 7 afilos y que su valor de salvamento sera de 50 000 ddlares?

sCual seria el valor en libros al cabo de 5 afios si aplicara el método de linea recta y una tasa
de depreciacion de 20% anual?

Un agricultor compra un tractor con valor de $280 000. Calcula que su vida util sera de 5
afios, al cabo de los cuales su valor de desecho sera 0. Si aplica el método de depreciacién
por porcentaje fijo, ;qué tasa debe aplicar?

El agricultor decide vender el tractor al cabo de 3 afos al valor que tiene registrado en
libros. ;En qué precio debe ofrecerlo?

;En cudnto tiempo un equipo de computo que tuvo un costo de adquisicion de $8 000
tendra un valor en libros de $1000 si se utiliza el método de depreciacién por porcentaje
fijo y se aplica una tasa anual de 50%?

sEn qué precio debe vender su tractor el agricultor del ejercicio 8 si aplica el método de
linea recta y decide venderlo al valor en libros al final del tercer afio?

Grafique y comente los resultados de los ejercicios 9y 11.

Método de suma de digitos

El método de suma de digitos, al igual que el del porcentaje fijo, es un método acelerado de depre-
ciacion que asigna un cargo mayor a los primeros afios de servicio y lo disminuye con el transcurso
del tiempo. Para determinar el cargo anual se multiplica la base de depreciacion del activo por una
fraccién que se obtiene de la siguiente manera:

1. Se suman los digitos (suma de digitos) de 1 a n de los aflos de vida esperada del activo. Ejemplo:
Si un activo tiene una vida esperada de 4 afios, se suman los digitos enteros correspondientes a
los anos de servicio esperados: 1 +2 + 3 + 4 = 10. Esta cifra también puede determinarse utili-
zando la siguiente férmula:

n(n+1)
S=
2
Ejemplo: En el caso anterior se tiene:
4(4+1)
S=
2
4(5)
s=—"
2
s=10

La cifra que asi se obtenga sera el denominador de la fraccion a depreciar.

2. Los digitos correspondientes a los afios de vida util del activo se ordenan inversamente al tiempo
y asi, inversamente, se asignan a cada uno de los afios de vida util. Estos serdn los numeradores
de la fraccion.
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Ejemplo: En el caso del activo con vida de 4 afos se tiene:

Afo 1 2 3 4
Afos en orden invertido 4

Suma de digitos s 10 10 10 10
Fraccién que se depreciara 4/10 3/10 2/10 1/10

3. Lafraccidon que asi se obtenga se multiplica por la base de depreciacién del activo (C—S) y
se obtiene el cargo anual. En consecuencia, se tiene que:

D1:g(c_s) DzzL_l(C—S)... DnZE(C—S)
s s

y generalizando: ekt

Dy (C-9)

S

La depreciacién acumulada (A,) se obtiene multiplicando la base de depreciacién (C - S) por la
suma de las fracciones acumuladas hasta ese afio.

EJEMPLO 10.5.1

Se compra mobiliario de oficina con valor de $8 975. Se espera que su vida util sea de 5 afios y que
tenga un valor de desecho de $2 000.

a) Elaborar la tabla de depreciacion usando el método de suma de digitos.

SoLucCION:
1. Se determina la base de depreciacion:
B=C-S§
B=8975-2000
B=6975
2. Se calcula el denominador de la fraccién (suma de digitos):
nn+1)
n=>5 s= 2
_5(6)
2
s=15
3. Se determinan los numeradores de las fracciones:
Ano 1 2 3 4 5
Numerador 5 4 3 2 1
Fraccion 5/15 4/15 3/15 2/15 1/15

Cabe destacar que 5/15 + 4/15 + 3/15 + 2/15 + 1/15 = 15/15.
4. Se multiplica cada fracciéon por la base de depreciacion para determinar el cargo de cada ailo.
La tabla de depreciacion correspondiente es la 10.7.

Tabla 10.7
0 0 0 0 8 975
1 5/15 6975 2325 2 325 6 650
2 4/15 6975 1 860 4185 4790
3 3/15 6975 1395 5580 3395
4 2/15 6975 930 6510 2 465
5 1/15 6975 465 6 975 2 000

Este procedimiento puede simplificarse con la utilizacion de las férmulas (10.7) y (10.8),
como se verd en el siguiente ejemplo.
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EJEMPLO 10.5.2

Resolver el ejemplo 10.3.1 utilizando el método de suma de digitos. El costo del equipo es de
$16 000, su vida util de 4 afios y su valor de desecho, de $2 500.

a) Determinar los cargos anuales por depreciacion.
b) Elaborar una tabla de depreciacion.

SOLUCION:
La base de depreciacion se calcula mediante:
B=C-S§
B=16000-2500
B=13500
La suma de digitos se obtiene de la siguiente manera:
n(n+1)
s=—— 7
2
_405)
S 2
s=10
Los cargos anuales por depreciacion se obtienen por medio de la siguiente féormula:
D, - n—k+l(c_ 5)

4
D, =—(13500) =5 400
10

3
D, =—(13500) =4 050
10

2
D; =—(13500)= 2700
10

1
D, =—(13500) = 1350
10

5400+4050+2700+1350=13500=C—-S§

Con estos elementos se construye la siguiente tabla:

Tabla 10.8
0 0 0 16 000
1 5400 5400 10 600
2 4050 9450 6550
3 2700 12 150 3850
4 1350 13 500 2500

EJEMPLO 10.5.3

Se construye un edificio para albergar las oficinas de una empresa. El costo del terreno fue de
$250 000 y el costo de la construccion de $600 000. La vida atil del inmueble se calcula en 20 afios,
y su valor de desecho en $100 000.

a) ;Cudl es el valor en libros al cabo de 5 afos si se aplica el método de suma de digitos?
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SOLUCION:
En primer lugar se calcula la base de depreciacion:

B=C-S§
B=600-100
B=500

Observe que se considerd tnicamente el valor de la construccion, pues los terrenos, como antes
se menciond, no se deprecian.
El denominador de la fraccion se calcula utilizando la formula (10.7):

n(n+1)
S=
2
20(21)
S=
2
s=210

La depreciacion acumulada se obtiene por la suma de fracciones de los 5 primeros aflos multipli-
cada por la base de depreciacion:
_20+19+18+17+16

A
> 210

(500)

90
A; =——(500)
210
A; =214.2857143
El valor en libros sera el resultante de restar al costo original la depreciacién acumulada:
Vk = C - Ak
V; =600-214.2857143
Vs =385.7142857

Asi, el valor en libros del edificio al cabo de 5 afos serd de $385 714.29. El valor total en libros del
inmueble seria de $635 714.29 ($250 000 del terreno mds $385 714.29 del edificio).

Ventajas:
1. Este método asigna un cargo mayor de depreciacion a los primeros afos de uso del activo.
Desventajas:

1. No toma en cuenta los intereses que genera el fondo de reserva.

’ Ejercicios de la seccion 10.5

Una cooperativa pesquera ha resuelto adquirir un barco para la captura de atin. Su costo
es de $15.7 millones y su valor de desecho, al cabo de 25 afos de vida util esperada, sera de
$1.5 millones. Aplicando el método de suma de digitos:

a) ;Cual serd su valor en libros al cabo de 5 afnos?

b) ;Cudl sera su valor en libros al cabo de 10 afios?

Un restaurante ha adquirido equipo para la cocina con valor de $12 350. Su vida util espe-
rada es de 4 aflos y su valor de desecho igual a 0.

a) Elabore una tabla de depreciacion utilizando el método de suma de digitos.
b) Compare los resultados utilizando los métodos de linea recta y de porcentaje fijo.
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Un hospital ha comprado equipo para analisis de laboratorio con valor de $85 550, cuya
vida esperada es de 15 afos y su valor de desecho sera igual a 0.

a) Elabore una tabla de depreciacion para los primeros 5 afios, utilizando el método de
la suma de digitos.
b) Determine el valor en libros al cabo de 10 afios.

Un centro deportivo instalé un nuevo baifio sauna. Su costo fue de $145 300. Se calcula que
tendrd una vida util de 10 afios al cabo de los cuales sera necesario reponerlo, para lo cual
habra que realizar una erogacion adicional de $12 000, independientemente del costo del
nuevo equipo.

a) 3Cudl es la base de depreciacioén?

b) Determine el valor en libros al cabo de 3 afios utilizando el método de la suma de
digitos.

¢) 3Cudl sera la depreciacién acumulada al cabo de 7 afios?

Método por unidad de produccién o servicio

Al adquirir un activo se espera que dé servicio durante un determinado periodo (afios, dias, horas),
o bien, que produzca una cantidad determinada de kilos, toneladas, unidades, kilometros, etc. Si se
conoce la vida esperada del bien en funcién de estos pardmetros, puede depreciarse de acuerdo con
las unidades de produccién o servicio que genera durante un periodo determinado.

EJEMPLO 10.6.1

Una compaiiia arrendadora de autos adquiere un automavil para su flotilla, con un costo de
$304 000. La empresa calcula que la vida util del automdvil para efectos de arrendamiento es de
60 000 km y que, al cabo de ellos, el valor de desecho de la unidad sera de $124 000. El kilometra-
je recorrido por la unidad durante los 3 primeros afos fue:

1 24 000
2 22 000
3 14 000

a) Determar el monto de depreciacion por kilémetro recorrido.
b) Elaborar la tabla de depreciacion correspondiente.

SOLUCION:

En primer lugar se determina la base de depreciacion:
B=C-§
B =304 000 — 124 000
B=180000

Esta base de depreciacion se distribuye entre los kilometros “Gtiles” para efectos de arrendamien-
to con el fin de encontrar la depreciacién por kilémetro.
_ 180000

60000
d/km = $3.00

d/km
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La depreciacién por kilémetro es de $3.00. Conociendo este dato, la tabla 10.9 muestra la depre-
ciacion correspondiente.

Tabla 10.9
recorridos anual (%) acumulada ($) libros ($)
0 0 0 0 304 000
1 24 000 72 000 72 000 232 000
2 22 000 66 000 138 000 166 000
3 14 000 42 000 180 000 124 000

EJEMPLO 10.6.2

Una maquina fotocopiadora tiene una vida esperada de 600 000 copias. Su costo de adquisicién
es de $26 000 y su valor de salvamento es de $2 000. El nimero de copias que se sacaron durante
4 afios de operacion fue el siguiente:

180 000 200 000 140 000 80 000

a) Determinar la depreciacién por copia.
b) Elaborar la tabla de depreciacién correspondiente.

SOLUCION:
Se determina la base de depreciacién:
B=C-S§
B =26000-2000
B =24000
Se divide la base de depreciacion entre el nimero de unidades de produccién esperadas:
22 004
600

El monto de depreciacion por fotocopia procesada es de $0.04.
Con estos datos se elabora la tabla 10.10 de depreciacion correspondiente:

Tabla 10.10
I = N
Fotocopias anual ($) acumulada ($) libros ($)
0 0 0 0 26 000
1 180 000 7 200 7 200 18 800
2 200 000 8 000 15200 10 800
3 140 000 5600 20 800 5200
4 80 000 3200 24 000 2000

EJEMPLO 10.6.3

Resolver el ejemplo 10.3.1 utilizando el método de unidades de servicio. Considerar que el equi-
po presto servicio durante 3 500 horas el primer afo, 4 500 el segundo, 4 000 el tercero y 3 000 el
cuarto. El costo de adquisicion fue de $16 000 y el valor de desecho es de $2 500. La vida util es-
perada es de 4 afios.

a) Determinar los cargos anuales por depreciacion.

b) Elaborar la tabla de depreciacién correspondiente.



SOLUCION:

Se determina la base de depreciacion:

B=C-S§

B =16000-2500

B =13500

El total de horas de vida 1til se obtiene asi:

3500 +4 500 + 4 000 + 3 000 = 15 000

10.6 Método por unidad de produccién o servicio

La depreciacién por hora de trabajo se determina dividiendo la base de depreciacion entre las ho-

ras de vida util:

Los cargos anuales por depreciacién pueden verse en la tabla 10.11.

Tabla 10.11
0 0
1 3500
2 4 500
3 4000
4 3000
Ventajas:

1. Es de facil aplicacion.

3150
4 050
3 600
2700

3150
7200
10 800
13 500

16 000
12 850
8 800
5200
2 500

2. Asigna la depreciacion en relacion directa con las unidades de produccién o servicio que
efectivamente se generan durante el periodo de referencia.

Desventajas:

1. Serequiere experiencia previa para determinar la producciéon durante la vida util del activo.
2. No considera los intereses ganados por el fondo de reserva.

’ Ejercicios de la seccion 10.6

Una universidad adquiere una computadora para dar servicio a sus estudiantes. Su costo
es de $15 385 y se calcula que tendra una vida util de 5 000 horas, al cabo de las cuales su

valor de desecho sera 0.

a) Elabore una tabla de depreciacién considerando que se utilicen 1800 horas el pri-

mer afio, 1 700 el segundo y 1 500 el tercero.

b) Determine su valor en libros al cabo de 2 afos.

Un hospital adquiere un equipo de rayos X para dar mejor servicio a sus pacientes. Su vida
esperada es de 10 000 horas y su costo fue de $192 500. Se calcula que el uso que se le dé
durante los proximos 5 afios se comportard de acuerdo con la siguiente tabla:

(O I -NREOVI SR

1500
2 000
2 800
2300
1 400
10 000

323



324

CAPITULO 10 Depreciacion

¢) Utilizando el método de depreciacion por unidad de servicio elabore la tabla de de-
preciacion considerando que el valor de desecho serd de $10 000.

Una empresa adquiere un dado para la inyeccién de plastico que tiene una vida estimada
de 150 000 piezas. Su costo es de $27 250 y su valor de desecho es de 0. La tabla que mues-
tra la produccién estimada es la siguiente:

1 25000
2 35000
3 45 000
4 45000

150 000

b) Elabore una tabla de depreciacién utilizando el método de depreciacion por unidad
de produccion.

Método del fondo de amortizacidon

Este método toma en consideracion los intereses que gana el fondo de reserva que se va constituyen-
do; por lo tanto, el incremento anual del fondo estara dado por la suma del cargo anual por deprecia-
cién mas los intereses ganados en el periodo de referencia.

La aportacién anual al fondo de amortizacion se deriva de la férmula (4.1) que se utiliza para
determinar el monto de una anualidad:

:R(1+i?”—1

1

M

Para determinar el pago periddico se despeja R:
Mi
R ==
1+iy'—1
En este caso M = B, pues es el monto que se debe acumular al cabo de # afios, a una tasa de interés i

y R=D, el cargo anual que debe realizarse al fondo.
Por lo tanto,

i  Bi _ Bi
1+ -1 (1+i)"-1 @Q+i)-1

Para determinar la depreciacion acumulada A, calcula el monto de un pago periddico D a un plazo
ky a una tasa de interés i por periodo:

(1+i)f -1

1

(1+i?k—1 M:R(1+1?"—1
1 1

Donde: A =D

El monto acumulado al cabo de # afios debe ser igual, como ya se sefiald, a la base de depreciacion
del activo.
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EJEMPLO 10.7.1

Se adquiere mobiliario nuevo para un hotel. Su costo de adquisicién es de $40 000 y se calcula
que tendra una vida util de 5 afios, al cabo de los cuales su valor de desecho sera de 0. El interés
vigente es de 35% anual.

a) Determinar el cargo anual por depreciacién utilizando el método del fondo de amortiza-
cion.
b) Elaborar la tabla de depreciacion correspondiente.

SOLUCION:

En primer lugar se calcula la base de depreciacion:
B=C-S§
B=40000-0
B =40 000

Acto seguido, mediante la férmula (10.9), se determina el cargo anual por depreciacion:

i

D=B——
(1+i)'—1
35
D = 40000 03
(1+0.35° -1
D = 40000 _ 0%
4.48403344 —1
0.35
D =40000 ————
3.48403344
D =40 000(0.10045828)
D=4018.33

La aportacion que se debe hacer anualmente al fondo de amortizacion es de $4 018.33.
La tabla 10.12 de depreciacién que se elabora es equivalente a la tabla de un fondo de amorti-
zacion, pero con la adicidon de una columna para anotar el valor en libros.

Tabla 10.12
0 0 0 0 0 40 000.00
1 4018.33 0 4018.33 4018.33 35981.67
2 4018.33 1406.42 5424.75 9 443.08 30 556.92
3 4018.33 3305.08 7 323.41 16 766.48 23233.52
4 4018.33 5868.27 9 886.60 26 653.08 13 346.92
5 4018.33 9 328.58 13 346.91 39 999.99 0.01
Total 20 091.65 19 908.34 39999.99

* Las pequefias diferencias se deben a redondeo.

Como puede observarse, en épocas de inflacion y altas tasas de interés, el monto de las apor-
taciones que realiza la empresa es relativamente pequeiio, pues el grueso de la depreciacion esta
dado por los intereses que gana el fondo. Esta situacion se invierte si los intereses que gana el fon-
do son bajos.

EJEMPLO 10.7.2

Resolver el problema anterior considerando una tasa de interés de 10%.
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SOLUCION:
La base de depreciacion es de $40 000 y, a partir de ella, se calcula D:

i

a+iy-1
0.10
D=40000———F—
(14+0.10Y° -1
0.10
D=40000——
1.61051-1
0.10
D =40000
0.61051
D = 40 000(0.16379748)
D=6551.90
Se elabora la tabla 10.13 de depreciacion:
Tabla 10.13
0 40 000.00
1 6 551.90 = 6 551.90 6 551.90 33 448.10
2 6 551.90 655.19 7207.09 13 758.99 26 241.01
3 6 551.90 1375.90 7 927.80 21 686.79 18 313.21
4 6 551.90 2168.68 8720.58 30 407.37 9 592.64
5 6 551.90 3 040.74 9 592.64 40 000.01* (0.00)*
Total 32 759.50 7 240.51 40 000.00 —

* Las pequenas diferencias se deben a redondeo.

El efecto financiero de los intereses ganados por el fondo de reserva puede ser, si las tasas de
interés son elevadas, muy importante, y por ello es conveniente tomarlo en cuenta; sin embargo,
cuando las tasas de interés del mercado son bajas, el monto de los intereses ganados resulta poco
importante y se requieren depdsitos de mayor valor.

EJEMPLO 10.7.3

Una sociedad cooperativa adquiere un barco para la pesca del camarén, con valor de $5 000 000.
Calculan que su vida util sera de 20 afios, al cabo de los cuales su valor de desecho serd igual a 10%
de su costo. Deciden depreciarlo utilizando el método del fondo de amortizacion y considerar una
tasa promedio de interés de 30%.

a) Determinar el cargo anual por depreciacion.
b) ;Cudl es la depreciacién acumulada y el valor en libros al cabo de 10 afios?
c) sAlcabo de 15 anos?

SOLUCION:

a) Se determina la base de depreciacion:

B=C-S§
B = 5000000 - 500 000
B = 4500 000

Utilizando la férmula (10.9) se calcula el cargo anual por depreciacion:
i

D=B——
(1+i)*° -1
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0.30

(1.30)%° -1
0.30

(190.049638)—1
0.30
189.049638

D =4500000(0.00158688)
D=7140.98

D =4500000

D =4500000

D =4500000

El cargo anual por depreciacién es de $7140.98.
b) La depreciaciéon acumulada al cabo de 10 afios se obtiene utilizando la féormula (10.10):
o+ i?k -1
i

Ak:

(1+0.30)°-1
0.30
(13.78584918) — 1
0.30
12.78584918

0.30

A, =7140.98(42.61949728)
A, =$304344.98

A, =7140.98
A, =7140.98

A, =7140.98

El valor en libros se obtiene restando la depreciaciéon acumulada del costo original:
V,=C-A,
V,,=5000000 — 304 344.98
V,,=4695655.02

¢) Al cabo de 15 afos se tendré:
1+i)f -1
i

Ay

(14+0.30)" -1
0.30
51.18589301—1
0.30
A, =7140.98(167.28631)
A, =1194588.19

A, =7140.98

A, =7140.98

El valor en libros ser4:
V., =C—-A,
V15 =5000000—-1194 588.19
Vis = 3805 411.81

Como puede notarse, el fondo se incrementa aceleradamente en los tltimos aios debido al creci-
miento significativo que tienen los intereses que se acumulan.

EJEMPLO 10.7.4

Resolver el problema 10.3.1 utilizando el método del fondo de amortizacién, considerando que
el fondo gana un interés de 10%. El costo de adquisicion es de $16 000, y el valor de desecho, de
$2 500 al cabo de 4 afios.
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SOLUCION:

Se tiene una base de depreciacién de $13 500, ya que:
B=C-S§
B =16 000 -2 500
B = 13500

Aplicando la féormula (10.9) se tiene que:
i

A+i) -1
0.10
D=13500————
(1+0.10)* -1
0.10
D=13500———
(1.4641)—1
D =13 500(0.215471)
D =20908.86
La aportacion anual al fondo de amortizacidon es de $2 908.86. La tabla de depreciacion queda
como sigue:
Tabla 10.14
0 16 000.00
1 2908.86 — 2 908.86 2 908.86 13 091.14
2 2908.86 290.89 3199.74 6 108.60 9 891.40
3 2 908.86 610.86 3519.72 9 628.32 6371.69
4 2908.86 962.83 3871.69 13 500.01* 2 500.00
Total 11 635.44 1 864.58 13 500.00

* Las diferencias se deben al redondeo.

’ Ejercicios de la seccion 10.7

Una oficina gubernamental adquiere equipo con valor de $428 280, para medir la contami-
nacién ambiental. Su vida ttil esperada es de 5 afos, y su valor de desecho de 0.

a) Elabore una tabla de depreciacion por el método del fondo de amortizacion, consi-
derando que la tasa de interés es de 6% anual.

Un ayuntamiento adquiere un camidn recolector de basura para el servicio de la ciudad.

Su costo es de $382 850 y su vida ttil esperada es de 7 afios, al cabo de los cuales tendra un

valor de desecho de 0.

a) Determine el cargo anual por depreciacién utilizando el método del fondo de amor-
tizacion, si la tasa de interés vigente es de 14%.

b) ;Cudl sera su valor en libros al cabo de 5 afios?

¢) ;Cudl sera la depreciacién acumulada al cabo de 6 afos?

Una empresa productora de papel adquiere maquinaria con valor de $780 000. Decide
depreciarla utilizando el método del fondo de amortizacion considerando que su vida util
serd de 15 afos, y su valor de desecho, de $150 000.

a) Determine las aportaciones que debe hacer el fondo si los intereses son de 5%.

b) Si son de 10%.

¢) Sison de 20%.

d) ;Cudl es el monto de las aportaciones de la empresa y cudl el de los intereses genera-
dos por el fondo en cada uno de los 3 casos anteriores?



10.8 Depreciacion en épocas inflacionarias

Una lavanderia adquiere equipo nuevo con valor de $18 000, cuya vida ttil es de 10 afios y
su valor de desecho de $1000.

a) Considerando una tasa de interés de 9.5%, determine la aportacion anual al fondo de
amortizacion.

b) Calcule la depreciacion acumulada y el valor en libros al cabo de 4 aios.

¢) Si se decidiera vender el equipo de acuerdo con su valor en libros al cabo de 6 afios,
scuanto deberia pedir por é1?

Un aeropuerto adquiere equipo con valor de 450 000 ddlares para iluminacion de pistas. La

vida esperada del mismo es de 5 afos, y su valor de desecho de 0. Sila empresa desea constituir

un fondo de amortizacién en ddlares:

a) Determine los cargos anuales por depreciacion considerando intereses anuales netos
de 5%, 10% y 15%.

b) Elabore la tabla del fondo de amortizacion con el supuesto de un interés de 8%.

Depreciacién en épocas inflacionarias

Al inicio de este capitulo se mencioné que dos son los objetivos de la depreciacion:

1.
2.

Determinar el costo real de los bienes o servicios que se generan con un activo, y
Establecer un fondo de reserva que permita reemplazarlos al final de su vida util.

En épocas inflacionarias, el rapido incremento de los precios de todos los bienes y servicios

impiden que un sistema de depreciacion basada en costos histéricos cumpla con los objetivos arriba
mencionados, pues si la base de depreciacién se mantiene sin actualizar, los precios de los bienes no
revelaran los costos actuales de produccion, ni el fondo que se establezca permitira reemplazar al

bien.
En esta seccion se haran algunas consideraciones con respecto a los problemas arriba menciona-

dos y se presentaran alternativas para el tratamiento financiero de la depreciacion.

Cuando las organizaciones enfrentan situaciones de alta inflacién sus encargados de finanzas tie-
nen una gran responsabilidad: hacerlas productivas descontando el efecto de la inflacion. Una
empresa puede mostrar utilidades en sus estados financieros, pero si el porcentaje de incremen-
to que presenta de un afio a otro no compensa la pérdida del poder adquisitivo ocasionada por
la inflacidn, estd sufriendo pérdidas en términos reales. Si a ello se atina el hecho de que tales utilida-
des aparentes se reparten entre los accionistas, lo que sucedera es que la empresa se descapitalizard
y que en pocos aios afrontara serios problemas de liquidez que pueden llevarla incluso a la quiebra.

Por lo tanto, un elemento que debera actualizarse en forma constante es la depreciacién para

efectos financieros.

Para hacerlo se usa el concepto de valor de reposicion, esto es, el importe que se necesitara desembol-

sar en el futuro para reponer un activo que se encuentra en servicio en un momento determinado. Este
célculo resulta complejo, pues influyen varios factores: a) la vida util esperada del activo, b) la obsoles-
cencia del activo, ¢) la tasa de inflacién esperada.

a)

b)

Vida til esperada del activo

Son los afios durante los cuales se considera que el activo podra funcionar rentablemente.

La obsolescencia del activo

Si bien un activo puede tener una vida ttil de 10 afios, puede ser que el avance tecnoldgico
haga necesario su cambio con anterioridad, al aparecer equipos que cumplan la misma fun-
ci6én con un costo sensiblemente menor.
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)

Depreciacién

La tasa de inflacion esperada

Para poder conocer el valor de reposicion de un activo es necesario calcular la inflacién promedio
esperada para los afos de vida util. Este calculo es cada vez mas complejo, pues la variabilidad de
las politicas econdmicas de los paises, su interdependencia global cada vez mayor y la presencia
de variables ajenas al control de ellas, hace muy dificil predecir el comportamiento de esta varia-
ble en el mediano plazo (3 a 5 afios) y practicamente imposible en el largo plazo.

A pesar de estas dificultades es necesario realizar los esfuerzos necesarios para calcular di-
cho valor de reposicidn, en el entendido de que se trata de valores esperados que seran ajustados
cada vez que se requiera.

Una vez conocidos los datos anteriores, el calculo del valor de reposicién es sencillo.

EJEMPLO 10.8.1

sCuadl es el valor de reposicion de un equipo cuyo costo de adquisicion es de $5 000, si su vida util
esperada es de 4 aflos y se prevé que la inflacién anual promedio serd de 30%?

SOLUCION:
Se aplica la férmula del monto a interés compuesto y se obtiene:
M= C(1+iq)
M = 5000(1 + 0.30)*
M = 5000(2.8561)
M = 14 280.50

El valor de reposicion esperado en 4 aiios es de $14 280.50.

EJEMPLO 10.8.2

Si el valor de estos equipos ha disminuido 5% cada afo en términos reales como resultado de los
avances tecnoldgicos y de la utilizacién de nuevos materiales mas econémicos, ;cudl seria el valor
de reposicion esperado?

SOLUCION:
Si se considera que el equipo tuviera valor constante de $5 000, al cabo de un afio su precio seria
5% menor; al cabo de dos afios, 5% y asi sucesivamente.

Esto puede expresarse matematicamente como sigue (VRC = valor de reposicion a precios
constantes):

VRC =5 000(0.95) (0.95)(0.95)(0.95)
VRC =5 000(0.95)* =4 072.53125

Al valor que asi se obtiene se le aplica la inflacion esperada de 30% durante los préximos 4 afios:

M= C(1+i)

M = 4072.53125(1 + 0.30)*
M = 4072.53125(2.8561)
M = 11631.56

El mismo resultado puede obtenerse si se disminuye el valor de reposicién que se obtuvo en el
ejemplo 10.8.1:

VR = 14 280.50(1 — 0.05)*
VR = 14 280.50(0.95)*

VR = 14 280.50(0.81450625)
VR = 11 631.56

Una vez determinado el valor de reposicion se procede a calcular los cargos anuales por deprecia-
cién de acuerdo con los sistemas que ya se explicaron.
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El valor de reposicion puede calcularse también anualmente, ajustando los costos histdricos de
acuerdo con los indices de inflacién que proporciona el Banco de México, o mediante avaldo reali-
zado por peritos. Una vez determinado dicho valor también se deben ajustar los cargos anuales por
depreciacion. Estos ajustes y revaluaciones no son admitidos por las autoridades para efectos fisca-
les, pero a pesar de ello es muy necesario que sean consideradas para efectos financieros, con el fin
de prevenir las consecuencias mencionadas.

No es el objetivo desarrollar aqui ampliamente este tema, pero si se desea destacar la impor-
tancia que tiene reflejar en los estados financieros los efectos que produce la inflacién, para contar
con informacidn veraz para la toma de decisiones.

’ Ejercicios de la seccion 10.8

;Cudl es el valor de reposicién de un equipo que tuvo un costo de $73 800, si tiene una vida
esperada de 5 afios y la inflacién promedio pronosticada es de 15%?

+Cudl es el valor de reposiciéon de un automévil cuyo costo es de $185 350, si tiene una
duracion esperada de 8 afios y la inflacién promedio esperada es de 10% anual?

;Cudl serd el valor de reposicién de un equipo de computo que tuvo un costo de $22 000, si
tiene una vida esperada de 3 afos y debido a los avances tecnoldgicos su precio ha venido
reduciéndose en términos reales 10% anual? La inflacién promedio esperada es de 25%.

Aplicaciones

Las aplicaciones de las depreciaciones son abundantes. El método que se utiliza con mayor frecuen-
cia es el de linea recta, pues, como se menciono, en el caso mexicano es el tinico aprobado por las
autoridades hacendarias, las cuales establecen los porcentajes maximos de depreciacién que los con-
tribuyentes pueden deducir anualmente.

La Ley del Impuesto Sobre la Renta vigente a la fecha de publicacion de este libro establece lo
siguiente respecto a la depreciacién y amortizacion.

Articulo 37. Las inversiones unicamente se podran deducir mediante la aplicacion, en cada ejercicio, de
los por cientos maximos autorizados por esta Ley, sobre el monto original de la inversion, con las limitacio-
nes en deducciones que, en su caso, establezca esta Ley. Tratandose de ejercicios irregulares, la deduccién
correspondiente se efectuard en el por ciento que represente el nimero de meses completos del ejercicio en
los que el bien haya sido utilizado por el contribuyente, respecto de doce meses...

Articulo 38. Para los efectos de esta Ley, se consideran inversiones los activos fijos, los gastos y cargos
diferidos y las erogaciones realizadas en periodos preoperativos, cuyo concepto se seiiala a continuacion:

Activo fijo es el conjunto de bienes tangibles que utilicen los contribuyentes para la realizacion de sus
actividades y que se demeriten por el uso en el servicio del contribuyente y por el transcurso del tiempo.
La adquisicion o fabricacién de estos bienes tendrd siempre como finalidad la utilizacién de los mismos
para el desarrollo de las actividades del contribuyente, y no la de ser enajenados dentro del curso normal
de sus operaciones.

(Re) Gastos diferidos son los activos intangibles representados por bienes o derechos que permitan
reducir costos de operacion, mejorar la calidad o aceptacion de un producto, usar, disfrutar o explotar un
bien, por un periodo limitado, inferior a la duracion de la actividad de la persona moral. También se con-
sideran gastos diferidos los activos intangibles que permitan la explotacion de bienes del dominio publico
o la prestacion de un servicio publico concesionado.

Cargos diferidos son aquellos que reunan los requisitos sefialados en el parrafo anterior, excepto los
relativos a la explotacion de bienes del dominio publico o a la prestacion de un servicio publico concesio-
nado, pero cuyo beneficio sea por un periodo ilimitado que dependerd de la duracién de la actividad de
la persona moral.

Erogaciones realizadas en periodos preoperativos, son aquellas que tienen por objeto la investigacion
y el desarrollo, relacionados con el disefio, elaboracion, mejoramiento, empaque o distribucién de un pro-
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ducto, asi como con la prestacion de un servicio; siempre que las erogaciones se efectiien antes de que el
contribuyente enajene sus productos o preste sus servicios, en forma constante. Tratdndose de industrias
extractivas, estas erogaciones son las relacionadas con la exploracion para la localizacion y cuantificacién de
nuevos yacimientos susceptibles de explotarse.

Articulo 39. Los por cientos maximos autorizados tratandose de gastos y cargos diferidos, asi como para
las erogaciones realizadas en periodos preoperativos, son los siguientes:

I. 5% para cargos diferidos.

II.  10% para erogaciones realizadas en periodos preoperativos.

ITI.  15% para regalias, para asistencia técnica, asi como para otros gastos diferidos, a excepcién de los
senalados en la fracciéon IV del presente articulo.

IV. En el caso de activos intangibles que permitan la explotacion de bienes del dominio publico o la
prestacion de un servicio publico concesionado, el por ciento maximo se calculard dividiendo
la unidad entre el nimero de afios por los cuales se otorgé la concesion, el cociente asi obtenido se
multiplicara por cien y el producto se expresard en por ciento.

En el caso de que el beneficio de las inversiones a que se refieren las fracciones II y I1I de este articulo
se concrete en el mismo ejercicio en el que se realizo la erogacion, la deduccién podra efectuarse en su
totalidad en dicho ejercicio.

Tratdndose de contribuyentes que se dediquen a la explotacion de yacimientos de mineral, éstos po-
drén optar por deducir las erogaciones realizadas en periodos preoperativos, en el ejercicio en que las
mismas se realicen. Dicha opcion debera ejercerse para todos los gastos preoperativos que correspondan a
cada yacimiento en el ejercicio de que se trate.

Articulo 40. Los por cientos maximos autorizados, tratindose de activos fijos por tipo de bien son los
siguientes:

I. Tratindose de construcciones:

a) 10% para inmuebles declarados como monumentos arqueoldgicos, artisticos, histéricos o pa-
trimoniales, conforme a la Ley Federal sobre Monumentos y Zonas Arqueoldgicos, Artisticos e
Histdricos, que cuenten con el certificado de restauracion expedido por el Instituto Nacional de
Antropologia e Historia o el Instituto Nacional de Bellas Artes.

b) 5% en los demas casos.

II. Tratdndose de ferrocarriles:

a) 3% para bombas de suministro de combustible a trenes.

b) 5% para vias férreas.

¢) 6% para carros de ferrocarril, locomotoras, armones y autoarmones.

d) 7% para maquinaria niveladora de vias, desclavadoras, esmeriles para vias, gatos de motor para
levantar la via, removedora, insertadora y taladradora de durmientes.

e) 10% para el equipo de comunicacidn, sefializacién y telemando.

III. 10% para mobiliario y equipo de oficina.
IV. 6% para embarcaciones.
V. Tratdndose de aviones:

a) 25% para los dedicados a la aerofumigacion agricola.
b) 10% para los demis.

VI. 25% para automoviles, autobuses, camiones de carga, tractocamiones y remolques.

VII. 30% para computadoras personales de escritorio y portatiles; servidores; impresoras, lectores 6pti-
cos, graficadores, lectores de codigo de barras, digitalizadores, unidades de almacenamiento exter-
no y concentradores de redes de computo.

VIII. 35% para dados, troqueles, moldes, matrices y herramental.
IX. 100% para semovientes, vegetales, maquinas registradoras de comprobacion fiscal y equipos elec-
tronicos de registro fiscal.
X. Tratandose de comunicaciones telefonicas:

a) 5% para torres de transmision y cables, excepto los de fibra 6ptica.

b) 8% para sistemas de radio, incluyendo equipo de transmisién y manejo que utiliza el espectro
radioeléctrico, tales como el de radiotransmision de microonda digital o analdgica, torres de
microondas y guias de onda.
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¢) 10% para equipo utilizado en la transmisidn, tales como circuitos de la planta interna que no
forman parte de la conmutacién y cuyas funciones se enfocan hacia las troncales que llegan a la
central telefonica, incluye multiplexores, equipos concentradores y ruteadores.

d) 25% para equipo de la central telefénica destinado a la conmutacién de llamadas de tecnologia
distinta a la electromecanica.

e) 10% para los demas.

Tratandose de comunicaciones satelitales:

a) 8% para el segmento satelital en el espacio, incluyendo el cuerpo principal del satélite, los trans-
pondedores, las antenas para la transmision y recepcién de comunicaciones digitales y analo-
gas, y el equipo de monitoreo en el satélite.

b) 10% para el equipo satelital en tierra, incluyendo las antenas para la transmision y recepcién de
comunicaciones digitales y andlogas y el equipo para el monitoreo del satélite.

(Ad) XII. 100% para maquinaria y equipo para la generacion de energia proveniente de fuentes renova-

bles.

Para los efectos del parrafo anterior, son fuentes renovables aquellas que por su naturaleza o
mediante un aprovechamiento adecuado se consideran inagotables, tales como la energia solar en
todas sus formas; la energia edlica; la energia hidrdulica tanto cinética como potencial, de cualquier
cuerpo de agua natural o artificial; la energfa de los océanos en sus distintas formas; la energia
geotérmica, y la energia proveniente de la biomasa o de los residuos. Asimismo, se considera ge-
neracion la conversion sucesiva de la energia de las fuentes renovables en otras formas de energia.

Lo dispuesto en esta fraccion sera aplicable siempre que la maquinaria y equipo se encuentren
en operacion o funcionamiento durante un periodo minimo de 5 afios inmediatos siguientes al
ejercicio en el que se efecttie la deduccidn, salvo en los casos a que se refiere el articulo 43 de esta
Ley. Los contribuyentes que incumplan con el plazo minimo establecido en este parrafo, deberan
cubrir, en su caso, el impuesto correspondiente por la diferencia que resulte entre el monto dedu-
cido conforme a esta fraccién y el monto que se debié deducir en cada ejercicio en los términos de
este articulo o del articulo 41 de esta Ley, de no haberse aplicado la deducciéon del 100%. Para estos
efectos, el contribuyente debera presentar declaraciones complementarias por cada uno de los ejer-
cicios correspondientes, a mas tardar dentro del mes siguiente a aquel en el que se incumpla con el
plazo establecido en esta fraccion, debiendo cubrir los recargos y la actualizacién correspondiente,
desde la fecha en la que se efectud la deduccion y hasta el ultimo dia en el que oper6 o funcioné la
maquinaria y equipo.

(Ad) XIII. 100% para adaptaciones que se realicen a instalaciones que impliquen adiciones o mejoras al

activo fijo, siempre que dichas adaptaciones tengan como finalidad facilitar a las personas con ca-
pacidades diferentes a que se refiere el articulo 222 de esta Ley, el acceso y uso de las instalaciones
del contribuyente.

Articulo 41. Para la maquinaria y equipo distintos de los sefialados en el articulo anterior, se aplicaran, de
acuerdo a la actividad en que sean utilizados, los por cientos siguientes:

I

II.

I11.

Iv.

VI.
VII.

VIIIL.

5% en la generacion, conduccion, transformacion y distribucion de electricidad; en la molienda de
granos; en la produccién de azucar y sus derivados; en la fabricacion de aceites comestibles; en el
transporte maritimo, fluvial y lacustre.

6% en la produccion de metal obtenido en primer proceso; en la fabricacion de productos de tabaco
y derivados del carbén natural.

7% en la fabricacién de pulpa, papel y productos similares; en la extraccion y procesamiento de
petroleo crudo y gas natural.

8% en la fabricacién de vehiculos de motor y sus partes; en la construccién de ferrocarriles y na-
vios; en la fabricacion de productos de metal, de maquinaria y de instrumentos profesionales y
cientificos; en la elaboracién de productos alimenticios y de bebidas, excepto granos, aztcar, aceites
comestibles y derivados.

9% en el curtido de piel y la fabricacion de articulos de piel; en la elaboracién de productos quimi-
cos, petroquimicos y farmacobioldgicos; en la fabricacién de productos de caucho y de pléstico; en
la impresioén y publicacion grafica.

10% en el transporte eléctrico.

11% en la fabricacién, acabado, tefiido y estampado de productos textiles, asi como de prendas para
el vestido.

12% en la industria minera; en la construccién de aeronaves y en el transporte terrestre de carga y
pasajeros. Lo dispuesto en esta fraccion no serd aplicable a la maquinaria y equipo sefialada en la
fraccion II de este articulo.
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IX. 16% en el transporte aéreo; en la transmision de los servicios de comunicacion proporcionados por
telégrafos y por las estaciones de radio y television.
X. 20% en restaurantes.
XI. 25% en la industria de la construccion; en actividades de agricultura, ganaderia, silvicultura y pes-
ca.
XII. 35% para los destinados directamente a la investigacién de nuevos productos o desarrollo de tec-
nologia en el pais.
XIII. 50% en la manufactura, ensamble y transformaciéon de componentes magnéticos para discos duros
y tarjetas electrénicas para la industria de la computacion.
XIV. 100% en la conversién a consumo de gas natural y para prevenir y controlar la contaminaciéon am-
biental en cumplimiento de las disposiciones legales respectivas.
XV. 10% en otras actividades no especificadas en este articulo.

En el caso de que el contribuyente se dedique a dos o més actividades de las senaladas en este articulo,
se aplicara el por ciento que le corresponda a la actividad en la que hubiera obtenido mas ingresos en el
ejercicio inmediato anterior.

EJEMPLO 10.9.1

Determinar, de acuerdo con lo establecido en la Ley del Impuesto Sobre la Renta, el monto maxi-
mo de depreciacion anual de una computadora que tuvo un costo de $18 000 si su valor de dese-
cho se considera cero; elaborar la tabla de depreciacion correspondiente.

Para conocer el monto maximo de depreciacidn que autoriza la ley, se debe consultar el arti-
culo 40 que establece los porcentajes de depreciacién aplicables a los activos fijos que adquiera y
utilice una empresa.

VII. 30% para computadoras personales de escritorio y portétiles; servidores; impresoras, lectores
opticos, graficadores, lectores de cddigo de barras, digitalizadores, unidades de almacenamien-
to externo y concentradores de redes de computo.

El monto de la depreciacién anual se determina multiplicando el monto original de la inver-
sién (MOI) para adquirir el bien por el por ciento establecido en la ley:

D' = MOI* %
D’=18 000*0.30
D’ =5 400

Una vez conocido el monto méaximo de depreciacion anual, se procede a elaborar la tabla de
depreciacién correspondiente.

0 0 0 18 000
1 5400 5400 12 600
2 5400 10 800 7200
3 5400 16 200 1800
4 1800 18 000 0

Dado que al finalizar el tercer afio se ha depreciado ya 90% del valor del equipo, en el cuarto
afio solo se depreciara el saldo restante (1 800).

Uso de Excel®

En esta seccidn se resuelven algunos de los ejercicios del capitulo mediante el empleo de las féormulas y
funciones de Excel®, las cuales simplifican la elaboracion de tablas de depreciacion.

Cabe senalar que una tabla de depreciacion puede elaborarse unicamente con operaciones arit-

méticas simples, aplicando el razonamiento 16gico, como se muestra en los siguientes ejemplos.
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En el ejemplo 10.3.1 se compra un equipo de computo con valor de $16 000 y se calcula que su vida
util sera de 4 anos, antes de que deba ser reemplazado por un equipo mas moderno. Su valor de
desecho se calcula en $2 500.

Aplicando la féormula (10.1) se tiene:

p_B_C=$
n n
[, 160002500 _ 13500
4 4
D=3375

Con estos datos se puede construir la tabla de depreciacion:

0 — = 16 000
1 3375 3375 12 625
2 3375 6 750 9250
3 3375 10 125 5875
4 3375 13 500 2 500

Para elaborarla, se capturan los valores correspondientes a la depreciacion anual y al valor en
libros y se incluyen férmulas que permiten:

a) Repetir la depreciacion por periodo tantas veces como periodos de vida tenga el bien.

b) Acumular la depreciacion a partir de cero.

¢) Disminuir el valor en libros, conforme se aplica la depreciacién por periodo y se incrementa
la depreciacién acumulada.

0 0 =+B2 16 000

1 3375 =+C2+B3 =+D2-B3
2 =+B3 =+C3+B4 =+D3-B4
3 =+B4 =+C4+B5 =+D4-B5
4 =+B5 =+C5+B6 =+D5-B6

En el ejemplo 10.4.1 una compaiiia compra una camioneta para el reparto de su mercancia en $75 000.
Calcula que su vida util serd de cinco anos y que al final de ella su valor de desecho sera de $10 000.
Aplicando la férmula (10.6) se tiene:

S=C(1—d)"

10 000 =75 000(1 — d)°

10000 .
=(1-dy

75000

0.133333 = (1 - d)°
(0.133333)*=(1—-d)
0.668325 = (1 —d)
d=1-0.668325
d=0.331675
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Una vez determinada la tasa de depreciaciéon que se aplicara anualmente, se elabora la tabla
correspondiente:

Depreciacion Depreciacion Valor en Tasa de
ENTE] acumulada libros depreciacion

0 75 000.00 0.331675
1 24 875.63 24 875.63 50 124.38 0.331675
2 16 625.00 41 500.63 33 499.37 0.331675
3 11 110.90 52 611.53 22 388.47 0.331675
4 7 425.70 60 037.23 14 962.77 0.331675
5 4962.78 65 000.00 10 000.00 0.331675

En este caso, los tnicos valores que requieren ser capturados son el valor en libros y la tasa de
depreciacién. El resto de los valores de la tabla se determinara con el uso de férmulas como se ilustra
a continuacion.

Depreciacion Depreciacion Valor en Tasa de
ELTE N () anual (C) libros (D) depreciacion (E)

0 =+B2 75000 0.331675
1 =+D2*E2 =+C2+B3 =+D2-B3 0.331675
2 =+D3*E3 =+C3+B4 =+D3-B4 0.331675
3 =+D4*E4 =+C4+B5 =+D4-B5 0.331675
4 =+D5*E5 =+C5+B6 =+D5-B6 0.331675
5 =+D6*E6 =+C6+B7 =+D6-B7 0.331675

10.10.3 Método de suma de digitos (seccién 10.5)

En el ejemplo 10.5.1 se compra mobiliario de oficina con valor de $8 975. Se espera que su vida 1til sea
de 5 afios y que tenga un valor de desecho de $2 000.

a) Se determina la base de depreciacion:
B=C-S§
B=28975-2000
B=6975

b) Se calcula el denominador de la fraccién (suma de digitos):

n=>5
_n(n+1)
2
5(6) 30
56 _30
2 2
S=15

¢) Se determinan los numeradores de las fracciones:

Numerador
Denominador 15 15 15 15 15
Fraccion 5/15 4/15 3/15 2/15 1/15

Con estos datos se elabora la tabla de depreciacion correspondiente:
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Base de Depreciacion Depreciacion Valor en
depreciacion ENTE]] LT TTETE] libros
0 — — —_ —

8975.00
1 1/3 6 975.00 2 325.00 2 325.00 6 650.00
2 4/15 6 975.00 1860.00 4185.00 4790.00
3 1/5 6 975.00 1395.00 5580.00 3395.00
4 2/15 6 975.00 930.00 6 510.00 2 465.00
5 1/15 6 975.00 465.00 6 975.00 2000.00

Es importante destacar que 5/15 = 1/3 y 3/15 = 1/5. Al capturar dichas fracciones en Excel®, la
hoja de célculo las expresa en su versién mas simple. Las formulas se ilustran en la siguiente tabla.

Base de Depreciacion Depreciacion Valor en
Fraccion depreciacion ENTE] EL TETE libros

(B) (9] (D) (E) (F)

0 0 0 =+B2*C2 =D2 8975
1 1/3 6975 =+B3*C3 =+E2+D3 =+F2-D3
2 4/15 6975 =+B4*C4 =+E3+D4 =+F3-D4
3 1/5 6975 =+B5*C5 =+E4+D5 =+F4-D5
4 2/15 6975 =+B6*C6 =+E5+D6 =+F5-D6
5 1/15 6975 =+B7*C7 =+E6+D7 =+F6-D7

10.10.4 Método por unidad de produccién o servicio

(seccién 10.6)
En el ejemplo 10.6.1 una compaiia arrendadora de autos adquiere un automévil para su flo—
tilla, con un costo de $304 000. La compaiiia calcula que la vida util del automévil para efectos de

arrendamientos es de 60 000 kilémetros, al cabo de los cuales el valor de desecho de la unidad sera
de $124 000. El kilometraje recorrido por la unidad durante los 3 primeros afios fue:

1 24000
2 22 000
14 000

a) Determinar el monto de depreciacion por kilémetro recorrido.
b) Elaborar la tabla de depreciacién correspondiente.

SOLUCION:

En primer lugar se determina la base de depreciacion:
B=C-S§
B =304 000 — 124 000
B =180 000

Esta base de depreciacion se distribuye entre el kilometraje ttil para efectos de arren—
damiento con el fin de encontrar la depreciacién por kilémetro.

d/km = 180 000
60000
d/km = $3.00

La depreciacion por kilémetro es de $3.00. Conociendo este dato, se procede a elaborar la tabla de
depreciacion correspondiente:
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Kilometros Depreciacion Depreciacion Valor en
recorridos anual acumulada libros
(B) (9] (D) (E)
0 0 — — 304 000
1 24 000 72 000 72 000 232 000
2 22 000 66 000 138 000 166 000
3 14 000 42 000 180 000 124 000
180 000
Depreciacion por km 3.00

En este caso, los tinicos valores que requieren ser capturados son los kilémetros recorridos y el
valor en libros. El resto de los valores de la tabla se determinard con el uso de formulas como se ilus-
tra a continuacion.

Kilometros Depreciacion Depreciacion Valor en
recorridos ELTE] acumulada libros
(B) (9] (D) (E)
0 0 0 =+C2 304 000
1 24 000 =+B3*$C$7 =+D2+C3 =+E2-C3
2 22 000 =+B4*$C$7 =+D3+C4 =+E3-C4
3 14 000 =+B5*$C$7 =+D4+C5 =+E4-C5
Depreciacion por km 3.00

10.10.5 Método del fondo de amortizaciéon (seccion 10.7)

En el ejemplo 10.7.1 se adquiere mobiliario nuevo para un hotel. Su costo de adquisicién
es de $40 000 y se calcula que tendra una vida util de 5 afios, al cabo de los cuales su valor de
desecho sera de 0. El interés vigente es de 35% anual.

a) Determinar el cargo anual por depreciacién utilizando el método del fondo de amortizacion.
b) Elaborar la tabla de depreciacion correspondiente.

SOLUCION:

En primer lugar se calcula la base de depreciacion:
B=C-§
B =40000-0
B =40000

Acto seguido, utilizando la férmula (10.9), se determina el cargo anual por depreciacién:
i

(1+i)* 1

B =40 OOOL
1+0.35°—1

B =40 OOOL
448403344 — 1

B =40 oooi
3.48403344

B =40 000(0.10045828)

B =4.01833

La aportacion que se debe hacer anualmente al fondo de amortizacién es de $4 018.33.
La siguiente tabla de depreciacion es equivalente a una tabla de amortizacién, pero ademds con-
tiene una columna para el valor en libros.



Deposito Intereses Depreciacion Depreciacion
anual ganados anual acumulada

0 40 000.00
1 4018.33 — 4018.33 4018.33 35981.67
2 4018.33 1406.42 5424.75 9 443.08 30 556.92
3 4018.33 3305.08 7 323.41 16 766.48 23233.52
4 4018.33 5868.27 9 886.60 26 653.08 13 346.92
5 4018.33 9 328.58 13 346.91 39 999.99 0.01
Total 20 091.65 19 908.34 39999.99
Tasa de interés 0.35

* Las pequeias diferencias se deben a los redondeos.

En este caso, los Gnicos valores que requieren ser capturados son el depdsito anual, la tasa de in-
terés y el costo de adquisicion. El resto de los valores de la tabla se determinara con el uso de férmulas

como se ilustra a continuacion.

10.11 Resumen

Valor en
libros

Deposito Intereses Depreciacion Depreciacion Valor en
ENTE]] ganados ENTE] acumulada libros
(B) (9] (D) (E) (F)
0 0 0 0 0 40 000.00
1 4018.33 =+E2*$B$10 =+B3+C3 =+E2+D3 =+F2-D3
2 =+B3 =+E3*$B$10 =+B4+C4 =+E3+D4 =+F3-D4
3 =+B4 =+E4*$B$10 =+B5+C5 =+E4+D5 =+F4-D5
4 =+B5 =+E5*$B$10 =+B6+C6 =+E5+D6 =+F5-D6
5 =+B6 =+E6*$B$10 =+B7+C7 =+E6+D7 =+F6-D7
Total =SUMA(B2:B7) =SUMA(C2:C7) =SUMA(D2:D7)
Tasa de interés 0.35

10.11 Resumen

En este capitulo se defini6 la depreciaciéon como la pérdida
de valor que sufren los activos por el transcurso del tiempo o
por el uso que se les da.

Se sefial6 que la depreciacion tiene dos objetivos basicos:

1. Determinar el costo real de los bienes o servicios que ge-
nera un activo.

2 Establecer una reserva que permita reemplazarlos al final
de su vida util.

Se estudiaron los métodos mas usuales para calcular los
cargos anuales por depreciacion:

1. Método de linea recta.
2. Método de porcentaje fijo.
3. Método de suma de digitos.

4. Método por unidad de produccién o servicio.
5. Método del fondo de amortizacion.

En el momento de decidir cudl método debe utilizar-
se en una situacién concreta deberdn tenerse en cuenta las
ventajas y desventajas de cada uno, las regulaciones fiscales
y los objetivos financieros que se persigan. Finalmente, se
hicieron breves consideraciones sobre el manejo de la depre-
ciacidn en épocas inflacionarias, entre las cuales se destaco
la necesidad que existe de ajustar los costos histdricos con-
tables y los cargos anuales por depreciacién, de acuerdo con
el desarrollo que muestre el fendmeno inflacionario, para
reflejar de manera veraz la situacion econdmica de una orga-
nizacién y prevenir su posible descapitalizacion.
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Comprobacion del capitulo

Si ha leido el capitulo completo, el lector debe:

« Comprender el concepto de depreciacion.

» Conocer los objetivos de la depreciacion.

« Entender el método de linea recta.

 Explicar el método de porcentaje fijo.

o Exponer el método de suma de digitos.

o Comprender el método por unidad de produccién o
servicio.

« Entender el método del fondo de amortizacion.

() Términosy conceptos importantes

« Base de depreciacién

» Cargos por depreciaciéon

» Depreciacion

o Depreciacién acumulada

o M¢étodo de linea recta

» M¢étodo de porcentaje fijo

o M¢étodo de suma de digitos

o M¢étodo del fondo de amortizacién

\ Férmulas importantes

Método de linea recta

D,C:C_S:E (10.1)
noon

A =kD (10.2)
V,=C—kD (10.3)
Método de porcentaje fijo

D=V _d (10.4)
V,=C1-ad) (10.5)
S=C(1-d)"=Vn (10.6)

o Ser capaz de elaborar tablas de depreciacion en cada uno

de los métodos.

» Entender la importancia de los ajustes a los costos his-
tdricos y los cargos por depreciaciéon de acuerdo con los

efectos inflacionarios que sufra una economia.

 Resolver ejercicios de depreciaciéon utilizando la hoja de

calculo de Microsoft® Excel®.

o Meétodo por unidad de produccidén o servicio
o Tasa de depreciacién

 Valor de desecho

 Valor de reposicion

« Valor de salvamento

« Valor en libros

« Vida util

Método de la suma de digitos

n(n+1)
S=
2

—k+1
Dkzn

(C-S)
N

Método del fondo de amortizacion

D= Bi
(1+i)f -1
1+i)f -1
4, =p4r =1

1

(10.7)

(10.8)

(10.9)

(10.10)



Ejercicios complementarios

Mateméticas en internet. Depreciacion 341

1. Una empresa de television coloca en érbita un satélite de

comunicaciones con un costo de $20 000 000. La vida
esperada del satélite es de 5 afios, al cabo de los cuales su
valor de desecho sera de 0.

a) Elabore una tabla de depreciacién utilizando el
método de linea recta.

. Resuelva el problema 1 con el método de porcentaje fijo.

3. Resuelva el problema 1 utilizando el método de suma

de digitos.
. Resuelva el problema 1 con el método del fondo de amor-
tizacién y dada una tasa de interés de 5%.

a) Elabore la tabla de depreciacion hasta la fecha uti-
lizando el método por unidad de produccién.
b) Determine el valor en libros actual.

Resuelva el problema 5 con base en una vida util de 5
anos, utilizando el método de linea recta.

Resuelva el problema 5 con el método de suma de digi-
tos, considerando una vida ttil de 5 afios.

Resuelva el problema 5 utilizando el método de porcen-
taje fijo.

Resuelva el problema 5 utilizando el método del fon-
do de amortizacién y dada una tasa de interés de 6 por

ciento.
Resuelva el problema 5 con el método del fondo de
amortizacién y dada una tasa de interés de 10 por ciento.

5. Una maquina estampadora tiene una vida esperada
de 1 000 000 piezas. Se adquiri6 hace 4 afios y tuvo un 10.
costo de $525 000. Su valor de desecho al cabo de la
produccidén arriba mencionada sera de $0. La bitdcora
de operaciones de la maquina muestra los siguientes
datos:

80 000
230000
320 000
280 000

B W N

« Pagina dedicada a quienes se interesan en el concepto de
la depreciacion de los activos. En ella se exponen diversos
meétodos y tipos de calculos para expresar la depreciacion.

« Simulador de depreciacién y amortizacion.

« Video que muestra el célculo de la depreciacion en linea
« Pagina en la que se presentan conceptos sobre deprecia- recta en Excel®.
cién y amortizacién.
« Video que muestra el célculo de la depreciacion decre-

« Enfoque financiero de la depreciacién. ciente (suma de digitos) en Excel.






CAPITULO

Probabilidades y
tablas de mortalidad

TEMARIO

11.1 Introduccién

11.2 Concepto de probabilidad

11.3 Probabilidad matematica

11.4 Probabilidad estadistica

11.5 Esperanza matematica

11.6 Valor actual de un pago contingente
11.7 Tablas de mortalidad

11.8 Aplicaciones

11.9 Uso de Excel®

11.10 Resumen

OBJETIVOS

Al finalizar el estudio del presente capitulo, el lector sera
capaz de:

Definir el concepto de probabilidad

Distinguir entre probabilidad matematica y probabilidad
estadistica

Comprender el concepto de esperanza matematica
Calcular el valor presente de un pago contingente
Utilizar las tablas de mortalidad

Resolver ejercicios de probabilidades y tablas de mortalidad
mediante el empleo de la hoja de calculo de Microsoft® Excel®
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Introduccién

El riesgo ha sido un compafiero permanente del hombre desde sus primeras épocas. A fin de co-
nocerlo y manejarlo se han desarrollado la estadistica y la probabilidad como ciencias matematicas
que ayudan al hombre a evaluarlo. En este capitulo se hard una breve introduccion a la probabilidad
y se expondran sus aplicaciones en el célculo de pagos contingentes. Asimismo, se presentaran las
tablas de mortalidad, las cuales muestran las probabilidades de vida y de muerte de una poblacién
por grupos de edad.

Concepto de probabilidad

En diversas circunstancias todas las personas han tenido que enfrentarse con situaciones cuyo re-
sultado esta determinado por el azar: arrojar una moneda al aire y adivinar cudl cara quedara hacia
arriba o adivinar qué ntimero resultard al arrojar un par de dados; determinar qué equipo resultara
ganador en el juego el proximo domingo o estimar si una persona de 30 afos vivira para jubilarse a
los 65. Todos estos casos estan regidos por el azar y sus resultados no pueden predecirse con exacti-
tud. Implican un riesgo.

Sin embargo, existe una diferencia entre los cuatro ejemplos que se mencionan arriba; en los
dos primeros casos puede determinarse el numero de eventos posibles. La relacion entre ambos dara
como resultado una probabilidad matemadtica o tedrica. En los otros dos casos es necesario recurrir a
la informacién disponible sobre lo que ha sucedido en eventos anteriores, a fin de estimar el posible
comportamiento de los equipos que se enfrentaran el domingo o para determinar el nimero de per-
sonas de 30 afios que sobrevivieron hasta los 65. El resultado que se obtiene de esta manera se conoce
como probabilidad estadistica o empirica.

Probabilidad matematica

Si un evento puede ocurrir en # distintas, pero igualmente posibles maneras y si a de esas maneras
son consideradas aciertos o casos favorables, en tanto que las otras f = n — a son consideradas fallas
o fracasos, entonces la probabilidad de acierto en un experimento dado esta definida por la razén
entre el nimero de casos favorables y un nimero total de casos, es decir:

a a

_a+f_n

y la probabilidad de que el evento no ocurra est definida por la razén entre el numero de fracasos y
el niimero total de casos:

N ;

_a+f_
pero ptq= + f :a+f:l
a+f a+f a+f
¥, por lo tanto, p=1-gq
yq=1-p

Se dice entonces que p y g son subconjuntos complementarios de un espacio muestral. Si un
evento ocurre siempre de manera inevitable se dice que p(E) = 1; si el evento nunca ocurre, se dice
que p(E) =0.

Se dice que los eventos son mutuamente excluyentes sila ocurrencia de uno de ellos impide total-
mente la ocurrencia de cualquiera otro. Por ejemplo, al lanzar un dado, que salga 1 excluye automa-
ticamente la ocurrencia de cualquier otro numero. Asi, dada una cantidad n de eventos mutuamente
excluyentes E, E,,... E , la probabilidad de ocurrencia de cualquiera de los eventos (E, 0 E,0 ... E ) es
igual a la suma de sus respectivas probabilidades individuales:



11.3 Probabilidad matematica

p(E,0E,0...E)=p(E)+p(E,)+ - +p(E)

Se dice que los eventos son independientes si la ocurrencia de uno de ellos no tiene ningtin
efecto en la ocurrencia de los otros eventos. El resultado de sucesivos lanzamientos de un dado es un
ejemplo de éstos: el resultado de un lanzamiento no tiene ningtn efecto en el resultado siguiente. La
probabilidad de ocurrencia de n eventos independientes E , E,... E, es el producto de las probabili-
dades de los eventos individuales:

p(E, YE,y...E)=p(E) xp(E,) x --- x p(E)

Determinar la probabilidad de que en el lanzamiento de un dado a) el resultado sea 1; b) el resul-
tado sea un numero non.

SOLUCION:
a) El nimero de caras de un dado es 6. El nimero de resultados favorables a es 1; por lo tanto,
el nimero de resultados desfavorables fes 5; por ello,

a 1

1
p_a+f_1+5_6

b) En este segundo caso, los resultados que se consideran como aciertos son 3 (1,3 y 5) y los re-
sultados que se consideran como fallas son también 3:
o331
343 6 2
1
Alternativamente puede considerarse que la probabilidad de obtener 1 es de —, la de

1
obtener 3 es también 1 y la de obtener un 5 es —. Aplicando la férmula (11.5):

p(E,0 E0 E;) = p(E,)+ p(E,)+ p(E,)
p(10305)=l+l+l=§=l
6 6 6 6 2

Determinar la probabilidad de obtener en la extraccién de una baraja de 52 cartas:

a) Unas.
b) En dos extracciones consecutivas, dos ases.

SOLUCION:
a) Elnamero de resultados favorables es de 4, pues hay 4 ases, por lo que:
_a_4_1
n 52 13

b) En este segundo caso se trata de dos eventos dependientes. En la primera extraccién, la pro-
babilidad de obtener un as es, como se vio arriba, p:
p= a 4 1
n 52 13
En la segunda extraccion, sin embargo, el nimero de eventos favorables es de 3, en el supuesto
caso de que en la primera se hubiese extraido un as, y el nimero total de eventos posibles es de
51. Por lo tanto,

345
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3
P(E,)=—
51

La probabilidad de que se den ambos eventos sucesivamente se determina por la férmula
(11.6) p(E, y E,) = p(E,) x p(E,):
12 3 1

4 3
PlAsy As)=—x—=—""—-=—=—
52 51 2652 663 221

;Cudl es la probabilidad de que las 2 primeras extracciones de una baraja no sean ases?

SOLUCION:
En este caso se esta preguntando por el suceso de dos eventos desfavorables. Por (11.4) se tiene:

q=1-p
4 48 12
En el primer evento: g(E)=1-—=—=—
52 52 13
4 47
En el segundo evento: q(E))=1-—=—
51 51

Por lo tanto, la probabilidad de falla en el primero y falla en el segundo es q(E, y E,) = q(E,) x
q(E,):

12 47 564 188
qAsyAs) =—x—=——=——
13 51 663 221

EJEMPLO 11.3.4

;Cuadl es la probabilidad de que de las dos primeras extracciones de una baraja, una sea as y la otra
sea una carta diferente?

SOLUCION:
Estos eventos pueden presentarse de dos formas:

a) Asy otra carta.
b) Otracartay as.
En el primer caso la probabilidad es:
4 1

As) =
PLAs) 52 13

48
t e
plotra) = 51

Dado que la primera carta fue as, el nimero de cartas distintas al as permanece sin cambios (48)
para la segunda extraccion.
La probabilidad de ambos eventos:
1 48 48 16
p(Asyotra)= —x—=—-=—-
13 51 663 221

En el segundo caso, la probabilidad es:



11.4 Probabilidad estadistica

48 12
plotra) = —=—
5213
4
As)=—
p(As) 51

Dado que la primera carta fue distinta al as, los 4 ases permanecen en la baraja.

La probabilidad de ambos eventos:
12 4 48 16
plotray As) = —x —=—=—
13 51 663 221

Ya que ambos casos son igualmente validos (un as y otra o bien otra y un as) sus respectivas pro-
babilidades se suman:

p(AoB)=p(A)+p(B)

48 48 96 32
p(AoB)=— 4 2 22 22
663 663 663 221

En estos tres ejemplos hemos visto todas las posibles maneras en que pueden ser extraidas las
dos primeras cartas de una baraja:

3 1
a) Dos ases: - -
663 221
b) Dos cartas distintas de ases:  p= 064 = 188
663 221
¢) Unasyuna carta distinta: p= % = 32
663 221

Todos estos eventos forman lo que se denomina el universo del experimento y la suma de sus pro-
babilidades es igual a 1, pues ineludiblemente debera ocurrir alguno de ellos:
1 188 32 221
p(AoBoC)=—+—+—=—-=1
221 221 221 221

Probabilidad estadistica

Si se ha observado que cierto evento E sucede a veces en n pruebas, la razén a/n es definida
como la probabilidad estadistica o empirica de que el mismo resultado ocurra en una prueba fu-
tura. La confiabilidad que pueda otorgarse a los resultados que asi se obtengan dependera en
gran medida del numero de observaciones que se hayan hecho; a mayor numero, mayor sera
la confianza que se les pueda dar. Si en una escuela se ha observado que el indice de desercién
durante los altimos 15 afios ha sido de 10%, es razonable esperar que de la nueva generaciéon 1 de cada
10 estudiantes no concluya sus estudios.
La razoén a/n es también conocida como frecuencia relativa de un evento.

EJEMPLO 11.4.1

De acuerdo con las estadisticas del departamento de transito, durante el ultimo afio hubo 12 005
accidentes viales, de los cuales 686 se debieron a exceso de velocidad. Si durante el primer mes
de este afio se reportaron 1 050 accidentes, scuantos puede esperarse que se deban a exceso de
velocidad?

SOLUCION:
Utilizando la informacién estadistica del afio anterior se tiene que la probabilidad de accidentes
debidos a excesos de velocidad es:

347
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686
12 005

Por lo tanto, estimando el numero de accidentes por exceso de velocidad se tiene:

1 050(0.05714286) = 60

=0.05714286

EJEMPLO 11.4.2

Los registros que lleva un hospital especializado en el tratamiento del cancer muestran que de un
grupo de 800 personas a quienes se les detectd la enfermedad en un estado temprano, 720 sobre-
vivieron al menos 10 afios. Si el hospital alberga actualmente 120 enfermos en esas condiciones,

a) scuantos de ellos se espera sobreviviran al menos 10 afios? y
b) ;cudl es la probabilidad de que mueran antes de 10 afos?

SOLUCION:

De sus registros se tiene que:
a 720

p== =00
Por lo tanto, es razonable esperar que 90% de los enfermos vivan al menos 10 afios:
120(0.90) = 108 enfermos
La probabilidad de que mueran se determina por la férmula (10.4):
q=1-p
q=1-0.90=0.10

’ Ejercicios de las secciones 11.2 a 11.4

De una caja que contiene 5 bolas blancas, 10 bolas rojas y 6 azules, se extrae una bola al
azar. ;Cudl es la probabilidad de que la bola extraida:

a) sea blanca, b) no sea roja, c) sea blanca o azul?

De una baraja de 52 cartas se extrae una carta al azar. ;Cual es la probabilidad de que la
carta extraida sea

a) el rey de diamantes, ¢) un corazon, e) una carta de menor valor que el rey?
b) una reina, d) una figura roja,

En un juego de dados, la casa gana si la suma de los nimeros de ambos dados es 7.

a) ;Cudl es la probabilidad que tiene un jugador de ganarle a la casa si apuesta a un solo
numero?
b) ;Cudl es la probabilidad de que pierda?

;Cudl es la probabilidad de obtener en un juego con 2 dados
a) 3 nameros pares seguidos? b) 3 veces seguidas doble 6?
sCuadl es la probabilidad de extraer de una baraja

a) 4 ases en las primeras 4 b) 3asesy1rey?

extracciones? c) 2asesy 2reyes?
Un equipo de futbol ha ganado 40 de sus 50 tltimos partidos. Determine la probabilidad
de que:

a) Gane su proximo partido. d) Gane sus 2 primeros partidos y pierda el
b) Gane 3 partidos seguidos. tercero.
¢) Gane 2 de sus 3 siguientes partidos. ¢) Gane al menos 2 de sus 5 siguientes partidos.
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Los registros de una universidad muestran que las calificaciones que obtuvieron sus estu-
diantes en los dltimos 3 afos se han distribuido de la siguiente manera:

MB 10%
B 30%
20%

NA 40%

Con el supuesto de que son eventos independientes, ;cual es la probabilidad de que:
a) todos los estudiantes de los 3 grupos de primer ingreso aprueben los cursos?
b) todos los estudiantes reprueben todos los cursos?

La probabilidad de vida de 3 enfermos en un hospital es:

1 3 8
Paciente A = —, paciente B = —, paciente C=—
5 4

Considerando que las muertes de estos enfermos son eventos independientes, ;cudl es la
probabilidad de que:

a) los 3 enfermos mueran? ¢) al menos uno de ellos sobreviva?
b) los 3 enfermos sobrevivan?

Considere los siguientes datos:

30 9/10
40 8/10
50 7/10

Determine:

a) La probabilidad de que una persona de 30 afios viva hasta los 60.
b) La probabilidad de que muera entre los 40 y los 50 afos.
¢) Laprobabilidad de que muera entre los 50 y los 60 afios.

Esperanza matematica

Si p es la probabilidad de que una persona reciba cierta cantidad M, entonces el producto pM sera
una esperanza matematica:

E(M)=pM

En una fiesta anual de una empresa se sortean $100 000 entre los asistentes. ;Cudl es la esperanza
matematica de cada uno de ellos si se depositaron 80 boletos en la urna?

SOLUCION:
La probabilidad p de cada empleado es 1/80; por lo tanto, la esperanza matematica es

1
—(100000) = $1250
80
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Se sortean $10 000 000 en un juego de loteria. a) ;Cudl es la esperanza matematica de una per-
sona que compra un billete si se emiten 50 000 nimeros? b) ;Cual es la esperanza matematica si
compra 2 numeros?

SOLUCION:
a) Laprobabilidad p de obtener el premio es de

mientras que la esperanza matematica:
50 000

M =—L (10 000 000) = $200
50 000
R
50000 25 000
1
5000

b) Sicompra dos boletos p=

E(M)=pM = 5 (10 000 000) = $400

Si un experimento puede tener diversos resultados y cada uno de ellos conlleva un distinto
monto de ingresos M, entonces M adoptara los valores M, y M, ... con probabilidades de ocurrencia
p(M))... La esperanza matemdtica o valor medio esperado de M sera:

E(M)= M, p(M,)+ M, p(M,)+ M,;p(M;)+...M, p(M,)

En el caso de que existan N diversos resultados que conlleven el mismo monto de ingresos, entonces:
M +M,+M;+...M

E(M) = 1
N

En una ruleta con 50 numeros se han colocado 11 premios: 1 de $100, 2 de $50, 3 de $20 y 5 de
$10. ;Cual es la esperanza matematica de cada jugador?

SOLUCION:
La probabilidad de ocurrencia de cada uno de los premios es distinta:

E(M)=M,p(M,)+ M,p(M,)+ M,p(M,) +...

1 2 3 5
E(M)=100—+50— +20— + 10—
50 50 50 50

EM)=2+2+12+1=6.2

EJEMPLO 11.5.4

Si el costo de los boletos para la ruleta del ejercicio anterior es de $10, scudl es el valor de la es-
peranza matematica?

SOLUCION:
Se ha determinado ya el valor de la esperanza matematica de los ingresos ($6.20), y ahora res-
ta por determinar el valor de la esperanza matematica del pago; la probabilidad de perder
39
qesde ~—:
50

39
E(M)=10==7.80
50
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Este valor se resta de la esperanza matematica de los ingresos y se tiene el valor de la esperan-
za matematica del experimento:

E(M)=6.20—7.80=—1.60

La esperanza matematica de una persona que entre al juego pagando $10 es una pérdida de
$1.60.

Se organiza una rifa entre 25 personas. Los premios ofrecidos son: 1 de $50, 2 de 20 y 3 de 10.
Los perdedores cubriran integramente los premios de los ganadores. ;Cual es la cantidad que
debe aportar cada perdedor?

SOLUCION:
La esperanza matematica del experimento es:

E(M)= M, p(M,)+M,p(M,)+...

1 2 3
E(M)=50—+20— +10—=2 +1.60 +1.20=4.80
25 25 25

Ademas, 4.80(25) = 120 = total de premios. Y

120

———=%6.32
19 perdedores

EJEMPLO 11.5.6

En un juego de dados una persona gana $500 si el dado cae en 1 o en 5. ;Cudl es su esperanza
matemadtica?

SOLUCION:
Ambos eventos tienen la misma probabilidad de ocurrencia y ofrecen el mismo posible ingreso;
por lo tanto, se tiene que:

M1 +M2

EM)=———+
N

E(M) = 500 + 500
E(M)=166.67

’ Ejercicios de la seccion 11.5

En un juego de dos dados, la banca paga un premio de $100 por cada punto que se obten-
ga, siempre y cuando ambas caras de los dados sean iguales.

a) ;Cual es la esperanza matematica de una persona que juega?
b) ;Cudl es su esperanza matematica si el costo del boleto es de $150?
¢) ;Cual debia ser el costo del boleto para que la esperanza matematica fuese 0?

Una empresa organiza un sorteo para sus 25 clientes principales. En una urna deposi-
tan 25 papeletas con los siguientes premios: 1 premio de $50 000, 1 premio de $10 000,
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2 premios de $5 000 cada uno y 5 premios de $1000 cada uno. ;Cudl es la esperanza mate-
matica de cada participante?

Un grupo de estudiantes organiza una rifa para recabar dinero para su fiesta de gradua-
cién. Emite 1000 boletos de $50 cada uno y ofrece un premio de $10 000, uno de $5 000 y
uno de $2 500. ;Cual es la esperanza matematica de un alumno que sélo vendié 5 de los 20
boletos que se le asignaron y tuvo que pagar los restantes?

Un hombre de negocios que debe viajar en avién compra un seguro que paga $1500 000
en caso de muerte accidental, el cual lo protege durante un mes. Si la probabilidad de que
muera en ese lapso es de 0.00015, ;cual es el precio que deberia pagar por el seguro sin
considerar gastos ni utilidad de la aseguradora?

Una empresa de comunicaciones ha pagado 50 millones de délares por la construccién y
emplazamiento en drbita de un satélite espacial y decide asegurarlo contra riesgos durante
el lanzamiento. La compaiiia aseguradora estima que las probabilidades de falla en el lan-
zamiento son de 0.01 si el tiempo no es bueno. El servicio meteorolégico ha estimado en
85% las probabilidades de que el clima sea favorable. ;Cual es el precio que debe pagar la
empresa de comunicaciones por el seguro sin considerar gastos ni utilidades?

Valor actual de un pago contingente

Si pM es la esperanza matematica de que una persona reciba una cantidad de dinero en el futuro, el
valor actual de dicha esperanza suponiendo una tasa de interés i es:

pM(1+i)™"

Generalizando, si distintas cantidades de dinero M|, M,,,... M, serdn recibidas en tiempos ¢, t,,... t,
con probabilidades p,, p,.... p, el valor actual de la esperanza matematica es:

P M (1+i) "+ p, M, (14i) 2 44 p M, (1+i) ™

EJEMPLO 11.6.1

Un banco ofrece a los empleados que cumplen 5 aflos de trabajo un bono por $10 000. ;Cual es el
valor actual de la esperanza matematica de un nuevo empleado si, de acuerdo con las estadisticas
del propio banco, 40% del personal de nuevo ingreso cambia de empleo antes de cumplir 5 afios?
Se supone una tasa de interés de 10% anual efectiva.

SOLUCION:
La probabilidad p de que el nuevo empleado permanezca en el banco hasta cumplir los 5 ailos es:

p=1-¢
p=1-0.40=0.60

y la probabilidad de que se retire antes de cumplir los 5 es de 0.40 o 40%. Por lo tanto, su espe-
ranza matemdtica es

E(M)= pM =0.60(10 000) = 6 000
El valor actual de la esperanza matemadtica es:
pM(1+i)™ =6 000(1 +0.10)"°
PpM(1+i)™ = $6 000(0.620921)
pPM(Q1+i)™" =$3725.53
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EJEMPLO 11.6.2

Una empresa minera realiza inversiones en la prospeccion de una veta de la cual espera obtener
utilidades por 2 000 000 de ddlares en un plazo de 3 afos. ;Cual es el valor actual de la esperanza
matemadtica si sus estadisticas muestran que 65% de sus prospecciones resultan favorables? Se su-
pone una tasa de interés de 15%.

SOLUCION:
La esperanza matematica es:
pM =0.65(2 000 000)
pM =1 300000
El valor presente de pM es
(1+i)™ pM = (1+0.15)7(1 300 000)
(1+i)™ pM =0.657516(1 300 000) = $854 771.10

Este resultado puede interpretarse como el monto méaximo que debe invertir la empresa en sus
operaciones de exploracion.

EJEMPLO 11.6.3

Una empresa solicita al banco un préstamo y ofrece pagar $150 000 al cabo de 6 meses. Si la expe-
riencia del banco muestra que 2% de los préstamos resulta incobrable, ;cuanto dinero debe pres-
tar a la empresa con el supuesto de que la tasa de interés del mercado es de 10% semestral? ;Cudl
es la tasa de interés real que gana el banco?

SOLUCION:
a) Laesperanza matematica de recuperacién del préstamo es:
E(M)=1(0.98)(150 000)
E(M)=147 000
Su valor presente descontado a la tasa de interés del mercado es:
pM(1+i)™" =147 000(1+0.10)!
pM(1+i)™" =133 636.36

La cantidad que el banco debe prestarle a la empresa asciende a $133 636.36.
b) Sila empresa reintegra el préstamo en su totalidad, el banco habra ganado un interés de:

133 636.36 = 150 000(1+1) ™"

150 000
133636.36 =
(1+1)
150 000
A+i)=—"—
133 636.36
i=1.122449-1

i=0.122449 0 12.24%

De esta tasa 10% corresponde al interés del mercado y 2.24% cubre los riesgos de inco-
brabilidad.

EJEMPLO 11.6.4

Al cabo delos 6 meses, la empresa del ejemplo anterior pagalos $16 363.64 (150 000 — 133 636.36)
correspondientes a los intereses del préstamo, pero se declara imposibilitada para pagar el capital
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y solicita se le refinancie por un periodo similar. La experiencia de recuperacion de cartera pro-
blematica del banco se muestra en la siguiente tabla:

0% 0.05
50% 0.05
75% 0.10

100% 0.80

Sila tasa del mercado vigente es de 8% semestral, ;qué tasa debera cobrarle a la empresa para re-
documentar su operacion?

SOLUCION:
La esperanza matematica de recuperacion de la cartera E(M) = (0.05)0 + (0.05)(50%) + (0.10)
(75%) + (0.80)(100%) = 90%.

Por lo tanto, el banco debera cobrar una tasa de interés tal que:

(141)™" =(0.90)(1.08)™"

1.08
(1+i)=—
0.90
i=12-1
i=0.2020%

Como se observa, el cargo que se hace en el caso de préstamo a empresas en situacion riesgosa
puede ser muy elevado.

EJEMPLO 11.6.5

Un padre ofrece entregarle $10 000 a su hijo por cada afio que apruebe todos sus cursos univer-
sitarios. Si la carrera dura 5 afios y las estadisticas muestran que sélo 80% de los alumnos ins-
critos aprueban todas sus materias, ;cudl es la esperanza matematica del estudiante si la tasa de
interés es de 15%?

SOLUCION:

En este caso se estd en presencia de una serie de pagos iguales. Puede realizarse su sumatoria o

calcularlo como el valor actual de una anualidad simple, cierta, vencida e inmediata:
E(M)=0.80(10 000)(1 +0.15)~" +0.80(10 000)(1 + 0.15) % +...

1-(1+0.15)7

0.15
E(M)=126817.24

E(M)=8 000

’ Ejercicios de la seccion 11.6

Una compafiia de seguros promueve un “plan universitario” entre alumnos inscritos en
escuelas profesionales. Este plan ofrece pagar $100 000 a la presentacion del titulo a fin
de que el graduado cuente con una base econdmica para iniciar su vida profesional. Es
necesario calcular el precio que debe cobrar la compania sin considerar gastos ni utilida-
des, si se ha determinado que s6lo 60% de los inscritos concluyen sus estudios y, de éstos,
65% se gradua. La duracion promedio de los estudios es de 5 afos y se considera que se
requiere 1 ailo mds para que el alumno presente su tesis. La tasa promedio anual de interés
se estima en:

a) 20%, b) 30% ¢) 50 por ciento.



11.7 Tablas de mortalidad

El duefio de un equipo de futbol ofrece pagar una prima de $150 000 a cada uno de los 22
jugadores que lo integran si logran ganar el torneo anual. ;Cudl es el valor actual del com-
promiso del duefio si se estima que el equipo tiene 70% de probabilidades de coronarse al
cabo de un ano y la tasa de interés es de 20% anual?

El contrato colectivo de una empresa estipula el pago de un bono de $100 000 para cada
uno de los empleados que cumplan 30 afos de trabajo dentro de ella. Cuenta con 250 tra-
bajadores con una antigiiedad promedio de 8 afios. Se desea constituir un fondo de reserva
para hacer frente a esta obligacion y se estima que s6lo 30% de los empleados alcanzara a
cumplir los 30 afios de trabajo.

a) ;Cudnto dinero se debe depositar considerando un interés de 40% anual promedio?
b) 25%.
c) 10%.

Un banco cobra 20% de interés en préstamos con garantia hipotecaria que asegura su total
recuperacion y cobra 28% en préstamos sin garantia. ;Cual es el porcentaje estimado de
cuentas incobrables?

La compaiiia operadora de una tarjeta de crédito bancaria ha determinado la siguiente
tabla de probabilidades de recuperacion de la cartera:

0% 0.01
50% 0.04
80% 0.08
90% 0.17

100% 0.70

Sila tasa de interés para préstamos garantizados es de 35%, ;qué tasa debe cobrar a los
usuarios de la tarjeta?

Tablas de mortalidad

Una tabla de mortalidad es el registro estadistico de las muertes ocurridas en un grupo suficiente-
mente grande de personas en un periodo determinado. La poblacién que se considera es un grupo
de tenedores de pdlizas de seguro de vida y la tabla de mortalidad resultante se utiliza para calcular
las primas de este tipo de seguros. La tabla de mortalidad que se utilizara en este libro es la tabla de
mortalidad con la experiencia mexicana al ailo 2010,* que se dividide en dos partes: hombres (tabla
IT) y mujeres (tabla III).

La primera columna, “edad”, comprende desde los 0 hasta los 100 aflos, que corresponden a los
grupos que fueron objeto de estudio.

La segunda columna se denomina v . En ésta, la raiz I ha sido fijada arbitrariamente en 100 000.
Esta columna muestra el numero de personas de la base original de 100 000 que alcanzan a cumplir
la edad x.

La columna m_(columna tres) indica el nimero de muertos a la edad x; esto es, personas que
cumplieron x afios y murieron antes de cumplir x + 1 afios.

La columna cuatro, 1 000 g, se deriva de las columnas dos y tres y muestra la probabilidad que
tiene un individuo de x afios de edad de morir antes de cumplir x + 1 afios. Asi, por ejemplo, la pro-

* Adaptadas de Alejandro Mina Valdés, El Colegio de México, “La obtencion y proyeccion de tablas de mortalidad empleando
curvas Spline”, X Reunién Nacional de Investigacién Demografica en México, México, 3 a 6 de noviembre de 2010.
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babilidad de que un hombre de 25 ailos muera antes de cumplir 26 es de 1.601/1000; esto es que, de
acuerdo con las estadisticas, la probabilidad de muerte a los 25 ainos es de 0.001601.
Las columnas dos y tres (v, y m ) pueden también derivarse a partir de la columna 4y de v
Considerando las siguientes relaciones:

1% =V —m
x+1 x x

Por conveniencia, se considera que g, es igual a la unidad. Esto es, el nimero de individuos que
sobreviven mas alld de 100 afios es tan reducido que no afecta los calculos y, por lo tanto, v, , =0.

Las columnas cinco y seis D, y N, son conocidas como valores conmutados y se explicaran en
una subseccién posterior.

Para manejar las tablas de mortalidad es necesario considerar la siguiente notacién:

p, = Probabilidad de que una persona de x afios de edad sobreviva por lo menos un afio:

b, = Probabilidad de que una persona de x afios de edad sobreviva por lo menos # afios:

VX+Vl

v
x

nPy=

q, = Probabilidad de que una persona de x afios de edad muera antes de cumplir x + 1 afios:

.4, = Probabilidad de que una persona de x afios de edad muera antes de cumplir x + n afios
(qx = qu):

v
nqle_npx: *
Vx

.4, = Probabilidad de que una persona de x afios de edad muera entre las edades
(x+nyx+n+k):

_ Vx+n _Vx+n+k
k9 =
Yy

Se pide determinar la probabilidad de que:

a) Una mujer de 29 afios sobreviva al menos un ao.
b) Un hombre que celebra su 50 aniversario festeje el 51.

SoLUCION:
a) Se aplica la férmula (11.7) sustituyendo los valores correspondientes de la tabla de mortali-
dad:
Vx+1
D« "
vy, 97688
Pro =20 =22 = 0.99943730

vy 97743
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Otra forma es: P29 =1—qp9 =1-0.00055247 = 0.99944753

b) En este segundo caso se procede en forma similar:

vs, 89080
Do =L = =0.99344248
vsy 89668
Alternativamente: Pso =1— 5o = 1-0.00655752 = 0.99344248

Las diferencias que existen entre una y otra alternativa de calculo son debidas a los redondeos
en el célculo de las tablas.

Es necesario determinar la probabilidad de que un hombre de 45 anos de edad sobreviva 25 afios.
Comparar el resultado con la probabilidad de que una mujer de la misma edad sobreviva 25 afios.

SoLucION:
Aplicando la férmula (11.8):

v Viin
aly = jﬂl nPy = v
= X
2 66 056 v
b5 Pas =2 = =0.717563  _ p, =—-= 77901 _ 0 802336
v,s 92056 Vis 95971

Como puede apreciarse, una mujer de 45 afos tiene 80.23% de probabilidad de vivir hasta
los 70 afios, en tanto que un hombre de la misma edad tiene 71.76%; o sea que la mujer tiene casi
9% mas de probabilidad de alcanzar esta edad.

Se necesita determinar la probabilidad de que una mujer de 15 afios de edad muera entre los 25
y los 30 afios.

SOLUCION:
En este caso es necesario determinar las probabilidades de que viva hasta los 25 y hasta los 30
afos, y por diferencia determinar la probabilidad de que muera en ese lapso.

La probabilidad de que viva hasta los 25 afios es:

vy _ 97932

P15 =—= =0.99631717
O . 98294
La probabilidad de que viva hasta los 30 afos:
97 688
s pus =20 = 2229 99383482
vis 98294

La probabilidad de que muera entre los 25 y los 30 afios estd dada por la diferencia de pro-
babilidades p,_ y p.:

1015%s = 0.99631717—0.99383482 = 0.00248235
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Alternativamente, puede resolverse aplicando la féormula (11.11):

v -V

n\kqx _ _x+n x+n+k
VX
97 932—-97 688 244
101595 = = =0.00248235=0.25%
98 294 98 294

EJEMPLO 11.7.4

Se debe determinar la probabilidad de que un hombre de 35 afios muera antes de cumplir 40.

SoLUCION:
Aplicando la féormula (11.10) se tiene:

e = Vi = Vein
VX
Vae —V
535 = 20
Vs
94 991-93746 1245
sG55 = = =0.0131065=1.31%
94 991 94 991

Las dltimas dos columnas de las tablas IT y III, D_ y N, son lo que se conoce como valores conmu-
tados, y su proposito es abreviar algunos de los calculos necesarios para resolver las anualidades
contingentes que son el tema del siguiente y ultimo capitulo.

D_se define como:

- Py x

D, =(1+i)"v,
en donde i es la tasa de interés para calcular las anualidades y que, por consideraciones practicas, se toma
como 0.045. Se escoge este valor por ser de uso relativamente comtn en algunos calculos actuariales y

para facilitar el analisis de las anualidades contingentes. Asi, los valores conmutados de las tablas II y III
se calcularon con esta tasa, y los ejemplos en los que se utilizan también se basan en ella.

Calcular D, de la tabla IT de mortalidad masculina.

SOLUCION:
Se convino en que i = 0.045

x=20
_ -20
D,y =(1.045) v,
de la misma tabla II, en la columna correspondiente:
Vyo = 97459y
D,, =(0.414643)(97 459) = 40 410.6785

que es practicamente igual al valor que aparece en el renglén 20 de la columna D_de la tabla II.
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EJEMPLO 11.7.6
Calcular D, de la tabla III de mortalidad femenina.

SoLuCION:
x=97
Vo7, =5639
Dy,(1.045)%7 (5 639) = (0.013987)(5 639)
Dy, =78.871831

Por otro lado, se define:

N, =D, +D, ;+D,,;+-+ Dy + Dy

Calcular N, de la tabla IT sobre mortalidad masculina del apéndice.

SOLUCION:
De acuerdo con la definicién anterior:

N5 = Dys + Dyg + Do; + Dgg + Dog + Dy
Ngs =101.1+77.2+57.7+42.14+29.9+20.
Nys =328.7

que es el valor que aparece en la posicidon correspondiente en la tabla.

Como puede verse, calcular N, exigiria sumar los valores de D_desde 25 hasta 100, esto es,
76 cifras, lo cual es una labor tediosa y muy propensa a errores. Como este tipo de calculos son
necesarios en las anualidades contingentes, puede comprenderse facilmente la utilidad de estos
valores conmutados.

’ Ejercicios de la seccion 11.7

Determine la probabilidad de que un hombre y una mujer de 35 anos sobrevivan:

a) al menos un afo b) al menos 5 anos ¢) al menos 20 afos
Comente las diferencias entre los resultados.

Determine la probabilidad de que una mujer de 18 afios muera:

a) antes de cumplir 19 afios b) antes de cumplir 30 aflos ¢) antes de cumplir 60 afos
Determine la probabilidad de que una persona de 22 anos de edad muera:

a) entre los 25 ylos 30 aflos ¢) entre los 50 y los 60 afos
b) entre los 30 y los 40 afios  d) después de cumplir 60 aios

Determine la probabilidad de que un hombre de 40 afios muera:
a) alos 40 anos de edad b) alos 45 anos de edad ¢) alos 70 anos de edad
Determine en la tabla II de mortalidad masculina:

a) D, b) D,, ) Dy
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Determine en la tabla III de mortalidad femenina:
a) N, b) N, ) N,

Aplicaciones

Dado el envejecimiento que sufre la poblacién mundial, las aplicaciones de las probabilidades
y tablas de mortalidad serdn cada vez mds importantes. Sin embargo, atin son poco conocidas y me-
nos comprendidas. Se ilustrara aqui un ejemplo en el que se relacionan los conceptos de mateméticas
financieras y las tablas de mortalidad, asi como su efecto en la vida cotidiana de las personas.

Considerando que la esperanza de vida se acerca a los 80 afios y que la edad de jubilacién es de

65 afos, y que la tasa de interés efectiva anual promedio del mercado es de 5%,

a)
b)
c)

d)

Determine el monto que debera acumular una persona para que al llegar a su edad de jubilacion,
pueda disfrutar de una renta mensual de $10 000 por el periodo de los 65 a los 80 afios.
Determine el ahorro mensual que debe realizar una persona de 25 afios para acumular dicho
monto al cumplir 65 afios.

Determine el ahorro mensual que debe realizar una persona de 50 afios para acumular dicho
monto al cumplir 65 afos.

Determine la prima mensual que debe cobrar una aseguradora que ofrezca un plan de pensién
por el cual liquidara a todo hombre que cumpla 65 ailos de edad una cantidad que le permita
cobrar una mensualidad de 10 000 pesos mensuales hasta los 80 afios, sin considerar gastos ni
utilidad de la aseguradora.

Determine la prima mensual que debe cobrar una aseguradora que ofrezca un plan de pensién
por el cual liquidara a toda mujer que cumpla 65 afios de edad una cantidad que le permita co-
brar una mensualidad de 10 000 pesos mensuales hasta los 80 afos, sin considerar gastos ni uti-
lidad de la aseguradora.

Como ya se menciond, la solucién de este problema involucra tanto a las matematicas financie-

ras como a las tablas de mortalidad, como se verd a continuacion:

a)

Para determinar el monto de ahorro que debe acumular una persona para que al llegar a los 65
afos pueda disfrutar de una pensién de 10 000 mensuales por un lapso de 15 aiios, se calcula el
valor presente de una anualidad simple, cierta, vencida e inmediata:
1-(1+)™"
i
Puesto que la persona espera vivir 15 afos, recibira 180 pagos mensuales (15 afios x 12 me-
ses), de $10 000 cada uno, y se estima que la tasa de interés efectiva anual sera de 5%. Por lo tan-
to, se debe determinar la tasa de interés efectiva mensual:
i'=(1+i)’ -1
1
i'=(14+0.05)2 -1
i'=1.004074 -1
i’ =0.004074

Sustituyendo estos valores se tiene:

A=R

_ ~180
A — 10 000 L~ (1+0.004074)
0.004074
1-0.48101
A =100001=0-481017
0.004074
A= 10 0002318983

0.004074



b)

c)

11.8 Aplicaciones

A =10000(127.389028)
A=1273890.28

Asi, la cantidad que producird una renta mensual de 10 000 durante 15 afios es $1 273 890.28,
si se supone que la tasa de interés efectiva anual del mercado es de 5%. Por lo tanto, ésta es la canti-
dad que debe acumular una persona que desee obtener dicha pension en el momento de jubilarse.

La determinacion del ahorro mensual que debe realizar una persona de 25 aios para acumular
dicha cantidad, se calcula utilizando la férmula del monto de una anualidad simple, cierta, ven-
cida e inmediata:

(1+i)" -1

1

M=R

Este joven, probablemente un recién egresado de la universidad, tiene ain un periodo de
40 afos, esto es 480 meses, para integrar el monto de $1273 890.28. Si se supone que se aplica la
misma tasa de interés efectivo anual de 5% (0.4074% mensual efectivo), se tienen ya todos los
valores necesarios para sustituir en la ecuacion:

140.004074)*° —1
1273890.28=R( 0.004074)

0.004074
1273890.28 = R 0392721
0.004074
1273890.28 = R 293972
0.004074

1273890.28 = R(1 482.46)
1273890.28
P70 R

1482.46
R =859.31

Por lo tanto, $859.31 es la cantidad que debe ahorrar mensualmente el joven de 25 afios
para acumular $1273 890.28 al cumplir 65 afios, si se supone que la tasa de interés efectiva anual
del mercado es de 5%.

La determinacion del ahorro mensual que debe realizar una persona de 50 afios para acumu-
lar dicha cantidad se calcula utilizando la misma férmula del monto de una anualidad simple,
cierta, vencida e inmediata.

1+i)" -1
_ptir-1
1

M

En este caso se trata de una persona ya madura, que cuenta con un periodo de sélo 15 ailos,
esto es 180 meses, para integrar el mismo monto de $1273 890.28. Si se supone que se aplica la
misma tasa de interés efectivo anual de 5% (0.4074% mensual efectivo), se tienen ya todos los
valores necesarios para sustituir en la ecuacién:

1+0.004074)80 —1
1273890.28 =R ( )

0.004074
1273890.28 — R >:078882—1
0.004074
1273890.28 = R 078882
0.004074

1273890.28 = R(264.82)
1273890.28 _R
264.82
481040 =R
R =4810.40
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En este caso, $4 810.40 es la cantidad que debe ahorrar mensualmente la persona de 50
anos para acumular $1273 890.28 al cumplir 65 afios, si se supone que la tasa de interés efecti-
va anual del mercado es de 5%. Como puede observarse es una cantidad casi 6 veces mayor a la
que debe ahorrar la persona de 25 aiios. El efecto que tiene la acumulacién del interés es notable
y por ello se puede destacar la importancia de iniciar el ahorro para el retiro desde las primeras
etapas de la vida laboral.

La determinacién de la prima de un seguro se verd con mayor claridad en el capitulo de anuali-
dades contingentes, pero, de manera intuitiva, puede ilustrarse de la siguiente manera:

e Se calcula la probabilidad de que un hombre de 25 afos viva hasta los 65 afios, edad
a la cual estaria obligada la aseguradora a pagar la pension. Para ello se aplica la formula (11.8),
la cual nos permite determinar la probabilidad de que una persona de x afios de edad sobreviva
por lo menos # afios:

v
_ xtn
npx_

v
X

Asi, se determinard la probabilidad de que un hombre de 25 afos sobreviva hasta los 65
anos, sustituyendo los valores correspondientes de la tabla II de mortalidad masculina en esta
férmula:

_Ves
5Py ="
25
g = 7877
2P0 96 820

25 Pao = 0.77336294

Por lo tanto, la probabilidad de que un hombre de 25 afos viva hasta los 65 afios es de
77.34%. Si se supone que toda la poblacién esta asegurada, la aseguradora deberia integrar fon-
dos de reserva para pagar pensiones a no mas de 77.34% de los hombres que la integran. En
ese orden de ideas, la prima que deberia cobrar, suponiendo que no hay gastos ni utilidad para
la aseguradora, equivaldria a 77.34% de los depdsitos que deberia hacer el joven de 25 afios
que quisiera asegurar su pension para el periodo de los 65 a los 80 afos, esto es, deberia cubrir
$664.59 mensuales hasta cumplir los 65 afnos, para que posteriormente la aseguradora le entre-
gara $1273 890.28, cantidad con la que esta persona podria obtener una pensién de 10 000 pe-
sos mensuales.

Como puede observarse, el deposito que debe realizar el joven que se inicia en la carrera la-
boral es menor que si constituye su propio fondo, puesto que la aseguradora no cubrira todas las
pensiones, ya que 22.66% de la poblacién varonil morira antes de cumplir los 65 afios.

El caso de la determinacién de la prima que debe cobrarse a una mujer es similar:

e Se calcula la probabilidad de que una mujer de 25 afios viva hasta los 65 afos, edad
a la cual estaria obligada la aseguradora a pagar la pension. Para ello se aplica la férmula
(11.8), la cual nos permite determinar la probabilidad de que una persona de x aiios de edad so-
breviva por lo menos 7 afos:

Asi, se determinara la probabilidad de que una mujer de 25 afos sobreviva hasta los 65
anos, sustituyendo los valores correspondientes de la tabla III de mortalidad femenina en esta
férmula:

_Yes
5Py ="
25
5 = 34337
20T 97932

25 g = 0.861179
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Por lo tanto, la probabilidad de que una mujer de 25 afios viva hasta los 65 afios es de
86.11%, practicamente 9% superior a la de los hombres. Si se supone que toda la poblacién
estd asegurada, la aseguradora deberia integrar fondos de reserva para pagar pensiones a
86.11% de las mujeres que la integran. Entonces, la prima que deberia cobrar, suponiendo que
no hay gastos ni utilidad para la aseguradora, equivaldria a 86.11% de los depdsitos que debe-
ria hacer la joven de 25 aflos que quisiera asegurar su pensién para el periodo de los 65 a los
80 afos, esto es, deberia cubrir $740.02 mensuales hasta cumplir los 65 afos, para que poste-
riormente la aseguradora le entregara $1273 890.28, cantidad con la que esta persona podria
obtener una pension de 10 000 pesos mensuales.

Como puede observarse, el depdsito que debe realizar la joven que se inicia en la carre-
ra laboral es menor que si constituye su propio fondo, puesto que la aseguradora no cubrira
todas las pensiones, ya que 13.89% de la poblacién femenina morird antes de cumplir los 65
anos.

Uso de Excel®

En esta seccion se resuelven algunos de los ejercicios del capitulo utilizando las férmulas y funciones
de Excel®.

En el ejemplo 11.6.1 se pide determinar el valor actual de la esperanza matematica de un nuevo
empleado de un banco que ofrece un bono de $10 000 a todos los trabajadores que cumplen cinco
afos de antigiiedad. Debe considerarse que, de acuerdo con las estadisticas del propio banco, 40% del
personal de nuevo ingreso cambia de empleo antes de cumplir los cinco afios y que la tasa de interés
de mercado es de 10% anual efectiva.

Para resolver el problema se siguen los pasos que a continuacion se detallan.

a) Sedetermina la probabilidad p de que el nuevo empleado permanezca en el banco hasta cumplir
los cinco afos:

p=1l-q
p=1-0.40
p=0.60

b) Se determina el valor de la esperanza matematica a los cinco afos:

E(M)= pM
E(M)=0.60(10 000)
E(M)=6000

¢) Se determina el valor actual de la esperanza matematica utilizando la férmula de interés
compuesto:

M=C(1+i)"

C= M =M(1+i)™"
(1+i)"
Por lo tanto, para determinar el valor presente de la esperanza matematica se tiene:
C=pM@A+i)™"
C=6000(1+0.10)"
C=6000(0.620921)
C=372553

Como ya se vio, se puede hacer uso de las funciones de Excel para resolver estos problemas. La f6r-
mula para calcular el valor actual con Excel es:
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VA(tasa,nper,pago,vf,tipo)
donde:

Tasa: tasa de interés por periodo.

Nper: namero total de periodos de pago.

Pago: pago que se efecttia cada periodo.

Vf: monto o valor futuro total de una serie de pagos futuros.

Tipo: se utiliza en el caso de las anualidades para indicar si se trata de una anualidad vencida (0 u
omitido), o anticipada (1). Puesto que aqui se tiene un valor unico, no se utiliza.

Sustituyendo se tiene:
VA(0.10,5,,~6000,0)

(Cabe destacar que el valor futuro se debera capturar con signo negativo en la férmula de la funcién).
En la hoja de Excel se puede resolver por cualquiera de las tres formas que se ilustran:

A | B [ C I D |
Funcion Excel Valor Valor actual a interés
Ll Datos Actual compuesto
| 2 | =\/A(tasa,nper,pago,\f tipo) M = C(1+i)*-n
| 3 | =VA(0.10,5,,-6000,)
Utilizando referencia a
| 4 | Tasa 0.10 $3725.53 celdas
| 5 | Nper 5 =(B7*(1+B4)"-B5)
| 6 | Pago - 372553
| 7 | Monto (Valor futuro) | 6 000.00
Utilizando valores en la
| 8 | formula
| 9 | =(6000*(1+0.10)"-5)
| 9 | 372553
[ 10 ]

El valor que se obtiene es el mismo que aparece en el texto.

En el ejemplo 11.6.2 se ilustra el caso de una compania minera que realiza inversiones de pros-
peccion de una veta de la cual espera obtener utilidades por 2 000 000 de dolares en un plazo de 3
afios. Se pide determinar la esperanza matematica considerando que las estadisticas muestran que
65% de sus prospecciones resultan favorables y que la tasa de interés del mercado es de 15%.

Para resolver el problema se siguen los pasos que a continuacidn se detallan.

a) Puesto que ya se conoce que la probabilidad de éxito es de 65%, se determina el valor de la espe-
ranza matematica a tres afos, utilizando dicho valor:

E(M)=pM
E(M)=0.65(2 000 000)
E(M)=1300000

b) Se determina el valor actual de la esperanza matematica utilizando la férmula de valor actual a
interés compuesto:

c= = M +i)™
ey 0D

Por lo tanto, para determinar el valor presente de la esperanza matematica se tiene:
C=pMQA+i)™"

C=1300000(1+0.15)"
C =1300000(0.657516)
C=854771.10
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Sustituyendo en la funcion de Excel se tiene:

VA (tasa,nper,pago,vf,tipo)
VA(0.15,3,,—1 300 000,0)

(El valor futuro se debera capturar con signo negativo en la férmula de la funcién).
En la hoja de Excel® se puede resolver por cualquiera de las tres formas que se ilustran a
continuacion:

A | B | c | D |
Funcién Excel Valor Valor actual a interés
i 1 | Datos Actual compuesto
| 2 | =VA(tasa,nper,pago,vtipo) M =C{1+i)™n
3| =VA(0.15,3,,-1300000,)
Utilizando referencia a
| 4 | Tasa 0.15 | 854 771.10 | celdas
| 5 | Nper 3 =(B7*(1+B4)"-B5)
| 6 | Pago - 854 771.10
Monto (Valor
| 7 | futuro) 1300 000.00
Utilizando valores en la
8 | férmula
| 9 | =(1300000%(1+0.15)"-3)
| 8] 854 771.10
| 10 |

El valor que se obtiene es el mismo que el que aparece en el texto.

En el ejemplo 11.6.3 se pide determinar el importe que debe prestar un banco a una empresa
que tiene una capacidad de pago de $150 000 al cabo de seis meses, si las estadisticas de la institucién
de crédito muestran que 2% de los préstamos resulta incobrable y la tasa de interés del mercado es de
10% semestral.

Para resolver el problema se siguen los pasos que a continuacién se detallan.

a) Dado que 2% de los créditos no se recuperan, se infiere que 98% de ellos se recuperan. Por lo
tanto, se determina el valor de la esperanza matematica a seis meses, utilizando dicho valor.

E(M)= pM
E(M)=0.98(150 000)
E(M) =147 000

b) Se determina el valor actual de la esperanza matematica utilizando la férmula de valor actual a
interés compuesto:

c= = M +i)™
ey D

Sustituyendo, se tiene:
C=pM(1+i)™
C =147 000(1+0.10)™"

C =147 000(0.909090)
C=133636.36

Sustituyendo en la funcién de Excel se tiene:

VA(tasa,nper,pago,vf,tipo)
VA(0.10,1,, —147000,0)

(El valor futuro se debera capturar con signo negativo en la férmula de la funcién).
En la hoja de Excel® se puede resolver por cualquiera de las tres formas que se ilustran a con-
tinuacion:
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A | B | c | D |
Funcién Excel Valor Valor actual a interés
| 1 | Datos Actual compuesto
| 2 | =V A(tasa,nper,pagovftipo) M = C(1+i)"-n
| 3 | =\fA(0.10,1,,-147000,)
Utilizando referencia a
| 4 | Tasa 0.10 $133636.36 celdas
| 5 | Nper =(B7*(1+B4)"-B5)
| 6 | Pago 133 636.36
Monto (Valor
| 7 | futuro) 147 000.00
Utilizando valores en la
| 8 | formula
| 9 | =(147000%(1+0.10)*-1)
| 9 | 133 636.36
[10]

El valor que se obtiene es el mismo que el que aparece en el texto.

En el presente capitulo se introdujo el concepto de probabili-
dad matemaitica, y se dijo que si un evento tiene que resultar
de n distintas, pero igualmente posibles maneras, y si a de
esas maneras son consideradas como aciertos y f=#n — a son
consideradas como fallas, entonces la razén p = a/n se consi-
dera como la probabilidad matemdtica de acierto.

Por otro lado, se dijo que la probabilidad estadistica es la
razén a/n determinada como resultado de la observaciéon y
registro estadistico de n eventos de los cuales a fueron consi-
derados como aciertos.

Al trabajar eventos y probabilidades es necesario dis-
tinguir entre los eventos mutuamente excluyentes que son
aquellos en los que la ocurrencia de uno inhibe totalmente
la ocurrencia de los otros, y los eventos independientes, que

Comprobacion del capitulo

Si ha leido el capitulo completo, el lector debe:

o Definir la probabilidad matematica.

o Definir la probabilidad estadistica.

 Explicar la diferencia entre una y otra.

o Distinguir entre eventos mutuamente excluyentes y
eventos independientes.

« Realizar calculos elementales que involucren el uso de
probabilidades.

o Comprender el concepto de esperanza matemdtica.

son aquellos en los que la ocurrencia de un evento no afecta
la de los demas.

Se introdujo asimismo el concepto de pago contingente
como aquel cuya liquidacién esta sujeta a la ocurrencia de
un evento E que tiene probabilidad p de ocurrir.

Se afirmé que la esperanza matematica es el producto re-
sultante de multiplicar un monto M que se espera recibir por
la probabilidad de recibirlo.

Finalmente, se definieron las tablas de mortalidad como
aquellas que registran el numero de muertos por grupo de
edad observadas en una base numerosa de poblacion que
son utilizadas para calcular las primas que deben pagarse al
adquirir seguros de vida.

« Calcular la esperanza matematica.

o Definir lo que es una tabla de mortalidad.

o Realizar cilculos de probabilidad de vida o muerte auxi-
liandose de una tabla de mortalidad.

o Realizar célculos de probabilidad de vida o muerte me-
diante el empleo de la hoja de calculo de Microsoft®
Excel®.
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() Términosy conceptos importantes

« Probabilidad estadistica
« Probabilidad matematica
o Tabla de mortalidad

« Esperanza matemadtica

» Eventos mutuamente excluyentes
« Eventos independientes

» Pagos contingentes

\ Férmulas importantes

__ 49 _4a _my

p_a+f_n qx_z

q= f :i q.=1- p _ Y TV
a+f n nx nPx v,

p=1-q

g=1-p il = xtn " x+ntk

p(E;0Eyo...E,) = p(E,)+ p(E,)+---+ p(E,)
p(Eyy Eyy...E,) = p(E) xp(E,)x---x p(E,)

Ejercicios complementarios

D, =(1+i)*v,

N, =D,+D,;;+D, 4+ Dgg+ Dy

1. En una caja se depositan 8 bolas blancas, 10 bolas negras
y 4 bolas rojas. Determine las probabilidades de:

a) sacar una bola roja en la primera extraccion.

b) extraer dos bolas blancas consecutivas (sin reem-
plazo).

c) sacar dosbolasblancas consecutivas (con reemplazo).

d) extraer una bola blanca, una bola negra y una bola
roja en forma consecutiva (sin reemplazo).

e) sacar una bola que no sea negra.

2. ;Cuadl es la probabilidad de que de una baraja ordinaria
(de 52 naipes) se extraiga:
a) un par de ases en 2 extracciones consecutivas?
b) un par en 2 extracciones consecutivas?
¢) una tercia en 3 extracciones consecutivas?
d) una tercia y un par en 5 extracciones consecutivas?

3. Una ruleta comprende los nimeros del 1 al 36 mas el
00. ;Cual es la probabilidad de que el numero sorteado
sea:

a) impar?

b) mayor que 20?

¢) par mayor que 10?
d) multiplo de 5?

. En una escuela primaria se detecté que 1480 de sus

3200 alumnos padecen caries. Si una escuela vecina
alberga 2 650 nifos, estime el numero de ellos que ten-
dran caries.

. Estudios médicos han demostrado que 80% de las per-

sonas que fuman diariamente contraen enfermedades
cronicas del aparato respiratorio. Si en una universidad
42% de sus 16 000 estudiantes fuman cotidianamente,
determine el nimero que adquirira enfermedades cro-
nicas del aparato respiratorio a causa del tabaco.

. En un juego de dados, la banca paga 10 a 1 al que acierte

la suma de los puntos de los dos dados, reservandose
para si el nimero 7. Determine la esperanza matematica
de una persona que apuesta $1 000 al:

a) 12 b) 6 c) 3
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7.

10.

11.

12.

13.

14.
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Una persona apuesta $250 al triunfo del equipo local en
el juego de futbol de la semana. ;Cudl es su esperanza
matematica si el conjunto ha ganado 8 de los 14 encuen-
tros que ha jugado como local?

En un juego de beisbol, un fanatico apuesta $100 a que
su favorito ganara los 3 juegos de una serie. ;Cual es su
esperanza matematica si en cada juego el equipo tiene
20% de probabilidades de perder?

El tercer hijo de los reyes de un pequefio pais heredard la
corona y $500 millones en el caso de que sus hermanos
muriesen antes de cumplir 21 afios. Si el mayor tiene 15
anos, el mediano 12 y el mds pequeio 10, scual es su
esperanza matematica considerando que las probabili-
dades de muerte del primero son de 0.05 y del segundo
de 0.04?

Juan y Carlos apuestan en un juego de cartas. Juan ga-
nard si la primera carta que aparezca es un rey, mientras
que ganara Carlos si aparece primero un diamante (a
excepcion del rey). ;Cudnto debe apostar Carlos para
que el juego sea equitativo si Juan apost6é $1000?

Un padre deja a sus hijos de 14 y 10 afios de edad una
herencia por $300 000 y $250 000 respectivamente, las
cuales les seran entregadas cuando cumplan 18 afos. El
dinero se deposita en una cuenta bancaria que paga 20%
de interés anual. ;Cuadl es la esperanza matematica de
cada uno de los hijos si la probabilidad de morir antes
delos 18 anos es de 0.0095 para el primero y 0.0120 para
el segundo, y la tasa de interés del mercado es de 15%
anual?

Una persona de 65 afos cuya salud es muy delicada
desea adquirir un seguro que le garantice una renta de
$250 000 al aflo mientras viva. Sus posibilidades de su-
pervivencia son las siguientes:

1 0.60
2 0.40
3 0.20
4 0.00
Sila tasa de interés es de 20% anual, ;cudl es el valor ac-

tual de los pagos? ;Cudl serd el costo del seguro sin con-
siderar gastos ni utilidades?

Una persona de 30 aflos compra un seguro de vida por
$750 000 que lo protege durante un afo. Si la probabi-
lidad de muerte a los 30 afos es de 0.00239 y la tasa de
interés es de 18%, ;cudl es el precio que debe pagar sin
considerar gastos ni utilidades?

Un banco estima en 2% su porcentaje de cuentas inco-
brables. ;Qué tasa de interés debe cobrar a una empresa

20.

21.

que le solicita un préstamo si la tasa de mercado es de
25%?

. La tasa de interés para créditos garantizados que cobra

un banco a sus clientes es de 20%. ;Cudl es el porcentaje
de cuentas incobrables que maneja si a los créditos no
garantizados les carga 25% de interés?

. Una rama industrial se ha visto seriamente afectada por

la situacién econémica prevaleciente, y su porcentaje de
cuentas incobrables se ha incrementado. ;Cual es dicho
porcentaje si el banco del ejemplo anterior cobra 28% de
interés a las empresas de dicho sector?

. Una compaiiia hipotecaria ha determinado la siguiente

tabla de probabilidades de recuperacion de préstamos:

0% 0.00
50% 0.01
75% 0.04
90% 0.05

100% 0.90

;Qué tasa debe cobrar a los solicitantes de préstamos si
la tasa de interés del mercado es de 14%?

. ;Cudl es el precio de una obligacién con valor de $1000

cuyo valor de redencién a 5 aflos es de $1020, si paga
interés de 18% convertible trimestralmente y existe una
probabilidad de quiebra de 0.1% en cualquiera de los
periodos de pago?

. Carolina cumplié 18 afios al ingresar a la universidad.

Determine la probabilidad de que:

a) fallezca en el lapso de 5 anos que dura su carrera.

b) fallezca antes de cumplir 2 afos.

c) celebre con sus condiscipulos el 100. aniversario de
su graduacion. Utilice las tablas de experiencia mexi-
cana que aparecen en el apéndice (tablas II y III).

El padre de Carolina tenia 50 afios al entrar ella a la uni-
versidad. Determine la probabilidad de que:

a) esté vivo para asistir a la graduacién de su hija.

b) fallezca el afio de la graduacién de su hija.

Si la generacién de Carolina esta formada por 160 per-
sonas de 18 aflos, 200 de 19y 120 de 20 ailos, determine
de acuerdo con las probabilidades de vida:

a) El namero de los que estaran vivos para la fiesta de
graduacion.

b) Los que celebraran los 10 afios de la terminacion de
la carrera.

¢) Los que celebraran los 25 afios.

d) Los que celebraran los 50 afios.



Concepto de probabilidad

« Publicacion de la serie “Desarrollo del pensamiento
matematico” avalada por la UNESCO, que contiene una
introduccion didéctica a la probabilidad.

Definicién de probabilidad y algunos otros conceptos
importantes. Ademas, se presentan diversos ejerci-
cios importantes relacionados con el tema.

Documento que contiene una introduccién detallada a la
estadistica y a la probabilidad.

Presentacion en linea con una introduccion a la probabili-
dad y la estadistica.

« Publicacion de la serie “Desarrollo del pensamiento
matematico” avalada por la UNESCO, que contiene una
didactica introduccion a la estadistica.

Probabilidad matematica

Informacion y algunos ejemplos interesantes acerca de
este tipo de probabilidad.

« Video que presenta una introduccion a la probabilidad
matemitica.

Probabilidad estadistica

Introduccion a la estadistica descriptiva y probabilidad.

« Pagina que ofrece acceso a diversos videos que com-
plementan la ensefianza presencial de la probabilidad y
estadistica.

Esperanza matematica

o Introduccién a la esperanza matematica.

Mateméticas en internet. Probabilidad y tablas de mortalidad 369

o Ejemplo de esperanza matemadtica aplicada a las loterias.

« Ejercicios que involucran el calculo de la esperanza mate-
mitica.

o Aplicacion del concepto de esperanza matematica a los
juegos de azar.

« Video que contiene una introduccién a la esperanza
matemadtica.

« Video que presenta la aplicacion de la esperanza matema-
tica a la especulacion en la compra y venta de divisas.

Valor actual de un pago
contingente

« Pagina que contiene informacion para reflexionar sobre el
retiro, fondos de retiro y planes de pensiones.

o Planes de pensiones en una casa de bolsa en México.

Tablas de mortalidad

« Introduccién a las tablas de mortalidad.

« Contiene informacidn sobre los indices de mortalidad
de algunos paises de Latinoamérica, entre ellos México.
Ademas, se presentan datos de varios aflos anteriores para
hombres y mujeres. Sin duda alguna, es una base de datos
muy completa.






CAPITULO

Anualidades
contingentes

TEMARIO

12.1
12.2
12.3
12.4
12.5
12.6
12.7
12.8

Introduccién

Valor actual de un dotal puro
Anualidades vitalicias vencidas
Anualidades vitalicias anticipadas
Anualidades vitalicias diferidas
Anualidades contingentes temporales
Aplicaciones

Resumen

OBJETIVOS

Al finalizar el estudio del presente capitulo, el lector sera

capaz de:

e Definiry explicar cada una de las anualidades que se
mencionan en el temario

e |dentificar situaciones en las que se puedan aplicar estos
conceptos

e Plantear y resolver problemas que impliquen la resolucién
de los diversos casos de anualidades que se presentan en el
capitulo
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CAPITULO 12  Anualidades contingentes

Introduccioén

Como se vio antes, una anualidad contingente es aquella en la que su fecha de inicio o la de termina-
cién, o ambas, dependen de algtin suceso que se sabe va a ocurrir, pero no se sabe cuando.

Un ejemplo muy comun de este tipo de anualidad seria el pago de una pensién a un cényuge por
motivo del fallecimiento del otro. Otro ejemplo seria el pago de una pension a un trabajador que se
jubila; se le paga cierta cantidad periddica mientras vive.

Una renta vitalicia es una anualidad que se paga a una persona a partir de cierta fecha y mientras
vive, y se le podria denominar anualidad vitalicia.

Una anualidad contingente temporal es aquella en la que se paga un nimero fijo de rentas, a
diferencia de una renta durante todo el tiempo que la persona viva.

Un dotal puro es un compromiso de pagar a una persona determinada cantidad en una fecha
futura, siempre y cuando esté viva para recibirla. La constitucion de fondos de pensiones para que las
personas ahorren en ellos y constituyan capitales que puedan asegurarles pensiones vitalicias a partir
del momento de su retiro, agrega especial interés a los conceptos que se presentan en este capitulo.

Son muy numerosas las aplicaciones y variaciones de las anualidades contingentes y, de hecho, su
estudio exhaustivo compete al drea del célculo actuarial. Para los propdsitos de este libro, se ilustraran
solo algunos de los principales tipos de anualidades contingentes y, para hacerlo, conviene comenzar
con la explicacion del concepto del valor actual de un dotal puro.

Valor actual de un dotal puro

Un dotal puro es una promesa de pagar una cantidad determinada en una fecha futura, si el benefi-
ciario continta con vida.
Ya vimos que el valor actual de una cantidad pagadera a futuro estd dado por

C=MQ1+i)™"

El valor actual de $500 000 pagaderos dentro de 5 afios a 8% efectivo anual es:

C =500000(1.08)°
C =500000(0.680583197) = $340 291.60

Por otro lado, la probabilidad de que una persona que tiene x afios de edad permanezca viva
alos x + n anos esta dado por:

VX+11

nPx =

1%
x

;Cudl es la probabilidad de que un hombre que tiene ahora 54 afos de edad llegue a los 59?

SOLUCION: v, =V, =87048
Voon=Vsg =71631
71631
L P, =———=0.822891
87 048

Combinando los resultados de los ejemplos 2.1 y 2.2:

M(1+i), p, =340291.60(0.822891)
M(1+i),p, =280022.83



12.2 Valor actual de un dotal puro

Seria el valor actual de $500 000, pagaderos dentro de 5 afios a una persona que actualmente
tiene 54 afos, si llega a la edad de 59 afios.

Conviene hacer hincapié en el significado de los calculos anteriores. Se puede decir que el valor
actual de un dotal puro es el valor actual de la cantidad multiplicado por la probabilidad de que el
beneficiario cobre el dotal (la probabilidad de que esté vivo para cobrar).

Es comun representar por medio del simbolo E el valor actual de un dotal puro de $1, pagadero
a una persona que tenga ahora la edad x, y alcance la edad de x + n para cobrar.

Utilizando esa notacion: Y
JE =+ =0

v
x

571631

Y en el ejemplo seria: E_ =(1.08)" = 0.560046
no—x 48

Y el valor actual del dotal de $500 000 es,
C =500 000(0.560046) = $208 022.83

Asi, se podria plantear el valor actual de un dotal puro de $M a futuro como:
C=M ,E,
VX +n
C=MQA+i)y"—

V.X

Se introduce el simbolo E_porque resulta conveniente para el analisis de las anualidades
vitalicias.

Por otro lado, aunque se pueden manejar anualidades contingentes mensuales, semestrales, etc.,
s6lo nos ocuparemos de las que tienen plazo anual.

Con respecto a la tasa de interés y considerando que las tasas reales que se manejan en el medio de
los seguros son de cuando mucho 4.5%, utilizaremos esta tasa en lo que resta del capitulo para simpli-
ficar el analisis; los valores conmutados de las tablas II y III del final del libro se construyeron con ella.

Es facil encontrar el valor actual de anualidades contingentes con otras tasas si simplemente se
incluye el valor pertinente.

;Cudl es el valor actual de un dotal puro de $1000 000 pagadero a una mujer de 25 ailos si vive
para cumplir 65 afios, cuando el interés es de 4.5% anual?

SOLUCION: M =1000 000
x =25
n+x =65
i =0.045
De la tabla III, al igual que antes;
Vys = 97932
Ves = 84337
(::1000000(1.045)’40§é§§z
97932
=1000000(0.1719287011)(0.86117919)

=$148 061.42

EJEMPLO 12.2.4

;Cual es el valor actual de un dotal puro de $250 000 pagadero a un hombre cuando cumpla los
40 anos, si ahora tiene 32 y el interés es de 4.5% anual?
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SOLUCION: M =250000
x =32
n+x =40
i =0.045
De la tabla II: v, =v,, =95608

v, = 93746

93746
C =250000(1.045)% ———
95608

=250000(0.703185127)(0.98052464)
=$172372.59

Si el valor actual de un dotal puro pagadero a una mujer de 47 afios al cumplir los 65 aflos es de
$2 321 933, calcular el valor a futuro.

SOLUCION: C =2321933
x =47
n+x =65
v v, 84337
2321933=ME =M-—"""=M-S=M—""
95507
1)x V47
De donde,
2321 933(95507)
M:—
84 337
M =$2629 461

EJEMPLO 12.2.6

;Cudl seria el valor del dotal puro del ejemplo 12.2.4 si la persona involucrada fuera una mujer
en vez de un hombre?

SOLUCION:
Aqui el monto seria igual: $250 000, pero cambiarian tanto v,, como v, , de la siguiente manera:

¢ 96814

C=250000(1.045)" =250000(0.703185127)(0.99228223)
97 567

C=$174439.53

Se observa que esta cantidad es superior al correspondiente valor del dotal para un hombre, que
fue de $172 372.59, lo cual se debe, por supuesto, a que el cociente entre V,, ¥ V5, €S mayor en el
caso de la mujer, lo cual, a su vez, se debe a la mayor longevidad promedio de las mujeres mexi-
canas, como sucede en casi todos los paises del mundo.

Anualidades vitalicias vencidas

Es el caso de pagos de una renta de por vida a una persona con x afios de edad. Como es una anuali-
dad vencida, el primer pago de la renta se hace cuando el rentista tiene x +1 afos, el segundo cuando
tiene x + 2 afos, y asi sucesivamente mientras esté vivo. En forma gréfica:



12.3 Anualidades vitalicias vencidas

X x+1 x+2 x+3 x+4 x+5 x+6 96 97 98 99 100

+
| | | | | |
I 1 1 1 1 1
R R R R R R R R R R R
Alternativamente, podemos considerar que una anualidad vitalicia es un conjunto de dotales puros
Y, por ello, el valor actual de una anualidad contingente puede contemplarse como la suma de los va-
lores actuales de cada uno de esos dotales.

Si suponemos, para facilitar la exposicion, que el monto de cada una de las rentas de la anua-

lidad o, lo que es lo mismo, cada uno de los dotales puros, tiene un valor de $1, la situacién podria
representarse graficamente como:

X x+1 x+2 x+3 x+4 96 97 98 99 100

$1 $1 $1 $1 $1 $1 $1 $1 $1

Si, por otro lado, denotamos por a_el valor actual de una anualidad vitalicia ordinaria de $1 por
afio, para una persona de edad x y, dado que hemos utilizado el simbolo E_para representar el valor
actual de un dotal puro unitario, el valor actual de la anualidad seria:

a = E +,E +.E + E +-- hastael final de la tabla (x = 100)

E =(1+i)" Vitn
Y como n x—( +i) " —
VX
Entonces o1 Va1 o2 V2
a, =1+i) ——+1+i)F 4+ vy
v v
x x
._1 '_2
I O T et

a
X

VX

Sila persona tiene, por ejemplo, 30 aflos de edad, el numerador de esta tltima expresion incluye
70 términos y su evaluacién es evidentemente muy tediosa. Es en este punto donde se pueden utili-
zar las tablas de valores conmutados para simplificar los calculos. Los valores conmutados aparecen
en las tablas IT y III al final del libro. Como se vio en el capitulo anterior:

D, =(1+i)*v,
N =D +D_ +D ,+--+D

2 100

+o

2

Si _ (1+i)7lvx+1+(1+i)7zvx+ 100

ax

v
X

Para simplificar esta expresion, debemos multiplicar tanto el numerador como el denominador por
(1 + i)™y obtenemos

N—x—1 N—x—2
_(1+1) Ty Q)T T et

x+2 100
a,= N—
1+i)y v
X
D D D gt
a, = 5
X
Nx+1
a =

375
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Por su parte, el valor actual C de una anualidad vitalicia vencida de $R anuales, pagaderos a

una persona de edad x es:
C=Ra,

Ademas, al valor actual de una anualidad contingente (vencida, anticipada o diferida) se
le conoce como prima neta unica, ya que, evidentemente, tiene amplia aplicacion en el 4rea de
seguros.

;Cudl es la prima neta unica de una anualidad vencida de $150 000 anuales pagadera a una mujer
de 40 afios, si el interés es de 4.5% anual?

SOLUCION: R =150000
i=0.045
x =40
C=R a,

Nx+1
C=150 OOOTy, de la tabla III

X

292 420.0
16645.1
C =150000 (17.56793291)
C=$2635189.94

C =150000

El sefior Lopez tiene 58 afios de edad y va a jubilarse. La empresa debe pagarle, de acuerdo con su
plan de pensiones, $60 000 anuales vencidos durante el tiempo que viva. Calcular qué pago tinico
realizado en el momento de jubilarse seria equivalente a los pagos anuales.

SOLUCION: R =60000
i=0.045
x=58

N N
C=R—"1 =60000—
Dx D58
81183.3
6507.7

C=4$748 497.63

C=60000

El valor actual de una anualidad vitalicia pagadera a una mujer de 54 afios es de $500 000.
Calcular el valor del pago anual.

SOLUCION: C =500 000
x =54



12.4 Anualidades vitalicias anticipadas

C _ R x+1
D
X
N, 124797.
500000=R—5 =R 1247975
D, 8636.5
R 500000(8 636.5) _ 34600.06
124797.5

Anualidades vitalicias anticipadas

Una anualidad vitalicia anticipada es un conjunto de pagos (anuales en el caso de este libro) pagade-
ros a una persona de x afios de edad mientras vive. Como los pagos se hacen al principio de cada ario,
la anualidad es anticipada. Graficamente:

3 x+4 96 97 98 99 100

2 x4+

| | | |
T T T 1
R R R R R R R

x+1 x

+ +
| |
I I
R R

= TR

Su valor actual es también la suma de los valores actuales de un conjunto de dotales puros; en este
caso, también para simplificar el anélisis, supondremos un pago anual de $1 por anticipado y utiliza-
remos el simbolo é_para denotar el valor actual de una anualidad vitalicia anticipada de $1 anuales
a una persona de edad x, pagadera mientras viva.

Como el primer pago se hace en el momento de realizar la operacion, y como se le paga en tanto
viva, el valor actual de esta anualidad es un pago en el momento de formalizar la operacién mas el
valor actual de una anualidad contingente vencida y unitaria, o

i =1+a
X X

x+1

Sustituyendo a, = tenemos

X

N D +N,

dx=1+ x+1:
D D
X X
D +D +D +D + ...
i = x Tl T2 ah3 (hasta el final de la tabla)
Dx
N
G =—*
D

EJEMPLO 12.4.1

Encontrar el valor actual (o prima neta inica) de una anualidad de $1 anuales pagaderos por an-
ticipado a un hombre de 65 afios de edad, a 4.5% de interés anual.

SOLUCION: C=1
i=0.045
X =65
. N,
a =
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De la tabla II del apéndice: N, =491574
D, = 42834
49157.4
g = =11.47625718
42834

Ahora, de manera similar al caso de las anualidades vencidas, el valor actual de una anualidad
vitalicia anticipada con el valor de $R es:

C=Rd,
N

C=R—*
D

Y, al igual que antes, en este caso a C se le denomina prima neta vinica.

EJEMPLO 12.4.2

Determinar la prima neta tinica de una anualidad anticipada de $240 000, pagadera a una mujer

de 35 anos de edad.

SOLUCION: R=240000
i=0.045
x=35

N, = 404564.3

D,, =208536.6
404564.3
20856.6

C=$4655381.61

C=240000

Anualidades vitalicias diferidas

Este seria el caso de una anualidad pagadera a una persona de x afios de edad, pero posponiendo el
inicio del pago durante k aflos. Se pueden presentar dos casos:

a) Que el primer pago se haga unos afios después de expirar el periodo de aplazamiento (k), en
cuyo caso tendriamos una anualidad vitalicia diferida vencida.

b) Queel primer pago se haga en el momento de expirar el periodo de aplazamiento. En este caso
se estd en presencia de una anualidad vitalicia diferida anticipada.

Analizaremos los dos casos en forma separada:

A una persona de edad x se le va a pagar una anualidad de $1 anual. El primer pago se realizara
después de k afos y, como se trata de una anualidad vencida, se hace un afio después de vencer el
periodo de aplazamiento, o sea el afio k + 1. Ademads, seguiremos utilizando la tasa de 4.5%. Se utiliza
el simbolo ,|a_para denotar el valor actual (prima neta inica) de una anualidad vitalicia vencida de
$1, diferida durante k afios. Tenemos entonces que:
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E +,,,E +, ;E + .. (hastaelfinal dela tabla)

k+17x
klax=

Vx

y(k+2),,

(1+i)"k+Dy +(1+i + ... (hasta el final de la tabla)

x+k+1 x+k+2

VX

Multiplicando tanto el numerador como el denominador de la expresidn anterior por (1 + i)™

) _(1+i)’(“k“)vx+k+l+(1+i)’(’”k*2)vx+k+2+...
K (1+i) ¥,
D . y.1+D, ., +D 5+ ... (hastaelfinal dela tabla)
DJC
N
Por lo que, k|ax:Lk“
D

X

;Cuadl es la prima neta tnica de una anualidad vitalicia vencida de $1 pagadera a una mujer de 40
afios si el primer pago debe hacerse cuando esta persona tenga 60 afos?

SOLUCION: x=40
k=20
R=1
N N,, 811824
ol gy = — KL e 2202y 87725517
D, D, 166451

De nueva cuenta, el valor actual de una anualidad vitalicia vencida de $R anuales, pagadera a
una persona de edad x y diferida durante k afios es:

C=R]a,
C_RNx+k+1
D

X

Determinar la prima neta tinica de una anualidad de $125 000 anuales pagaderos a un hombre de
48 anos, si el primer pago debe realizarse dentro de 15 afios.

SOLUCION:

Observe que, en este caso, cuando se especifica que el primer pago debe hacerse dentro de 15
afios, no se sabe en realidad si la anualidad es anticipada o vencida pero, al saber que el primer
pago se realizara dentro de 15 aflos y que k + 1 = 15, se puede determinar el valor actual si se con-
sidera la operacién como una anualidad vencida con:

R=125000
x=48
k=14
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N N,
v C=125000——*1 _125000 —
D48 D48
C — 125,000 383806
10968.6
C =125000(5.34075452)
C=667594.31

Como se vio al principio de la seccion, en este tipo de anualidades el primer pago se hace el dia en
que vence el periodo de aplazamiento o diferimiento. Del desarrollo anterior, es facil comprobar que
el valor actual de una anualidad vitalicia anticipada de $1 y diferida durante k afios es:

x+k

D

X

k|ax:

Encontrar el valor actual de una anualidad vitalicia anticipada de $1 pagadera a un hombre de 35
afios de edad si se aplaza 10 afios.

, . Nisss N 2121525
SOLUCION: 1ol dss = =45 L0808
D, D, 203522

=10.42405735

También, y a semejanza del caso vencido, el valor actual de una anualidad vitalicia anticipada de
$R, diferida durante k anos, es:

C= Rk|dx
N
C= R"i”‘
D

X

EJEMPLO 12.5.4

;Cudl es la prima de una anualidad vitalicia anticipada de $300 000 pagadera a una mujer de 50
afos de edad y diferida durante 5 afios?

SOLUCION: R =$300000
k=5
x =50
N, N,
C =300000—2"> = 30000035
50 50

109496.9
C =300000 ————— |=300000(11.030099)
9927.1

C =$3309029.83
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Anualidades contingentes temporales

Son anualidades que se pagan durante un nimero especificado de periodos que termina al cubrir
este nimero de pagos (aunque el rentista siga vivo) o a su muerte, si ésta ocurre antes de cubrir todos
los pagos.

EJEMPLO 12.6.1

Sele va a pagar a una persona de 50 afios de edad una anualidad de $1, durante 15 afios. ;Cual es
el valor de la prima neta nica?
Para ilustrar el caso:

50 51 52 53 64 65 66 67 068 97 98 99 100

A B

Si consideramos la parte A del diagrama anterior, tenemos la anualidad contingente temporal
propuesta en el ejemplo. Si afiadimos la parte B tenemos una anualidad vitalicia vencida, que ya
analizamos. Es posible apreciar que dicha parte B puede considerarse como una anualidad vitali-
cia vencida diferida durante # afios (n es el nimero de pagos de la anualidad temporal). De esto se
puede considerar que la anualidad contingente temporal es igual a una anualidad vitalicia vencida
menos una anualidad vitalicia vencida diferida » afios. En el caso de una anualidad de $1 y utili-
zando el simbolo a_ para denotar el valor actual de una anualidad temporal de $1 pagadera a una
persona con x aios de edad durante # afios, tenemos:

axn = aX _Vl |ax

N
y recordando que a, = —xrl
D
X
x+n+1
’ A=)
X
_ Nx+1 Nx+n+1
xn D
X
y C_RNX+1_Nx+n+l
D

EJEMPLO 12.6.2

Se le va a pagar a una mujer de 45 afios de edad una anualidad contingente temporal vencida de
$80 000 durante 10 afos. ;Cual es su prima neta inica?

SOLUCION: R=80000
x=45
n=10

219694.8—-116577.1
18222.3

N, -N,
C=Ra_, =80000—*——>25=80000
45
C=$452709.92
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En este caso, el primer pago se hace al principio del primer periodo de pago. También, de los desa-
rrollos anteriores se deduce que el valor actual o prima neta unica de este tipo de anualidades estd
dado por:

de donde C=R

EJEMPLO 12.6.3

El sefor Torres, de 65 afos de edad, va a recibir una anualidad anticipada de $50 000 durante 10
afios, siempre y cuando permanezca vivo para cobrarla. Se debe calcular su prima neta tnica.

SOLUCION: R=50000
x=65
n=10

49157.4-17296.8
42834
C=$371907.83

C=50000

’ Ejercicios del capitulo 12

sQué es una anualidad contingente?

sQué es un dotal puro?

sQué es una prima neta tinica?

Calcule el valor actual de un dotal puro de $2 000 000 pagadero a una mujer de 55 afios,
si vive a los 75 afos. (Utilice 4.5 como porcentaje anual, segiin se convino para todos los
ejemplos).

El valor actual de un dotal puro pagadero a una mujer de 40 afios si vive para cumplir 60
afos asciende a $500 000. ;Cual es el valor a futuro del dotal?

sQué es una anualidad vitalicia?

Explique la diferencia que existe entre las anualidades vitalicias vencidas y las anti—
cipadas.

Calcule la prima neta unica de una anualidad vitalicia vencida de $7 000, pagadera a una
mujer de 38 anos de edad.

;Qué anualidad vitalicia vencida anual, pagadera a un hombre de 69 afios, equivale a una
prima neta tnica de $250 000?

Calcule la prima neta unica de una anualidad vitalicia anticipada de $80 000 anuales, pa-
gadera a una mujer de 75 afios.

Un hombre de 60 afios va a recibir una anualidad vitalicia vencida de $30 000. ; Qué canti-
dad anual recibiria si la anualidad se convirtiera en anticipada?

sQué es una anualidad vitalicia diferida?

sCudl es el valor actual de una anualidad vitalicia vencida de $75 000, pagadera a una mu-
jer de 52 aiios si se difiere durante 10 aflos?
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Calcule el valor actual de la anualidad del ejemplo anterior, si se le considera adelan—
tada.

El valor actual de una anualidad vitalicia anticipada, pagadera a un hombre de 45 afios y
diferida durante 6 afios es de $7 500. ;Cual es el valor del pago anual?

+Qué es una anualidad contingente temporal anticipada?

+Qué es una anualidad contingente temporal vencida?

El sefior Garcia, de 63 afios, puede recibir hoy como pago por jubilacién la cantidad de
$300 000. También puede optar por recibir una anualidad contingente temporal durante 5
afnos, a 4.5% anual. ;Cudl debe ser el importe de los pagos anuales que recibira?

+Cudl es el valor actual de una anualidad contingente vencida pagadera durante 15 afios a
una mujer de 48 anos, si el pago anual es de $150 000?

Aplicaciones

Consultando el sitio de una aseguradora mexicana, se encontraron los siguientes tipos de segu-
ros de vida individual:

1. Temporal. Si el asegurado fallece durante la vigencia del seguro establecida en el contrato, la
aseguradora paga la suma asegurada contratada a los beneficiarios designados.

2. Dotal ahorro. Si el asegurado sobrevive al término de la vigencia del seguro, la empresa le paga
la suma asegurada contratada. En caso de fallecimiento antes del término de la vigencia, paga a
los beneficiarios, lo que resulte mayor entre el monto de las primas pagadas o su valor en efec-
tivo. Tiene las opciones descritas en 3 y 4.

3. Dotal mixto. Si el asegurado fallece durante la vigencia del seguro, la empresa paga la suma
asegurada contratada mas 10% adicional. En caso de que el asegurado sobreviva al término de
la vigencia del seguro, la compaiiia le paga la suma asegurada contratada.

Las tres opciones anteriores tienen diversas coberturas adicionales como pagos por muer-
te accidental o invalidez. Tienen, ademas, las siguientes opciones de contratacion:

» Plazosa5, 10, 15y 20 afios.
+ Pagos en forma mensual, trimestral, semestral o anual.
« En moneda dolares, Udis o pesos.

4. Vitalicio. Ofrece proteccion garantizada de por vida. La empresa paga la suma asegurada con-
tratada a los beneficiarios asignados al ocurrir el fallecimiento del asegurado. Tiene las si-
guientes opciones de contratacion:

+ Individual o mancomunada.
+ Pagos en forma mensual, trimestral, semestral o anual.
« En moneda dolares, Udis o pesos.

Cuando se solicité informacion sobre un seguro de vida para una mujer de 70 aflos de edad a una
empresa aseguradora mexicana, hacia principios de octubre de 2006, se obtuvieron los siguien-
tes datos:

Datos del asegurado propuesto:

Fecha de nacimiento: 01/01/1936
Edad: 70
Sexo: Femenino

Fumador: No
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Coberturas:
[x] BASICA (obligatoria)

] MUERTE ACCIDENTAL Y PERDIDAS ORGANICAS (obligatoria)
[ ] INVALIDEZ TOTAL Y PERMANENTE (opcional)
] GASTOS FUNERARIOS (obligatoria). Suma asegurada de $20000.00, aplica para titular,

conyuge e hijos
[x] ASISTENCIA MEDICA (obligatoria)
[x] ASISTENCIA LEGAL (obligatoria), aplica para titular, cdnyuge e hijos

Esta cotizacion incluye:

Descuento de 5 afios de edad en el costo de la prima (NO FUMAR, POR SER MUJER)
Descuento promocional (*):

Mensual. Unicamente paga 11 mensualidades
Anual. 8.33% de descuento en la prima total

Prima segun forma de pago:

$500000 $2119.67* $6281.03 $12332.86 $21797.97*
$450000 $1923.31* $5699.21 $11190.57 $19779.47*
$400000 $1726.94* $5117.38 $10048.28 $17760.97*
$350000 $1530.58* $4535.56 $ 8905.99 $15742.47*
$300000 $1334.22* $3953.74 $ 7763.71 $13723.97*
$250000 $1137.85* $3371.91 $ 6621.42 $11705.47*
$200000 $ 941.49 $2790.09 $ 5479.13 $10567.60
$150000 $ 745.13 $2208.27 $ 4336.84 $ 8365.60
$100000 $ 548.76 $1626.44 $ 3194.56 $ 6163.60

Los ejemplos siguientes se resuelven con estos datos.

sQué tasa de interés cobra la aseguradora por los pagos

a) mensual?
b) trimestral?
¢) semestral, en comparacién con el anual, por una suma asegurada de $500000?

SOLUCION:
Se plantean como anualidades simples, ciertas, vencidas e inmediatas:

_ ~N-12
a) 21797.97 =2119.67 %

T
b) 21797.97 = 628103 L= LFD

_ N 12
¢) 21797.97 = 12332.86 %

Utilizando la funcién tasa de Excel que se ha aplicado repetidamente antes, se obtiene:

a) = TASA(12,-2119.67,21797.97) = 0.0245838, 0 2.46% mensual
b) = TASA(4,-6281.03,21797.97) = 0.0593279 0 5.93% trimestral, y
c) = TASA(2,-12332.86,21797.97) = 0.0865113 u 8.65% semestral



12.7 Aplicaciones

Para remarcar y para recordar que se requieren tasas efectivas al mismo plazo para poder hacer
comparaciones vélidas, se encuentran las tasas efectivas anuales en los tres casos:

a) 1.0245838'2 —1=0.3384
b) 1.0593279* —1=0.2593
c) 1.0865113% —1=0.1805

De lo anterior, se puede observar que, conforme mas numerosos son los pagos, mayor es la tasa
que se paga.

Ademas, vale la pena comentar que, en el momento de escribir este texto, las tasas en ins-
trumentos de deuda, como los Cetes, cobraban alrededor de 8% de interés efectivo (contra los
33.84%, 25.93% y 18.05% de los tres incisos anteriores).

Comparar el costo anual de una pdliza de seguro de vida vitalicio por $300000 para una mujer de
70 afios de edad contra el valor de un dotal puro por la misma cantidad, a recibir si alcanza la edad
de 71 afos.

SOLUCION:

El costo anual del seguro de vida, de acuerdo con la tabla anterior es de $13723.97, en tanto que el
valor de un dotal puro de $300000, en el caso de que la mujer en cuestion alcance los 71 afnos de
edad es, utilizando como tasa de interés 8%, que es, aproximadamente, la tasa efectiva anual de ins-
trumentos de deuda:

v 75183
=300000(1.087H)| -~ | =300000(0.92592593)] ——— |=$271219.42
Voo 77001

O sea que, aparte de otra numerosa cantidad de consideraciones que escapan al alcance de este
libro (entre las que se encuentran las coberturas adicionales del seguro, tales como la muerte ac-
cidental o la invalidez permanente que se anotaron arriba), se pagarian hoy $13723.97 por una

75183
probabilidad de 1-—
77001

=1-0.976390=0.0236=2.36% de que los deudos reciban $300000

de indemnizacion si la seflora muere, o nada si contintia con vida, y esto tltimo tiene una pro-
babilidad de 97.64% de ocurrir.

Sélo a manera de ilustracion, en la tabla 12.1 se presentan los datos que se encontraron en la Comi-
sién Nacional para la Proteccién y Defensa de los Usuarios de Servicios Financieros (Condusef) para
los seguros de vida que ofrecen diversas instituciones de seguros.

En esta tabla se pueden apreciar los costos de primas de un seguro de vida en distintas ase-
guradoras y con varias caracteristicas: cobertura basica, muerte accidental, etc. Los montos estan
calculados para un hombre de 35 afios, no fumador y con buen estado de salud, al mes de febrero
de 2011.

Como puede verse en la tabla, las coberturas que incluyen las aseguradoras varian y, como se
asienta en una de las notas, los beneficios incluidos en la cobertura basica pueden cambiar en cada
institucion. Es claro que estas diferencias hacen que las comparaciones directas entre las distintas
propuestas no sean enteramente vélidas. Sin embargo, aqui se incluye la tabla como ejemplo.
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Este capitulo se ocupé de las anualidades contingentes, que
son aquellas cuyas fechas de inicio, de terminacién o ambas
dependen de algun suceso que se sabe va a ocurrir pero no
se sabe cuando. Un concepto muy importante para manejar
anualidades contingentes es el de renta vitalicia: una anua-
lidad que se paga a una persona a partir de cierta fecha y
mientras viva para recibirla.

Se explicd también el concepto de dotal puro, que es
un compromiso de pagar a una persona una cantidad de-
terminada en una fecha futura, siempre y cuando esté viva
para recibirla. Con estos elementos y los ya conocidos de las
anualidades simples, ciertas, vencidas e inmediatas, se revi-
saron las:

o Anualidades vitalicias vencidas. Respecto a éstas se vio
que se les puede contemplar como un conjunto de do-
tales puros y que, por ello, su valor actual o capital es la
suma de los valores actuales de cada uno de esos dotales.

Comprobacion del capitulo

Si ha leido el capitulo completo, el lector debe:

o Definir y explicar los siguientes conceptos:
o Dotal puro
o Anualidad contingente
o Prima neta tnica
> Renta vitalicia
> Anualidad vitalicia vencida
> Anualidad vitalicia anticipada
> Anualidad vitalicia diferida vencida

() Términos y conceptos importantes

« Anualidad contingente

« Anualidad contingente temporal anticipada
« Anualidad contingente temporal vencida

o Anualidad vitalicia anticipada

o Anualidad vitalicia diferida anticipada

A este valor actual de una anualidad contingente se le lla-
ma prima neta Unica.

o Anualidades vitalicias anticipadas, que se pueden contem-
plar de manera similar a las vencidas, al igual que las dos
siguientes.

« Anualidades vitalicias diferidas vencidas.

o Anualidades vitalicias diferidas anticipadas.

Estos cuatro tipos de anualidades pueden resolverse com-
binando las férmulas de las anualidades simples, ciertas, ven-
cidas e inmediatas, y las de los valores actuales de dotales pu-
ros, tomando en cuenta sus correspondientes caracteristicas.

o Anualidades contingentes temporales son aquellas que
se pagan durante un nimero especificado de periodos
que terminan al cubrirse este niimero de pagos aunque el
rentista siga vivo, o a la muerte de éste si ocurre antes de
cubrir todos los pagos. Se explicaron también los casos
vencido y anticipado.

o Anualidad vitalicia diferida anticipada
o Anualidad contingente temporal vencida
o Anualidad contingente temporal anticipada

o Identificar situaciones que se pueden representar median-
te esos tipos de anualidades.

o Plantear y resolver anualidades de esos tipos, calculando
seglin sea necesario:
o Elvalor actual o prima neta tinica
o Larenta

« Anualidad vitalicia diferida vencida
« Anualidad vitalicia vencida

+ Dotal puro

o Prima neta Unica

« Renta vitalicia



\ Férmulas importantes

Valor actual de un dotal puro de $1:

Vx+rt
JE =14y (12.1)
VX
Valor actual de un dotal puro de $M:
o\— VX+I1
C=M(1+i)"—— (12.2)

1%
n

Valor actual de una anualidad vitalicia ordinaria de $1
por afo:

a = (12.3)

Valor actual o prima neta unica de una anualidad vitali-
cia vencida de $R anuales:

N

x+1

D

X

C=R (12.4)

Valor actual de una anualidad vitalicia anticipada de $1
al afo:

a =—= (12.5)

Prima neta tnica de una anualidad vitalicia anticipada
de $R anuales:

N
C=R—*

X

(12.6)

Valor actual de una anualidad vitalicia vencida de $1, di-
ferida durante k afos:

(12.7)

Ejercicios complementarios

1.

Ejercicios complementarios 389

Valor actual de una anualidad vitalicia vencida de $R
anuales, pagadera a una persona de x anos de edad y di-
ferida durante k anos:

N
C=R——— (12.8)

Valor actual de una anualidad vitalicia anticipada de $1
diferida durante k afios:

N

x+k

D

X

(12.9)

k|dx::

Prima neta tnica de una anualidad vitalicia anticipada
de $R diferida durante k afos:

x+k

D

X

C=R (12.10)

Prima neta tinica de una anualidad temporal vencida de
$1 pagadera a una persona de x afios de edad durante
n aios (una anualidad contingente temporal vencida):
N ,—-N
a,, __ x4l T xtntl (12.11)
| D

X

Prima neta tinica de una anualidad temporal vencida de
$R pagadera a una persona de x anos de edad durante
n aios (una anualidad contingente temporal vencida):
-N

x+n+1

N
C=R—>"! (12.12)

X

Prima neta tnica de una anualidad temporal anticipa-
da de $R pagadera a una persona de x aiios de edad,
durante n afios (una anualidad contingente temporal
anticipada):
NX - NX +n
C=R——7— (12.13)
D

X

Dé un ejemplo de cada una de las siguientes anualida-
des:

a) Contingente temporal.
b) Vitalicia diferida vencida.
¢) Vitalicia inmediata y anticipada.

. Explique la diferencia entre una anualidad vitalicia y

una contingente temporal.
sQué relacion se puede establecer entre los conceptos de
dotal puro 'y anualidad vitalicia?

. Si una mujer recibe hoy $175 000 como valor actual de

un dotal puro pagadero dentro de 12 afios, calcule el va-
lor a futuro del dotal si la persona tiene 28 afos de edad.

. sTiene sentido calcular el monto de una anualidad vita-

licia? Explique su respuesta.

. ;Cudl es el valor actual de un dotal puro pagadero a la

seflora Martinez dentro de 18 afos, si el importe del do-
tal es de $200 000 y la sefiora Martinez tiene 40 afios?

. sQué es la prima neta tGnica de una anualidad contin-

gente?



390 CAPITULO 12  Anualidades contingentes

8. ;Qué datos se requieren para calcular el valor actual de
una anualidad vitalicia diferida y anticipada?

9. Ellicenciado Godinez, de 32 afos, va a recibir $250 000
cada afio, comenzando dentro de 15 afios y durante
otros 15 afios mas, si estd vivo para cobrarlos. ;Qué cla-
se de anualidad puede utilizarse para representar este
caso?

10. Calcule la prima neta tinica de una anualidad de $80 000
pagadera comenzando de inmediato a una persona de
45 afios de edad durante el tiempo que permanezca viva.

11. 3Cudl es el valor actual de una anualidad contingente
temporal en los siguientes términos?

a) Periodo de aplazamiento, 10 afios.
b) Renta anual, $75 000.

¢) Edad del rentista, 40 afos.

d) Periodo de pago, 7 afos.

« Documento que presenta los conceptos basicos de las
anualidades con algunos ejemplos.

« Pagina que presenta conceptos y ejemplos de los distintos
tipos de anualidades.

« Introduccion a las anualidades vitalicias.

« Pagina que presenta los conceptos basicos de las anualida-
des o rentas vitalicias.

« Explica la importancia de los seguros de vida, incluyendo
el seguro dotal puro y algunos otros importantes. A la vez,
ayuda a decidir cual es el mejor que cubre sus necesida-
des; ademas, ofrece otro tipo de informacién referente a
inversiones.

« P4gina que contiene conceptos basicos de matematicas
financieras y su aplicacion en el mercado de valores de
México.

e) Interés, 18% anual.
f) Clase, anticipada.

12. Una obrera jubilada de 58 afios de edad dispone de
$500 000 con los cuales desea contratar una anualidad
vitalicia. A 4.5% anual, ;qué renta anual vitalicia venci-
da seria equivalente a su capital?

13. Un trabajador de 33 afnos desea reunir mediante abo-
nos mensuales a un fondo de inversiones que paga
4.5% anual efectivo la cantidad suficiente para comprar,
dentro de 17 anos, una anualidad vitalicia vencida de
$30 000 anuales. Si se considera que el interés al que
se contratard esta anualidad es de 4.5% anual, ;cuanto
debe depositar cada mes el trabajador?

14. Calcule el valor actual de una anualidad temporal de
$50 000, pagadera durante 8 afios a una mujer de 55
afos, si se difiere durante 5 afios y es anticipada.

o Pagina de la Universidad Estatal de Ohio que proporciona
una gran cantidad de informacién y ligas relacionadas con
finanzas. Se trata de una pagina muy completa de acceso
gratuito.

« Vinculos a sitios relevantes del mundo financiero en Esta-
dos Unidos.

Calculadoras financieras

o Anilisis de una tarjeta de crédito que muestra los resul-
tados de una transferencia a un crédito de menor interés.
Disponible en inglés.

« Publicidad de una empresa que ofrece canjear una anua-
lidad contingente vitalicia por una anualidad contingente
de plazo determinado.



Respuestas a los ejercicios
de seccion impares
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Respuestas a los ejercicios de seccion impares

b) a'!

) a!

d) b°

e) 90b°
D
3. a) £
13
b) x¢
5. a) i=0.41421356
b) i=-0.33056705

¢) i=0.05119632
d) i=0.15104536

7. a) 8
b) 125

9. a) 0.301030
b) 0.301030

11. a) 400

13. a) 5.656854
b) 213.746993
¢) 0.593658
d) 49.966061

15. a) 3.969362
b) 22.517085
c) 6.604171

17. a) 2550
19. 16 500

5

9 c
h) a?

i) x?

]) xl7
k) 8y”
D 1/x
b

d) C7/ 6

e) i=0.13621937
f) i=0.12468265
g) i=0.93877776
h) i=0.48168887

c) 2
d) 7776

¢) 0.301030
d) 0.602060

b) 4

e) 5.215432
f) 4859.902588
¢ 1507721
h) 0.952911

d) 6.603150
e) 4.888170
f) 1.813336

b) 2484

q) (1.05)"
r) (1.30)

e) a—Sb—IZ

N x

i) i=0.157625
7) i=0.04469751

e) 100

e) 0.903090
/) 0.903090

¢) 0.004

i) 0.410031
7) 219.650643

g) 8.552713

) 25245

21. a) r=3, t,= 8748, 88 =13120 d) £, =2048, Ss =1638.375
b) r=3, £, =2.22222222, S7 =2 428.88888646 e) t,=1.60103222, Sl2 =15.62683768
c) r=0.5t=128,8 =2555

23. $313.81

25. a) 0.22222222 c) 1.25 e) 20
b) 0.44444444 d) 0.8

27. 90 m

$192 000

$53 373.13

$50 335.57

$4 954.58 con tiempo aproximado, $4 955.20 con tiempo real.
$837.44

$675

$1 760.00

W Ny w e

RN



15.
17.
21.
23.
25.
27.
29.
31.
33.
35.
41.
43.
45.
47.
49.
51.
53.
55.
57.
59.
61.
63.
65.
67.
69.
1.
73.
75.

$14 700.00
$745.64

a) $36.99
273 dias
20%

1.785714 anos que equivalen a 652 dias de tiempo real y a 643 dias de tiempo aproximado.

1.25%
2.67%

b) $37.50

Respuestas a los ejercicios de seccion impares

Tiempo ordinario, 15 de diciembre. Tiempo exacto, 12 de diciembre.

32.90%
$173.25
a) 18527.78

i=0.30 anual = 30%

i =36% anual

$1 500

Tres meses o 90 dias.

21 de agosto

15 de febrero con tiempo aproximado.

$5 405.40
$8 333.35
$10 446.05
$5 661.72
a) $571.27
$75 246.13
$1227.64
$113 478.45
$355.83

. a) 2.5%

b) 4%
c) 2%

a) $1102.50
b) $1210
c) $1335.47

d) 15%
e) 9%
f 1.5%

d) $1464.10
e) $1601.81
/) $1632.09

b) 17 954.24, considerando 360 dias en el afio.
t ~ 104 dias, se desconté el 1 de julio (tiempo aproximado); el 2 de julio (tiempo real).

9 0.5%

g) $1795.86
h) $1974.56
i) $2169.42

2169.42
1974.56
1795.86
1632.09
1601.81
1464.10
1335.47

1210.00
1102.50
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Respuestas a los ejercicios de seccion impares

5.

17.
19.
21.

23.
25.
27.
29.

31.
33.
35.
37.

39.
41,
43.

45,
47.

49.
51.
53.

a) $58037.73
b) $67 367.55

10
20
30
40
50
60
70
80
90
100

$378 743.09

1.10
1.20
1.30
1.40
1.50
1.60
1.70
1.80
1.90
2.00

. a) Exacto: 14 378.13

c) $78197.19
d) $105 359.07

1.61 2.59
2.49 6.19
3.71 13.79
5.38 28.93
7.59 57.67
10.49 109.95
14.20 201.60
18.90 357.05
24.76 613.11
32.00 1024.00

b) Aproximado: 14 387.53

. a) 5afos: 4391 339; 10 anos: 5 041 533; 20 afos: 6 644 981

b) 5 afos: 4 391 339; 10 afios: 4 968 397; 20 afios: 6 056 448

. a) 6%

b) 6.09%

14.73%
1.91%
16.98%

a) 18%
a) 37.18%
$499 132.23

a) 861.51
b) 863.07

a) Contado.

287 955.50 ddlares.

a) Exacto: $144 544.11

a) 138.98 meses.
b) 46.56 trimestres.

28.53 meses.

El 27 de octubre (8.87 meses).

a) 30.94%
b) 31.74%

7.18%
$1 689.24

a) 105 377.50
a) $64300.11
$9 020.84

c) 6.14%
d) 6.17%

b) 19.62%
b) 22.17%

c) 865.33
d) 869.56

b) Contado.

b) Aproximado: $144 571.90

¢) 23.45 semestres.
d) 11.90 anos.

c) 33%
d) 35.72%

b) 200 344.50
b) $78406.98

4.18 6.73
15.41 38.34
51.19 190.05

155.57 836.68
437.89 3325.26
1152.92 12 089.26
2 862.42 40 642.31

6 746.64 127 482.36
15181.13 375 899.73
32 768.00 1 048 576.00

e) 6.18%

¢) 21.43%
¢) 11.04%

c) A plazos.

c) $86581.73



27.
29.
31.

33.

=L N Uvw

Respuestas a los ejercicios de seccion impares

. Simple, cierta, vencida e inmediata.

C=$2217538.21

General, cierta, anticipada, diferida.
General, cierta, vencida e inmediata.
$636 969.60

$8 030.06

. $70 684.97

. $7 685.84

. $39393.56, silos $150 000 se consideran a valor actual o $36 393.56 si se consideran como monto.
. $191 280.74

. La opcién b).

. Cinco pagos completos y uno final de $29.83

. El 12 de octubre tres afios después.

. a) Aproximadamente 9.71 meses (9.71)

b) Ocho pagos de $100 y un noveno de $175.62
Aproximadamente 11.43% semestral.
a) 49.85% b) 2.077% ¢) 63.78%

Conviene més el plan de “La Ganga”. Esta cobra 2.52% mensual y “La Bagatela”, 2.85%. La dife-
rencia entre ambas tasas es de casi 0.34%.

a) $7610.77 b) $117.45 ¢) Que ahorre en el banco.

La anticipada, porque empieza a generar intereses mds pronto.
$3 782.05

$276 055.59

$178 265.06

$3 599.35

. Si.

. 0.015 mensual aproximadamente = 18% anual.
. 18

. 14.40% anual convertible cada mes.

. 1% semanal = 4.35% mensual = 67.77% anual.

. Simple: el periodo de pago es igual al de capitalizacion.

Cierta: las fechas son conocidas.

Vencida: los pagos o depositos se hacen al final de los periodos.

Diferida: la realizacion de los pagos o depdsitos se pospone para algtin periodo posterior a la
formalizacion del trato.

$918 071.29
$148 788.53
$811.70
$37 705.94

La solucién matematica y la practica son iguales: n = 24.
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13. n =6 pagos
15. La opcidn a) es la mas cara, pues fue contratada a una tasa efectiva anual de 24.53% contra una
tasa efectiva anual de 21.76% de la opcion b).

17. $232 045.56
19. $76 542.02

Capitulo 7

1. a) $39071.49 b) $40993.39 c) 38 820.49
3. $6176.89
5. $31719.82
7. La b): $147 557.68 contra $118 233.91 dela a).
9. $10319.13
11. $122162.33
13. $3550.83
15. 28% anual efectivo aproximadamente.
17. La b) con tasa efectiva anual de 14.28% contra 13.78% de la alternativa a).
19. Veintiocho pagos completos y un pago menor de $2 188.73.
21. $8268.32
23. $93957.29
25. $7928.96
27. $3175.00
29. 14.61 quincenas.
31. 21.17% con capitalizaciéon mensual.
33. C =$94506.77

M =$67 538.40
35. $4953.46
37. $1102.70
Capitulo 8
1. Liquidar una deuda y sus intereses mediante pagos generalmente iguales.
3. a) 3305.88
b) Fecha (n) Pago 4% saldo Amortizacion Saldo
0 — 0 0 12 000.00
1 3305.88 480.00 2 825.88 9174.12
2 3305.88 366.96 2938.92 6235.20
3 3305.88 249.41 3056.47 3178.73
4 3 305.88 127.15 3178.73 0
5. a) $2237.85
b) Fecha (n) Pago Interés Amortizacion Saldo
0 — 0 0 7 250.00
1 2237.85 652.50 1585.35 5 664.65
2 2237.85 509.82 1728.03 3936.62
3 2237.85 354.30 1883.55 2053.07
4 2237.85 184.78 2053.07 0




13.
15.
17.
19.
21.
23.
25.

21.

Respuestas a los ejercicios de seccion impares

Pago por Interés sobre
Periodo periodo saldo Amortizacion
0 110 000.00
1 5815.82 2200.00 3615.82 106 384.18
2 5815.82 2127.68 3688.14 102 696.04
23 5815.82 225.84 5589.99 5701.78
24 5815.82 114.04 5701.78 —
$76 313.92

. 6 pagos de $9 500 y un séptimo pago de $16 745.23.

3% efectivo mensual.

3% anual convertible mensualmente.

Pago por Interés sobre
Periodo periodo saldo Amortizacion

0 59 540.00
1 9500.00 3125.85 6374.15 53 165.85
2 9 500.00 2791.21 6708.79 46 457.06
3 9500.00 2439.00 7 061.00 39 396.05
4 9500.00 2 068.29 7 431.71 31964.35
5 9 500.00 1678.13 7 821.87 24 142.47
6 9 500.00 1276.48 8232.52 15 909.95
7 16 745.23 835.27 15 909.96 0

4 pagos.

24 pagos.

$4 697.81
$30190.13
Deposito por 1.5% de Total que se suma
periodo interés al fondo
Fin quincena 1 25 533.46 0 25 533.46 25 533.46
Fin quincena 2 25 533.46 89.21 25 622.67 51156.12
Fin quincena 3 25533.46 178.73 25712.19 76 868.31
Fin quincena 4 25 533.46 268.57 25 802.03 102 670.34
Fin quincena 5 25533.46 358.72 25 892.17 128 562.51
Fin quincena 6 25533.46 449.18 25982.64 154 545.15
Totales 153 200.73 1344.42 154 545.15 —
Deposito por Total que se suma
Fecha periodo Intereses al fondo Saldo

Inicio periodo 1 1078.25 — 1078.25 1078.25
Inicio periodo 2 1078.25 7.19 1085.44 2163.69
Inicio periodo 3 1078.25 14.42 1092.68 3256.37
Inicio periodo 4 1078.25 21.71 1099.96 4356.33
Inicio periodo 5 1078.25 29.04 1107.30 5463.63
Inicio periodo 6 1078.25 36.42 1114.68 6578.31
Inicio periodo 7 1078.25 43.86 1122.11 7 700.42
Inicio periodo 8 1078.25 51.34 1129.59 8830.01

Fin periodo 8 — 58.87 58.87 8 888.88
Totales 8626.03 262.85 8 888.88 —
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29.
31.
33.
35.
37.
39.
41.

23.

25.
27.
29.
31.
33.
35.
37.
47.
49.
51.
53.
55.
59.

S N w s

$46 168.51

$629.31

$38 638.40
Aproximadamente 75.94%.

0.75% mensual.

Aproximadamente 19 quincenas.

6% efectivo anual.

Son tres: intereses, dividendos y ganancias de capital.

Las ganancias de capital.
i,,=0.003996 = 0.4%
107 dias.

i,,=0.00033

i =14.71%

. i,,=0.00346
15.
17.
21,

No es posible determinarla.
a) i=0.0012522

iy, =0.193348
i,, = 0.097498

i, =0.079522
i,, = 0.0348555

i, =2.101566 = 210.16%
a) i, =-0.62914
d=0.042636

i, =0.043386

iy, =0.4176

i, =0.0512

i, =0.0451

i, =0.0140

i, =0.00428

i,, =0.0000135
i, =0.0484

i, =0.003414
0.0974

(9 ROV S R )

4900
4900
4900
4900
4900

b) i=0.019992

b) i, =0.1752

. La depreciacion anual es de $4 900.

4900
9 800
14 700
19 600
24 500

c) i=0.018716

¢) i,,=0.1501

25 000
20 100
15 200
10 300
5400
500
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3. Tasa de depreciacion = 91.6745%.

: Depreciacion por periodo B ol Va'lor o
Periodo acumulada libros

0 — — 250 000.00
1 229 186.17 229 186.17 20 813.83
2 19 080.97 248 267.14 1732.86
3 1 588.59 249 855.73 144.27
4 132.26 249 987.99 12.01
5 11.01 249 999.00 1.00

5. El valor en libros a los 5 afios serd de $114 688.

: Depreciacion por periodo el Va'lor o
Periodo acumulada libros
0 — — 350 000
1 70 000 70 000 280 000
2 56 000 126 000 224 000
3 44 800 170 800 179 200
4 35 840 206 640 143 360
5 28 672 235312 114 688

7. Elvalor en libros seria de 0.
9. Debe ofrecerlo en $150.96.
11. El valor en libros es de $112 000, precio al cual deberia venderlo.

13. a) $10 675 384.62 b) $6 743 076.92
15. a)
Fraccion Depreciacion Depreciacion Valor en
Periodo Numerador (B/Suma) por periodo EX T T EGE] libros

0 — — 85 550.00
1 15 12.5000% 10 693.75 10 693.75 84 856.25
2 14 11.6667% 9 980.83 20 674.58 64 875.42
3 13 10.8333% 9267.92 29 942.50 55 607.50
4 12 10.0000% 8 555.00 38 497.50 47 052.50
5 11 9.1667% 7 842.08 46 339.58 39210.42

b) Valor en libros a los 10 afios: $10 693.75.

17. a) : Depreciacion Depreciacion Valor en
Periodo LB L por periodo acumulada libros
0 — — — 15 385.00
1 1800 5538.60 5538.60 9 846.40
2 1700 5230.90 10 769.50 4615.50
3 1500 4615.50 15 385.00 —
b) $4615.50
periodo |Morasdetrabaio | [EVEEEY | Moumuinda | livos.
0 — — — 27 250.00
1 25 000 4541.67 4541.67 22 708.33
2 35000 6 358.33 10 900.00 16 350.00
3 45 000 8175.00 19 075.00 8175.00
4 45 000 8175.00 27 250.00 —

21. a) $35678.70 b) $147010.07 c) $304536.23
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23. a) $1092.52
b) D,=$5033.20 V, =12 966.79
) V. $9676.22

25. 148 438.16

27. El precio futuro a precios constantes seria de $16 038.
Con el supuesto de 25% de inflacidn, el valor de reposicion sera de $31 324.22.

1. a) 5/21 b) 11/21 o) 11/21
3. a) p=1/11 q=10/11
5. a) 1/270725 b) 96/6 497 400 = 4/270 725 c) 144/6 497 400 =6/270 725
7. a) 0.216=21.60% b) 0.064 =6.40%
9. a) 0.504 =50.4% b) 0.18 =18.00% c) 0.216=21.60%
11. $3 000
13. $225
15. a) $13 061.02 b) $8079.87 c) $3423.87
17. a) $4573.50 b) $55340.23 c) $921344.80
19. 44.08%
21. a) 0.00034622 = 0.0346% b) 0.00525437 = 0.5254% c) 0.09082115=9.0821%
23. a) 0.0031468 =0.3147% b) 0.0041068 = 0.4107% c) 0.0208435 =2.0844%
25. a) 579 857.5 b) 326 482.1 c) 4364.8

5. $575234.71
9. $28879.17
11. $27 677.39
13. $547 022.41
15. $659.20

19. $1 556 059.45



APENDICE

Manejo de tablas

Como se menciond en un principio, el uso de las tablas matematicas es cada vez menor debido a la po-
pularizacién de las calculadoras electrénicas. Para los casos en que no se disponga de esta herramienta
se proporcionan a continuacion las reglas para el manejo de las tablas de mantisas que se incluyen aqui.

El manejo de las tablas de mortalidad, que también se incluyen, esta detallado en los capitulos 11

y 12.

I. Mantisas con seis decimales
II. Tablas de mortalidad de hombres, México, 2000, con columnas de conmutacién a 18%
III. Tablas de mortalidad de mujeres, México, 2000, con columnas de conmutacién a 18%
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Mantisas

El logaritmo de un nimero N es, como se establecid en el capitulo 1, el exponente L al cual debe
elevarse una base b para obtener dicho numero N.
Los logaritmos comunes (base 10) estan compuestos por dos partes:

a) Una parte entera llamada caracteristica.
b) Una parte decimal llamada mantisa.

La caracteristica indica la posicién que ocupa el punto decimal del ntiimero y; para nimeros
mayores que 1, es igual al numero de digitos enteros a la izquierda del punto decimal, menos uno.

2 1
20 2
200 3

Para nimeros comprendidos entre 0 y 1, la caracteristica estd determinada por la posiciéon que
ocupe la primera cifra significativa (diferente de 0) a la derecha del punto decimal.

2 1
02 2
.002 3

El signo negativo que se coloca sobre la caracteristica indica que ésta debera ser restada de la
mantisa del nimero, la cual, por definicién, siempre es positiva.

La mantisa es una fraccién decimal positiva, por lo general infinita, que se redondea a un nu-
mero dado de cifras decimales de acuerdo con la precision que se requiera en los calculos en que se
utilice. Para los efectos de este libro se redondeé a 6 decimales.

La tabla I proporciona la mantisa con 6 cifras decimales para todo niimero con 4 o menos digi-
tos. El punto decimal ha sido omitido en la impresién.

Para localizar la mantisa se procede de la siguiente manera:

a) Se buscan los 3 primeros digitos significativos del nimero en la columna del extremo izquierdo
delatablal

b) Sebusca el cuarto digito del numero en el renglén superior de la tabla L.

¢) La fraccién decimal que se encuentra en la interseccion del renglén y la columna asi localizada
corresponden a la mantisa del nimero cuyo logaritmo se desea determinar.

Se requiere encontrar la mantisa del nimero 2804.

SOLUCION:
Se localiza en la columna (N) los 3 primeros digitos del namero, y en el renglon (N) el cuarto
digito.

280 447158 7313 7468 7623 |[7778] 7933
8706 8861 9015 9170 9324 9478
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La fraccién decimal que se encuentra en la interseccién del renglon y la columna corres-
ponde a la mantisa del numero. En este caso: 0.0447778.

Observe que los primeros 2 digitos de la mantisa se imprimen s6lo cuando apare-
cen por primera vez, a fin de evitar repeticiones innecesarias que dificulten la lectura de la ta-
bla. En caso de que dichos digitos cambien en el cuerpo de la tabla se indica con un * (asterisco).

Se requiere encontrar la mantisa del nimero 3 804.

SoLUCION:
Procediendo como se explico arriba se tiene:

380| 579784 9898 *0012 *0126 [*0241] *0355
580925 1039 1153 1267 1381 1495

1
2
3
4

La mantisa del nimero 3804 es: 0.580241, por lo cual

log 3.804 = 0.580241 log0.3804  =0.580241 — 1= 1.580241
log 38.04 = 1.580241 log 0.03804 = 0.580241 — 2 = 2.580241
log 380.4 = 2.580241 log 0.003804 = 0.580241 — 3 = 3.580241
log 3804. = 3.580241 log 0.0003804 = 0.580241 — 4 = 4.580241

Como se puede observar, para todo nimero cuyos primeros 4 digitos significativos sean
3804 la mantisa serd la misma y diferiran exclusivamente en el valor de la caracteristica.

Cuando un niimero tiene mds de 4 cifras significativas, su mantisa no aparece en las tablas y debe
determinarse en forma aproximada por medio de interpolacion. Esta herramienta se introdujo en el
capitulo 4, donde se la utiliz6 para determinar la tasa de interés en problemas de anualidades. Dada
la dificultad que su comprensién presenta para algunos estudiantes, en este apéndice se presenta un
método alternativo a fin de que se pueda seleccionar el que resulte mds sencillo para el usuario. A
manera de ilustracién, observe el siguiente ejemplo:

Determinar la mantisa del namero 19 106.

SOLUCION:
En la tabla I se localizan las mantisas de los nimeros 1910 y 1911:

1910=19 100 281033
1911=19110 281 261

El niimero 19 106 se encuentra entre el 19 100 y 19 110 y, por lo tanto, su mantisa debe en-
contrarse entre 281 033 y 281 261.

403
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Utilizando el método que se explico en el capitulo 4 (consulte la seccidon 7: Interés), esta rela-
cién puede ilustrarse como sigue:

Numero 19 100 19 106 19110

Mantisa 281033 X 281 261

Se establece una proporcién entre las diferencias de los nimeros localizados en tablas y el nu-
mero cuya mantisa se busca y las mantisas respectivas, a partir de la base de que dicho niimero di-
fiere de aquellos en la misma proporcién en que su mantisa diferira de las que se localicen en las
tablas.

19106—19100  x—281033
19110-19100 281261 281033
6 x—281033
10 228

281033+£(228):x
10

281033+136.8=x
281169.8 = 281170
(Se redondea a 6 cifras, pues es el nimero de decimales que se maneja en las tablas).

A continuacion se ilustra el método alternativo que puede usarse para interpolar. La relaciéon
entre nimeros y mantisas se representa como sigue:

19100 281033
10| 19106 |6 x| m |228
19110 281261

Suponiendo una variacién uniforme de los valores de las mantisas entre 0.281033 y 0.281261,
el problema puede resolverse mediante una regla de tres simple:

6 (diferencia entre el nimero menor localizado en las tablas y el numero cuya mantisa se de-
sea determinar) es a x (diferencia entre la mantisa del nimero menor localizado en las tablas y la
mantisa que se desea determinar) como 10 (diferencia entre los nimeros que se localizan en las ta-

blas) es a 228 (diferencia entre las mantisas menor y mayor localizadas en las tablas).
6 x

10 228
6
x=—(228)=136.8 =137
10
La cantidad que asi se obtiene se suma a la mantisa correspondiente al nimero menor a fin
de determinar m:
m=281033 +137=281170

La mantisa del nimero 19 106 es 0.281170.
La relacion de interpolacion es valida tanto si se plantea de un niimero menor a un niimero
mayor como si se hace de un niimero mayor a uno menor; en el ejemplo anterior se tiene:
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19100 281261
—10{ 19106 |- 4 -x| m [-228
19110 281033

Estableciendo la regla de tres:

—4_—x 4 x

~10 228 10 228

4
x=—(228)=91.2=091
10

m=281261—x
m=281261-91=281170

La mantisa obtenida 0.281170 es la misma que se determiné previamente.
Si el niimero cuya mantisa se busca tiene 6 o més digitos significativos se redondea a 5 digitos
y se procede como se ha establecido.

Determinar la mantisa del nimero 465 842 y del nimero 13 148 957.

SOLUCION:
En ambos casos bastara con redondear a 5 digitos y obtener las mantisas correspondientes:

N =465 842 46 584
N=13148 957 13 149

a) Mantisa de 46 584:

46580 668199
10| 46584 |4 x| om o4
4659 668293

10 94

4
x=—(94)=37.6~38

10
m= 668199 + 38 = 668 237

La mantisa de 46 584 es 0.668237.
b) La mantisa de 13 149:

13140 118595
10| 13149 |9 x| m (331
13150 118926
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x =—(331)=297.9 ~ 298
10

m=118595+298=118893

La mantisa de 13 149 es 0.118893.

El proceso de interpolacién que aqui se ha visto se puede aplicar también al manejo de otras
tablas que se presentan en el libro, al igual que en la determinacién de las tasas de interés en pro-
blemas que involucran anualidades.

Silog N=L;a N se le conoce como el antilogaritmo de L.

Para determinar el antilogaritmo de un logaritmo L se determina la mantisa del mismo y se busca
directamente en el cuerpo de la tabla L. Si no apareciese, se buscan las dos que le resulten mas aproxi-
madas y, por interpolacién, se determina el nimero N que le corresponda. Finalmente, se coloca el
punto decimal de acuerdo con la caracteristica de dicho logaritmo L.

Se desea determinar el antilogaritmo de 2.863501.

SOLUCION:

La caracteristica del logaritmo es igual a 2, lo cual nos indica que el nimero N que se busca cuen-
ta con 3 cifras enteras. Su mantisa es 0.863501, que se debe localizar directamente en el cuerpo de
la tabla L.

730 863323 3382 3442 3561 3620
1 3917 3977 4036 4096 4155 4214
2 4511 4570 4630 4689 4748 4808

En este caso se le localiz6 exactamente y corresponde al numero 7304. Como la caracteristica
es 2, el antilogaritmo cuenta con 3 cifras enteras y se tiene que N = 730.3.

) _EJEMPLO 6
Dado log N = 1.256594, se desea determinar N.

SOLUCION:
La caracteristica del logaritmo es 1. La mantisa es 0.256494. Esta se busca en el cuerpo de la
tabla I y se observa que no se encuentra exactamente. Los valores que mas se le aproximan son:

25-64-77 1 805

25-67-18 1806
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Puede verse que el nimero que se busca se encuentra entre 1 805 y 1 806. Para determinarlo se
recurre a la interpolacion:

256477 18050
241| 256594 117 x| N |10
256718 18060
17 x
241 10

x = (117/241)(10) = 4.855
N =18050+4.855 = 18 054.855

La caracteristica T indica que el nimero N se encuentra entre 0 y 1, y que su primera cifra
significativa ocupa el primer lugar a la derecha del punto decimal, por lo cual

N =0.18054855
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Tabla | MANTISAS Logaritmos base 10

100
1
2
3

105

110

125

130

140

00 0000
4321
8600

01 2837
7953

021189
5306
9384

033124
7426

04 1393
5323
9218

05 3078
6905

06 0698
4458
8186

07 1882
5547

07 9181

08 2785
6360
9905

09 3422

09 6910

10 0371
3804
7210

11 0590

11 3943
7271

12 0574
3852
7105

13 0334
3539
6721
9879

14 3015

14 6128
9219

15 2288
5336
8362

16 1368
4353
7317

17 0262
3186

0434
4751
9026
3869
7451
1608
5715
9789
3826
7825
1787
5714
9606
3463
7286
1075
4832
8557
2250
5912
9543
3144
6716
*0258
3772
7257
0715
4146
7549
0926
4277
7603
0903
4178
7429
0655
3858
7037
*0194
3227
6438
9527
2594
5640
8664
1667
4650
7613
0555
3478

0868
5181
9451
3680
7868
2016
6125
*0195
4227
8223
2182
6105
9993
3846
7666
1452
5206
8928
2617
6276
9904
3503
7071
*0611
4122
7604
1059
4487
7888
1263
4611
7934
1231
4504
7753
0977
4177
7354
*0508
3639
6748
9825
2900
5943
8965
1967
4947
7908
0848
3769

1301
5609
9876
4600
8284
2428
6583
*0608
4628
8620
2576
6495
*0380
4230
8046
1829
5580
9298
2985
6640
*0266
3861
7426
*0963
4471
7951
1403
4828
8227
1599
4944
8265
1560
4830
8076
1298
4496
7071
*0822
3951
7058
*0142
3205
6246
9266
2266
5244
8203
1141
4660

1734
6038
*0300
4821
8700
2841
6942
*1004
5029
9617
2969
6885
*0766
4613
8426
2206
5953
9668
3352
7004
*0626
4219
7781
*1315
4820
8298
1747
5169
8565
1934
5278
8595
1888
5156
8399
1619
4814
7987
*1136
4263
7367
*0449
3510
6549
9567
2564
5541
8497
1434
4351

2165
6466
%0724
4940
9116
3252
7350
*1408
5430
9414
3362
7275
*1153
4996
8805
2582
6326
*0038
3718
7368
*0987
4576
8136
*1667
5169
8644
2091
5510
8903
2270
5611
8926
2216
5481
8722
1939
5133
8303
*1450
4574
7676
*0756
3815
6852
3868
2863
5838
8792
1726
4641

2598
6894
*1147
5360
9538
3664
7757
*1812
5830
9811
3755
7664
*1538
5378
9185
2958
6699
*0407
4085
7731
*1347
4934
8490
*2018
5518
8990
2434
5851
9241
2605
5943
9256
2544
5806
9045
2260
5451
8612
*1163
4885
7985
*1063
4120
7154
*0163
3161
6124
9086
2019
4832

3029
7321
*1570
5779
9947
4075
9164
*2216
6230
*0207
4148
8053
*1924
5760
9563
3333
7071
*0776
4451
8094
*1707
5291
8845
*2370
5866
9335
2777
6191
9579
2940
6276
9586
2871
6131
9368
2580
5760
8984
*2076
5196
8284
*1370
4424
7457
*0469
3460
6430
9380
2311
5222

3461
7748
*1993
6127
*0361
4486
8571
*2619
6629
*0602
4540
8442
*2309
6142
9942
3709
7443
*1145
4816
8457
*2067
5647
9198
*2721
6215
9681
3119
6531
9916
3275
6608
9915
3198
6456
9690
3900
6986
9249
*2389
5507
8603
*1676
4728
7459
*0769
3758
6726
9674
2663
5512

3891
8174
*2415
6616
*0775
4896
8978
*3021
7028
*0998
4932
8830
*2694
6524
*0320
4083
7815
*1514
5182
8819
*2426
6004
9552
*3071
6662
*0626
3462
6871
*0253
3609
6940
*0245
3525
6781
*0012
3219
6483
9644
*2702
5818
8911
*1982
5032
8081
*1968
4055
7022
9968
2895
5802

(continua)



Apéndice Manejo de tablas 409

Tabla | MANTISAS Logaritmos base 10 (continuacidn)

150 17 6091 6381 6670 6959 7248 7636 7825 8113 3401 8689
8977 9264 9552 8839  *0126  *0413  *0699  *0986  *1272  *1658

18 1844 2129 2415 2700 2985 3270 3555 3839 4123 4407
4691 4975 5259 5542 5825 6108 6391 6674 6956 7239

4 7521 7808 8084 8366 8647 8928 9209 9490 9771  *0051
155 190332 0612 0892 1171 1451 1730 2010 2289 2567 2846
3125 3403 3681 3959 4237 4514 4792 5069 5346 5623

7 5900 6176 6453 6729 7005 7281 7556 7832 8107 8382
8657 8932 9206 9481 9755  *0029  *0303  *0577  *0850  *1124

201397 1670 1943 2216 2488 2761 3033 3305 3577 3848

160 204120 4391 4663 4934 5204 5745 5746 6016 6286 6556
6826 7096 7365 7634 7904 8173 8441 8710 8979 9247

2 9515 9783  *0051 *0319  *0586  *0853  *1121  *1388  *1654  *1921

3 212188 2454 2720 2986 3252 3518 3783 4049 4314 4579
4844 5109 5373 5638 5902 6166 6430 6694 6957 7221

165 217484 7747 8010 8273 8536 8798 9060 9323 9585 9846
6 220108 0370 0631 0892 1153 1414 1675 1936 2196 2456
2716 2976 3236 3496 3755 4015 4274 4533 4792 5051

8 5309 5568 5826 6084 6342 6600 6858 7115 7372 7630
7887 8144 8400 8657 8913 9170 9426 9682 9938  *0193

170 230449 0704 0960 1215 1470 1724 1979 2234 2488 2742

NS

1 2996 3250 3504 3757 4011 4264 4517 4770 5023 5276
5528 5781 6033 6285 6537 6789 7041 7292 7544 7795
3 8046 8297 8548 8799 9049 9299 9550 9800  *0050  *0300

240549 0799 1048 1297 1546 1795 2044 2293 2541 2790

175 243038 3286 3534 3782 4030 4277 4525 4772 5019 5266
6 5513 5759 6006 6252 6499 6745 6991 7237 7482 7728
7973 8219 8464 8709 8954 9198 9443 9687 9932  *0176

250420 0664 0908 1151 1395 1638 1881 2125 2368 2610

9 2853 3096 3338 3580 3822 4064 4306 4548 4790 5031
180 255273 5514 5755 5996 6237 6477 6718 6958 7198 7439
7679 7918 8158 8398 8637 8877 9116 9355 9594 9833

26 0071 0310 0548 0787 1025 1263 1501 1739 1976 2214

2451 2688 2925 3162 3399 3636 3873 4109 4346 4582

4818 5054 5290 5525 5761 5996 6232 6467 6702 6937

185 267172 7406 7641 7875 8110 8344 8578 8812 9046 9279

6 9513 9746 9980  *0213  *0446  *0679  *0912  *1144  *1377  *1609
7 271842 2074 2306 2538 2770 3001 3233 3464 3696 3927
8 4158 4389 4620 4850 5081 5311 5542 5772 6002 6232
9 6462 6692 6921 7151 7380 7609 7838 8067 8296 8525

190 278754 8982 9211 9439 9667 9895 *0123 *0351 *0578 *0806
281033 1261 1488 1715 1942 2169 2396 2622 2849 3075

—

2 3301 3527 3753 3979 4205 4431 4656 4882 5107 5332
3 5657 5782 6007 6232 6456 6681 6905 7130 7354 7578
4 7882 8026 8249 8473 8996 8920 9143 9366 9589 9812

195 290035 0257 0480 0702 0925 1147 1369 1591 1313 2034
2256 2478 2699 2920 3141 3363 3584 3804 4025 4246
4466 4687 4907 5127 5347 5567 5787 6007 6226 6446
6665 6884 7104 7323 7542 7761 7979 8198 8416 8635
8853 9071 9289 9507 9725 9943 *0161 *0378 *0595 *0813

(continda)
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410 APENDICE Manejo de tablas

Tabla I MANTISAS Logaritmos base 10 (continuacion)

200

B TW N -

205

210

225

230

235

240

W N

245

O 0 NN

301030
3196
5351
7496
9630

311754
3867
5970
8063

320146

322219
4282
6336
8380

330414

33 2438
4454
6460
8456

34 04444

342423
4392
6353
8305

350248

352183
4108
6025
7935
9835

361728
3612
5488
7356
9216

37 1068
2912
4748
6577
8398

38 0211
2017
3815
5606
7390

38 9166

39 0935
2697
4452
6199

1247
3412
5566
7710
9843
1966
4078
6180
8272
0354
2426
4488
6541
8583
0617
2640
4655
6660
8656
0642
2620
4589
6549
8500
0442
2375
4301
6217
8125
*0025
1917
3800
5675
7542
9401
1253
3096
4932
6759
8580
0392
2197
3995
5785
7568
9343
1112
2873
4627
6374

1464
3628
5781
7924
*0056
2177
4289
6390
8481
0562
2633
4694
6745
8787
0819
2842
4856
6860
8855
0841
2817
4785
6744
8694
0636
2568
4493
6408
8316
*0215
2105
3988
5862
7729
9587
1437
3280
5115
6942
8761
0573
2377
4174
5964
7746
9520
1288
3048
4802
6548

1681
3844
5996
8137
*0268
2389
4499
6599
8689
0769
2839
4899
6950
8991
1022
3044
5057
7060
9054
1039
3014
4981
6939
8889
0829
2761
4685
6599
8506
*0404
2294
4176
6049
5915
6772
1622
3464
6298
7124
3943
0754
2557
4353
5142
7923
9598
1464
3224
4977
6722

1898
4059
6211
8351
*0481
2600
4710
6809
8898
0977
3046
5105
7155
9194
1225
3246
5257
7260
9253
1237
3212
5178
7135
9083
1023
2964
4876
6790
8696
*0593
2482
4363
6236
8101
9958
1806
3647
5481
7306
9124
0934
2737
4533
6321
3101
9875
1641
3400
5152
6896

2114
4275
6425
8564
*0693
2812
4920
7018
9106
1184
3252
5310
7359
9398
1427
3447
5458
7459
9451
1435
3409
5374
7330
9278
1216
3147
5068
6981
8886
*0783
2671
4551
6423
8287
*0143
1991
3831
5664
7488
9306
1145
2917
4712
6499
8279
*0051
1817
3575
5326
7071

2331
4491
6639
8778
*0906
3023
5130
7227
9314
1391
3458
5516
7563
9601
1630
3649
5658
7659
9650
1632
3606
5570
7525
9472
1410
3339
5260
7172
9076
*0972
2859
4739
6610
8473
*0238
2175
4015
5846
7670
9487
1296
3097
4891
6677
8456
*0228
1992
3751
5501
7245

2547
4706
6854
8991
*1118
3234
5340
7436
9522
1598
3665
5721
7767
9805
1832
3850
5859
7858
9849
1830
3802
5766
7720
9666
1603
3532
5452
7363
9266
*1161
3048
4926
6796
8659
*0513
2360
4198
6029
7852
9668
1476
3277
5070
6856
8634
*0405
2169
3926
5676
7419

2764
4921
7068
9204
*1330
3445
5551
7646
9730
1805
3871
5926
7972
*0008
2034
4051
1659
6059
*0047
2028
3999
5962
7915
9860
1796
3724
5643
7554
9456
*1350
3236
5113
6983
8845
*0698
2544
4382
6212
8034
9849
1650
3456
5249
7034
8811
*0582
2345
4101
5850
7592

2980
5136
7282
9417
*1542
3656
5760
7854
9938
2012
4077
6131
8176
*0211
2236
4253
8257
6260
*0246
2225
4196
6157
8111
*0054
1989
3916
5834
7744
9646
*1539
3424
5301
7169
9030
*0883
2728
4565
6394
8216
*0030
1837
3636
5468
7212
8989
*0759
2521
4287
6025
7766

(continua)



Tabla | MANTISAS Logaritmos base 10 (continuacidn)

250

255

260

265

270

275

280

285

290

39 7940
9674
40 1401
3121
4 834
40 0540
8240
9933
41 1620
3300
414973
6 641
8301
9956
42 1604
42 3246
4 882
6511
8135
9752
43 1364
2969
4569
6163
7751
43 9338
44 0909
2480
4045
5504
44 7158
8706
45 0249
1786
3318
45 4845
6366
7882
9392
46 0898
46 2398
3893
5383
6868
8347
46 9822
47 1292
2756
4216
5671

8114
9847
1573
3292
5005
6710
8410
*0102
1788
3467
5140
6807
8467
*0121
1768
3410
5045
6674
8297
9914
1525
3130
4729
6322
7909
9491
1066
2637
4201
5760
7313
8861
0403
1940
3471
4997
6518
8033
9543
1048
2548
4042
5532
7016
8495
9969
1438
2903
4362
5816

8287
*0020
1745
3464
5176
6881
8579
*0271
1956
3635
5307
6973
8633
*0286
1933
3574
5208
6836
8459
*0075
1685
3290
4888
6481
8067
9648
1224
2793
4357
5915
7468
9015
0557
2093
3624
5150
6670
8184
9694
1198
2697
4191
5680
7164
8643
*0116
1585
3049
4508
5962

8461
*0192
1917
3635
5346
7051
8749
*440
2124
3803
5474
7139
8798
*0451
2097
3737
5371
6999
8621
*0236
1846
3450
5048
6640
8226
9806
1381
2950
4513
6071
7623
9170
0711
2247
3777
5302
6821
8336
9845
1348
2847
4340
5829
7312
8790
*0263
1732
3195
4653
6107

8634
*0365
2089
3807
5517
7221
8918
*0609
2293
3970
5641
7306
8964
*0616
2261
3901
5524
7161
8783
*0398
2007
3610
5207
6799
8384
9964
1538
3106
4669
6236
7778
9324
0865
2400
3930
5454
6973
8487
9995
1499
2997
4490
5977
7460
8938
*0410
1878
3341
4799
6252

8808
*0538
2261
3978
5688
7391
9087
*0777
2461
4137
5808
7472
9129
*0781
2426
4065
5697
7324
8944
*0559
2167
3770
5367
6957
8542
%0122
1695
3263
4825
6382
7933
9478
1018
2553
4082
5606
7125
8638
*0146
1649
3146
4639
6126
7608
9085
*0557
2025
3487
4944
6397

8981
*0711
2433
4149
5858
7561
9257
*0946
2629
4305
5974
7638
9295
*0945
2590
4228
5860
7486
9106
*0720
2328
3930
5526
7116
8701
*0279
1852
3419
4981
6537
8088
9633
1172
2706
4235
5758
7276
8789
*0296
1799
3296
4788
6274
7756
9233
*0704
2171
3633
5090
6542

9154
*0883
2605
4320
6029
7731
9426
*1114
2796
4472
6141
7804
9460
*1410
2754
4392
6023
7648
9268
*0881
2488
4090
5685
7275
8859
*0437
2009
3576
5137
6692
8242
9787
1326
2859
4387
5910
7428
8940
*0447
1948
3445
4936
6423
7904
9380
*0851
2318
3779
5235
6687

9328
*1056
2777
4492
6199
7901
9595
*1283
2964
4639
6308
7970
9625
*1275
2918
4555
6186
7811
9429
*1042
2649
4249
5844
7433
9017
*0594
2166
3732
5293
6848
8397
9941
1479
3012
5440
6062
7579
9091
*0597
2098
3594
5085
6571
8052
9527
*0998
2464
3925
5381
6832

Apéndice Manejo de tablas

9501
*1228
2949
4663
6370
8070
9764
*1451
3132
4806
6474
8135
9791
*1439
3082
4718
6349
7973
9591
*1203
2809
4409
6004
7592
9175
*0752
2323
3889
5449
7003
8552
*0095
1633
3165
4692
6214
7731
9242
*0748
2248
3744
5234
6719
8200
9675
*1145
2610
4071
5526
6976

(continua)
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412 APENDICE Manejo de tablas

Tabla I MANTISAS Logaritmos base 10 (continuacién)

300

[

305

310

325

330

335

340

[ NRRCSIE SR

345

O 0 NN

47 7121
8566
48 0007
1443
2874
48 4300
5721
7138
8551
9958
49 1362
2760
4155
5544
6930
49 8311
9687
50 1059
2427
3791
50 5150
6505
7856
9203
51 0545
511883
3218
4548
5874
7196
51 8514
9828
521138
2444
3746
52 5045
6339
7630
8917
53 0200
53 1479
2754
4026
5294
6558
537819
9076
540329
1579
2825

7266
8711
0151
1586
3016
4442
5863
7280
8692
*0099
1502
2900
4294
5683
7068
8448
9824
1196
2564
3927
5286
6640
7991
9337
0679
2017
3351
4681
6006
7328
8646
9959
1269
2575
3876
5174
6469
7759
9045
0328
1607
2882
4153
5421
6685
7945
9202
0455
1704
2950

7411
8855
0294
1729
3159
4585
6005
7421
8833
*0239
1642
3040
4433
5822
7206
8586
9962
1333
2700
4063
5421
6776
8126
9471
0813
2151
3484
4813
6139
7460
8777
*0090
1400
2705
4006
5304
6598
7888
9174
0456
1734
3009
4280
5547
6811
8071
9327
0580
1829
3074

7555
8999
0438
1872
3302
4727
6147
7563
8974
*0380
1782
3179
4572
5960
7344
8724
*0099
1470
2837
4199
5557
6911
8260
9606
0947
2284
3617
4946
6271
7592
8909
*0221
1530
2835
4136
5434
6727
8016
9302
0584
1862
3136
4407
5674
6937
8197
9452
0705
1953
3199

7700
9143
0582
2016
3445
4869
6289
7704
9114
*0520
1922
3319
4711
6099
7483
8862
*0236
1607
2973
4335
5693
7046
8395
9740
1081
2418
3750
5079
6403
7724
9040
*0353
1661
2966
4266
5563
6856
8145
9430
0712
1990
3264
4534
5800
7063
8322
9578
0830
2078
3323

7844
9287
0725
2159
3587
5011
6430
7845
9255
*0661
2062
3458
4850
6238
7621
8999
*0374
1744
3109
4471
5828
7181
8530
9874
1215
2551
3883
5211
6535
7855
9171
*0484
1792
3096
4396
5693
6985
8274
9559
0840
2117
3391
4661
5927
7189
8448
9703
0955
2203
3447

7989
9431
0869
2302
3730
5153
6572
7986
9396
0801
2201
3597
4989
6376
7759
9137
*0511
1880
3246
4607
5964
7316
8664
*0009
1349
2684
4016
5344
6668
7987
9303
*0615
1922
3226
4526
5822
7114
8402
9687
0968
2245
3518
4787
6053
7315
8574
9829
1080
2327
3571

8133
9575
1012
2445
3872
5295
6714
8127
9537
*0941
2341
3737
5128
6515
7897
9275
*0648
2017
3382
4743
6099
7451
8799
*0143
1482
2818
4149
5476
6800
8119
9434
*0745
2053
3356
4656
5951
7243
8531
9815
1096
2372
3645
4914
6180
7441
8699
9954
1205
2452
3696

8278
9719
1156
2588
4015
5437
6855
8269
9677
*1081
2481
3876
5267
6653
8035
9412
*0785
2154
3518
4878
6234
7586
8934
*0277
1616
2951
4282
5609
6932
8251
9566
*0876
2183
3486
4785
6081
7372
8660
9943
1223
2500
3772
5041
6306
7567
8825
*0079
1330
2576
3820

8422
9863
1299
2731
4157
55796
6997
8410
9818
*1222
2621
4015
5406
6791
8173
9550
*0922
2291
3655
5014
6370
7721
9068
*0411
1750
3084
4415
5741
7064
8382
9697
*1007
2314
3616
4915
6210
7501
8788
*0072
1351
2627
3899
5167
6432
7693
8951
*0204
1454
2701
3944

(continua)



Tabla | MANTISAS Logaritmos base 10 (continuacidn)

350

W N

355

360

370

375

380

385

390

BTN =

395

O 0 N

54 4068
5307
6543
7775
9003

550228
1450
2668
3883
5094

556303
7507
8709
9907

56 1101

56 2293
3481
4666
5848
7026

56 8202
9374

57 0543
1709
2872

57 4031
5188
6341
7492
8639

57 9784

58 0925
2063
3199
4331

58 5461
6587
7711
8832
9950

59 1065
2177
3286
4393
5496

59 6597
7695
8791
9883

60 0973

4192
5431
6666
7898
9126
0351
1572
2790
4004
5215
6423
7627
8829
*0026
1221
2412
3600
4784
5966
7144
8319
9491
0660
1825
2988
4147
5303
6457
7607
8754
9898
1039
2177
3312
4444
5574
6700
7823
8944
*0061
1176
2288
3397
4503
5606
6707
7805
8900
9992
1082

4316
5555
6789
8021
9249
0473
1694
2911
4126
5336
6544
7748
8948
*0146
1340
2531
3718
4903
6084
7262
8436
9608
0776
1942
3104
4263
5419
6572
7722
8868
*0012
1153
2291
3426
4557
5686
6812
7935
9056
*0173
1287
2399
3508
4614
5717
6817
7914
9009
*0101
1191

4440
5678
6913
8144
9371
0595
1816
3033
4247
5457
6664
7868
9068
*0265
1459
2650
3837
5021
6202
7379
8554
9725
0893
2058
3220
4379
5534
6687
7836
8983
*0126
1267
2404
3539
4670
5799
6925
8047
9167
*0284
1399
2510
3618
4724
5827
6927
8024
9119
*0210
1299

4564
5802
7036
8267
9494
1717
1933
3255
4368
5578
6785
7988
9188
*0385
1578
2769
3955
5139
6320
7497
8671
9842
1010
2174
3336
4494
5650
6802
7951
9097
*0241
1381
2518
3652
4783
5912
7037
8160
9279
*0396
1510
2621
3729
4834
5937
7037
8134
9228
*0319
1408

4688
5925
7159
8389
9616
0840
2060
3276
4489
5699
6905
8108
9308
*0504
1698
2887
4074
5257
6437
7614
8788
9959
1126
2291
3452
4610
5765
6917
8066
9212
*0355
1495
2631
3765
4896
6024
7149
8272
9391
*0507
1621
2732
3840
4945
6047
7146
8243
9337
%0428
1517

4812
6049
7282
8512
9739
0962
2181
3398
4610
5820
7026
8228
9428
*0624
1817
3006
4192
5376
6555
7732
8905
*0076
1243
2407
3568
4726
5880
7032
8181
9326
*0469
1608
2746
3879
5009
6137
7262
8384
9503
*0619
1732
2843
3950
5055
6157
7256
8353
9446
*0537
1625

4936
6172
7405
8635
9861
1084
2303
3519
4731
5940
7146
8349
9548
*0743
1936
3125
4311
5494
6673
7849
9023
*0193
1359
2523
3684
4841
5996
7147
8295
9441
*0583
1722
2858
3992
5122
6250
7374
8496
9615
*0730
1843
2954
4061
5165
6267
7366
8462
9556
*0616
1734

5060
6296
7529
8753
9984
1206
2425
3640
4852
6061
7267
8469
9667
*0863
2055
3244
4429
5612
6791
7967
9140
*0309
1459
2639
3800
4957
6111
7282
8410
9555
*0697
1830
2972
4105
5235
6362
7486
8608
9726
*0842
1955
3064
4171
5276
6377
7476
8572
9665
*0755
1843

Apéndice Manejo de tablas

5183
6410
7652
8881
*0106
1328
2547
3762
4973
6182
7387
8589
9787
*0982
2174
3362
4548
5730
6909
8084
9257
*0426
1592
2755
3915
5072
6226
7377
8526
9669
*0811
1950
3085
4218
5348
6475
7699
8720
9838
*0953
2066
3175
4282
5386
6487
7586
8681
9774
*0864
1951

(continua)
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414 APENDICE Manejo de tablas

Tabla I MANTISAS Logaritmos base 10 (continuacién)

400

[ SRS I SR

405

410

415

425

430

435

440

60 2060
3144
4226
5305
6381

60 7455
8526
9594

61 0660
1723

612784
3842
4897
5950
7000

61 8048
9093

62 0136
1176
2214

62 3249
4282
5312
6340
7366

62 8389
9410

63 0428
1444
2457

633468
4477
5484
6488
7490

63 8489
9486

64 0481
1474
2465

64 3453
4439
5422
6404
7383

64 8360
9335

65 0380
1278
2246

2169
3253
4334
5413
6489
7562
8633
9701
0767
1829
2890
3947
5003
6055
7105
8153
9198
0240
1280
2318
3353
4385
5415
6443
7468
8491
9512
0530
1546
2559
3569
4578
5584
6588
7590
8589
9586
0581
1573
2563
3551
4537
5521
6502
7481
8458
9432
0405
1375
2343

2277
3361
4442
5521
6596
7669
8740
9808
0873
1936
2996
4053
5108
6160
7210
8257
9302
0344
1384
2421
3456
4488
5518
6546
7571
8593
9613
0631
1647
2660
3670
4679
5685
6688
7690
8689
9686
0680
1672
2662
3650
4636
5619
6600
7579
8555
9530
0502
1472
2440

2386
3469
4550
5628
6704
7777
8817
9914
0979
2042
3102
4159
5213
6265
7315
8362
9406
0448
1488
2525
3559
4591
5621
6643
7673
8695
9715
0733
1748
2761
3771
4779
5785
6789
7790
8789
9785
0779
1771
2761
3749
4734
5717
6698
7676
8653
9627
0599
1569
2536

2494
3577
4658
5736
6811
7884
8954
*0021
1086
2148
3207
4264
5319
6370
7420
8466
9511
0552
1592
2628
3663
4695
5724
6751
7775
8797
9817
0835
1849
2862
3872
4880
5886
6889
7890
8888
9885
0879
1871
2860
3847
4832
5815
6796
7774
8750
9724
0696
1666
2633

2603
3686
4766
5844
6919
7991
9061
*0123
1192
2254
3313
4370
5424
6476
7525
8571
9615
0656
1695
2732
3766
4798
5827
6853
7878
8900
9919
0936
1951
2963
3973
4981
5986
6989
7990
8988
9984
0978
1970
2959
3946
4931
5913
6894
7872
8848
9821
0793
1762
2730

2711
3794
4874
5951
7026
8098
9167
*0234
1298
2360
3419
4475
5529
6581
7629
8676
9719
0760
1799
2835
3869
4901
5929
6956
7980
9002
*0021
1038
2052
3064
4074
5081
6087
7089
8090
9088
*0084
1077
2069
3058
4044
5029
6011
6992
7969
8945
9919
0890
1859
2826

2819
3902
4982
6059
7133
8205
9274
*0341
1405
2466
3525
4581
5634
6686
7734
8780
9824
0864
1903
2939
3973
5004
6032
7058
8082
9104
*0123
1139
2153
3165
4175
5182
6187
7189
6190
9188
*0183
1177
2168
3156
4143
5127
6110
7089
8067
9043
*0016
0987
1956
2923

2928
4010
5089
6166
7241
8312
9381
*0447
1511
2572
3630
4686
5740
6790
7839
8884
9928
0968
2007
3042
4076
5107
6135
7161
8185
9206
%0224
1241
2255
3266
4276
5283
6287
7290
8290
9287
*0283
1276
2267
3255
4242
5226
6208
7187
8165
9140
*0113
1084
2053
3019

3036
4118
5197
6274
7348
8419
9488
*0554
1617
2678
3736
4792
5845
6895
7943
8989
0032
1072
2110
3146
4179
5210
6238
7263
8287
9308
*0326
13428
2356
3367
4376
5383
6388
7390
8389
9387
*0382
1375
2366
3354
4340
5324
6306
7285
8262
9237
*0210
1181
2150
3116

(continua)



Tabla | MANTISAS Logaritmos base 10 (continuacidn)

450

W N

455

460

470

475

480

485

490

BTN =

495

O 0 N

653213
4177
5138
6098
7056

65 8011
8965
9916

66 0865
1813

66 2758
3701
4642
5581
6518

66 7453
8386
9317

67 0246
1173

67 2098
3021
3942
4861
5778

67 6694
7607
8518
9428

68 0336

68 1241
2145
3047
3947
4845

66 5742
6636
7529
8420
9309

69 0196
1081
1965
2847
3727

69 4605
5482
6356
7229
8101

3309
4273
5235
6194
7152
8107
9060
*0011
0960
1907
2852
3795
4736
5675
6612
7546
8479
9410
0339
1265
2190
3113
4034
4953
5870
6785
7698
8609
9519
0426
1332
2235
3137
4037
4935
5831
6726
7618
8509
9398
0285
1170
2053
2935
3815
4693
5569
6444
7317
8188

3405
4369
5331
6290
7247
3202
9155
*0106
1055
2002
2947
3889
4830
5769
6705
7640
8572
9503
0431
1358
2283
3205
4126
5045
5962
6876
7789
8700
9610
0517
1422
2326
3227
4127
5025
5921
6815
7707
8598
9486
0373
1258
2142
3023
3903
4781
5657
6531
7404
8275

3502
4465
5427
6386
7343
8298
9250
*0201
1150
2096
3041
3983
4924
5862
6799
7733
8665
9596
0524
1451
2375
3297
4218
5137
6053
6968
7881
8791
9700
0617
1513
2416
3317
4217
5114
6010
6904
7796
8687
9575
0462
1347
2230
3111
3991
4868
5744
6618
7491
8362

3598
4562
5423
6482
7438
8393
9346
*0296
1245
2191
3135
4078
5018
5956
6892
7826
8759
9689
0617
1543
2467
3390
4310
5228
6145
7059
7972
8882
9791
0698
1603
2506
3407
4307
5204
6100
6994
7886
8776
9664
0550
1435
2318
3199
4078
4956
5832
6706
7578
8449

3695
4658
5619
6577
7534
8488
9441
*0391
1339
2286
3230
4172
5112
6050
6986
7920
8852
9782
0710
1636
2560
3482
4402
5320
6236
7151
8063
8973
9882
0789
1693
2596
3497
4396
5294
6189
7083
7975
8865
9753
9639
1524
2406
3287
4166
5044
5919
6793
7665
8535

3791
4754
5715
6673
7629
8584
9536
*0486
1434
2380
3324
4266
5206
6143
7079
8013
8945
9875
0802
1728
2652
3574
4494
5412
6328
7242
8154
9064
9973
0879
1784
2686
3587
4486
5383
6279
7172
8064
8953
9841
0728
1612
2494
3375
4254
5131
6007
6880
7752
8622

3888
4850
5810
6769
7725
8679
9631
*0581
1529
2475
3418
4360
5299
6237
7173
8106
9038
9967
0895
1821
2744
3666
4586
5503
6419
7333
8245
9155
*0063
0970
1874
2777
3677
4576
5473
6368
7261
8153
9042
9930
0816
1700
2583
3463
4342
5219
6094
6968
7839
8709

3984
4946
5906
6864
7820
8774
9726
*0676
1623
2569
3512
4454
5393
6331
7266
8199
9131
*0060
0988
1913
2836
3758
4677
5595
6511
7424
8336
9246
*0154
1060
1964
2867
3767
4666
5563
6458
7351
8242
9131
*0019
0905
1789
2671
3551
4430
5307
6182
7055
7926
8796

Apéndice Manejo de tablas

4080
5042
6002
6960
7916
8870
9821
*0771
1718
2663
3607
4548
5487
6424
7360
8293
9224
*0153
1080
2005
2929
3850
4769
5687
6602
7516
8427
9337
*0245
1151
2055
2957
3857
4756
5652
6547
7440
8331
9220
*0107
0993
1877
2759
3639
4517
5394
6269
7142
8014
8883

(continua)
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416 APENDICE Manejo de tablas

Tabla I MANTISAS Logaritmos base 10 (continuacién)

500

N =

505

510

515

525

530

535

540

B W N

545

Aol RN (o)

69 8970
9838
70 0704
1568
2431
70 3291
4151
5008
5864
6718
70 7570
8421
9270
710117
0963
71 1807
2650
3491
4330
5167
71 6003
6838
7671
8502
9331
72 0159
0986
1811
2634
3456
72 4276
5095
5912
6727
7541
72 8354
9165
9974
730782
1589
73 2394
3197
3999
4800
5599
73 6397
7193
7987
8781
9572

9057
9924
0790
1654
2517
3377
4236
5094
5949
6803
7655
8506
9355
0202
1048
1892
2734
3575
4414
5251
6087
6921
7754
8585
9414
0242
1068
1893
2716
3538
4358
5176
5993
6809
7623
8435
9246
*0055
0863
1669
2474
3278
4079
4880
5679
6476
7272
8067
8860
9651

9144
*0011
0877
1741
2603
3463
4322
5179
6035
6888
7740
8591
9440
0287
1132
1976
2818
3659
4497
5335
6170
7004
7837
8668
9497
0325
1151
1975
2798
3620
4440
5258
6075
6890
7704
8516
9327
*0136
0944
1750
2555
3358
4160
4960
5759
6556
7352
8146
8939
9731

9231
*0098
0963
1827
2689
3549
4408
5265
6120
6974
7826
8676
9524
0371
1217
2060
2902
3742
4581
5418
6254
7088
7920
8751
9580
0407
1233
2058
2881
3762
4522
5340
6156
6972
7785
8597
9408
%0217
1024
1830
2635
3438
4240
5040
5838
6635
7431
8225
9018
9810

9317
*0184
1050
1913
2775
3635
4494
5350
6206
7059
7911
8761
9609
0456
1301
2144
2986
3826
4665
5502
6337
7171
8003
8834
9663
0490
1316
2140
2963
3784
4604
5422
6238
7053
7866
8678
9489
*0298
1105
1911
2715
3518
4320
5120
5918
6715
7511
8305
9097
9889

9404
*0271
1136
1999
2861
3721
4579
5436
6291
7144
7996
8846
9694
0540
1385
2229
3070
3910
4749
5586
6421
7254
8086
8917
9745
0573
1398
2222
3045
3866
4685
5503
6320
7134
7948
8759
9576
*0378
1186
1991
2796
3598
4400
5200
5998
6795
7590
8384
9177
9968

9491
*0358
1222
2086
2947
3807
4665
5522
6376
7229
8081
8931
9779
0625
1470
2313
3154
3994
4833
5669
6504
7338
8169
9000
9828
0655
1481
2305
3127
3946
4767
5585
6401
7216
8029
8841
9651
*0459
1266
2072
2876
3679
4480
5279
6078
6874
7670
8463
9256
*0047

9578
*0444
1309
2172
3033
3893
4751
5607
6462
7315
8166
9015
9863
0710
1554
2397
3238
4078
4916
5753
6588
7421
8253
9083
9911
0738
1563
2387
3209
3030
4849
5667
6483
7267
8110
8922
9732
*0540
1347
2152
2956
3759
4560
5359
6157
6954
7749
8543
9335
*0126

9664
*0531
1395
2258
3119
3979
4837
5693
6547
7400
8251
9100
9948
0794
1639
2481
3323
4162
5000
5836
6671
7504
8336
9165
9994
0821
1646
2469
3291
4112
4931
5748
6564
7379
8191
9003
9813
*0621
1428
2233
3037
3839
4640
5439
6237
7034
7829
8622
9414
*0205

9751
*0617
1482
2344
3205
4065
4922
5778
6632
7485
8336
9185
*0033
0879
1723
2556
3407
4246
5084
5920
6754
7587
8419
9248
*0077
0903
1728
2552
3374
4194
5013
5830
6646
7460
8273
9084
9893
*0702
1508
2313
3117
3919
4720
5519
6317
7113
7908
8701
9493
*0284

(continua)



Tabla | MANTISAS Logaritmos base 10 (continuacidn)

550

W N

555

560

570

575

580

585

590

BTN =

595

O 0 N

74 0363
1152
1939
2725
3510

74 4293
5075
5855
6634
7412

74 8188
8963
9736

75 0508
1279

75 2048
2816
3583
4348
5112

75 5875
6636
7396
8155
8912

75 9668

76 0422
1176
1928
2679

76 3428
4176
4923
5669
6413

76 7156
7898
8638
9377

77 0115

77 0852
1587
2322
3055
3786

77 4517
5246
5974
6701
7427

0442
1230
2018
2804
3588
4371
5153
5933
6712
7489
8266
9040
9814
0586
1356
2125
2893
3660
4425
5189
5951
6712
7472
8230
8988
9743
0498
1251
2003
2754
3503
4251
4998
5743
6487
7230
7972
8712
9451
0189
0926
1661
2395
3128
3860
4590
5319
6067
6774
7499

0521
1309
2096
2882
3667
4449
5231
6011
6790
7567
8343
9118
9891
0663
1433
2202
2970
3736
4501
5265
6027
6788
7548
8306
9063
9819
0573
1326
2078
2829
3578
4336
5072
5818
6562
7304
8046
8786
9525
0263
0999
1734
2468
3201
3933
4663
5392
6120
6846
7572

0600
1383
2175
2961
3745
4528
5309
6089
6868
7645
8421
9195
9968
0740
1510
2279
3047
3813
4578
5341
6103
6864
7624
8382
9139
9894
0649
1402
2153
2904
3653
4400
5147
5892
6636
7379
8120
8860
9599
0336
1073
1808
2542
3274
4006
4736
5465
6193
6919
7644

0678
1467
2254
3039
3823
4606
5387
6167
6945
7722
8498
9272
*0045
0817
1587
2356
3123
3889
4654
5417
6180
6940
7700
8458
9214
9970
0724
1477
2228
2978
3727
4475
5221
5966
6710
7453
8194
8934
9673
0410
1146
1881
2615
3348
4079
4809
5538
6265
6992
7717

0757
1546
2332
3118
3902
4684
5465
6245
7023
7800
8576
9350
*0123
0894
1664
2433
3200
3966
4730
5494
6256
7016
7775
8533
9290
*0045
0799
1552
2303
3053
3802
4550
5296
6041
6785
7527
8268
9008
9746
04384
1220
1955
2688
3421
4152
4882
5610
6338
7064
7789

0836
1624
2411
3196
3980
4762
5543
6323
7101
7878
8653
9427
*0200
0971
1741
2509
3277
4042
4807
5570
6332
7092
7851
8609
9366
*0121
0875
1627
2378
3128
3877
4624
5370
6115
6859
7601
8342
9082
8230
0557
1293
2028
2762
3494
4225
4955
5683
6411
7137
7862

0915
1703
2489
3275
4058
4840
5621
6401
7179
7955
8731
9504
*0277
1048
1818
2586
3353
4119
4119
5646
6408
7168
7927
8685
9441
*0196
0950
1702
2453
3203
3952
4699
5445
6190
6933
7675
8416
9156
9894
0631
1367
2102
2835
3567
4298
5028
5756
6483
7209
7934

0994
1782
2568
3353
4136
4919
5699
6479
7256
8033
8808
9582
*0354
1125
1895
2663
3430
4195
4197
5722
6484
7244
8003
8761
9517
*0272
1025
1778
2529
3278
4027
4774
5520
6264
7007
7749
8490
9230
9968
0705
1440
2175
2908
3640
4371
5100
5829
6556
7282
8006

Apéndice Manejo de tablas

1073
1860
2647
3431
4215
4997
5777
6556
7334
8110
8885
9659
*0431
1202
1972
2740
3506
4272
4272
5799
6560
7320
8079
8836
9592
*0347
1101
1853
2604
3353
4101
4848
5594
6338
7082
7823
8564
9303
*0042
0778
1514
2248
2981
3713
4444
5173
5902
6629
7354
8079

(continua)

417



418 APENDICE Manejo de tablas

Tabla I MANTISAS Logaritmos base 10 (continuacién)

600

N =

605

610

615

625

630

635

640

B W N =

645

Aole RN (o)

77 8151
8874
9596

78 0317
1037

78 1755
2473
3189
3904
4617

78 5330
6041
6751
7460
8168

78 8875
9581

79 0285
0988
1691

79 2392
3092
3790
4488
5185

79 5880
6574
7268
7960
8651

79 9341

80 0029
0717
1404
2089

80 2774
3457
4139
4821
5501

806180
6858
7535
8211
8886

80 9540

810233
0904
1575
2245

8224
8947
9669
0389
1109
1827
2544
3260
3975
4689
5401
6112
6822
7531
8239
8946
9651
0356
1059
1761
2462
3162
3860
4558
5254
5949
6644
7337
8029
8720
9409
0098
0786
1472
2158
2842
3525
4208
4889
5569
6248
6926
7603
8279
8953
9627
0300
0971
1642
2312

8296
9019
9741
0461
1181
1899
2616
3332
4046
4760
5472
6183
6893
7602
8310
9016
9722
0426
1129
1831
2532
3231
3930
4627
5324
6019
6713
7406
8098
8789
9478
0167
0854
1541
2226
2910
3594
4276
4957
5637
6316
6994
7670
8346
9021
9694
0367
1039
1709
2379

8368
9091
9813
0533
1253
1971
2688
3403
4118
4831
5543
6254
6964
7673
8381
9087
9792
0496
1199
1901
2602
3301
4000
4697
5393
6088
6782
7475
8167
8858
9547
0236
0923
1609
2295
2979
3662
4344
5025
5705
6384
7061
7738
8414
9098
9762
0434
1106
1776
2445

8441
9163
9885
0605
1324
2042
2759
3475
4189
4902
5615
6325
7035
7744
8451
9157
9863
0567
1269
1971
2672
3371
4070
4767
5463
6158
6852
7545
8236
8927
9616
0305
0992
1678
2363
3047
3730
4412
5093
5773
6451
7129
7806
8481
9156
9829
0501
1173
1843
2512

8513
9236
9957
0677
1396
2114
2831
3546
4261
4974
5686
6396
7106
7815
8522
9228
9933
0637
1340
2041
2742
3441
4139
4836
5532
6227
6921
7614
8305
8996
9685
0373
1061
1747
2432
3116
3798
4480
5161
5841
6519
7197
7873
8549
9223
9896
0569
1240
1910
2579

8585
9308
0029
0749
1468
2186
2902
3618
4332
5045
5757
6467
7177
7885
8593
9299
*0004
0707
1410
2111
2812
3511
4209
4906
5602
6297
6990
7683
8374
9065
9754
0442
1129
1815
2500
3184
3867
4548
5229
5908
6587
7264
7941
8616
9290
9964
0636
1307
1977
2646

8658
9380
0101
0821
1540
2258
2974
3689
4403
5116
5828
6538
7248
7956
8663
9369
*0074
0778
1480
2181
2882
3581
4279
4976
5672
6366
7060
7752
8443
9134
9823
0511
1198
1884
2568
3252
3935
4616
5297
5976
6655
7332
8008
8664
9358
*0031
0703
1374
2044
2713

8730
9452
*0173
0893
1612
2329
3046
3761
4475
5187
5899
6609
7319
8027
8734
9440
*0144
0848
1550
2252
2952
3651
4349
5045
5741
6436
7129
7821
8513
9203
9892
0580
1266
1952
2637
3321
4003
4685
5365
6044
6723
7400
8076
8751
9425
*0098
0770
1441
2111
2780

8802
9524
*0245
0965
1684
2401
3117
3832
4546
5259
5970
6680
7390
8098
8804
9510
*0215
0918
1620
2322
3022
3721
4418
5115
5811
6505
7198
7890
8582
9272
9961
0648
1335
2021
2705
3389
4071
4753
5433
6112
6790
7467
8143
8818
9192
*0165
0837
1508
2178
2847

(continua)



Tabla | MANTISAS Logaritmos base 10 (continuacidn)

650

W N =

655

660

680

685

690

'S

695

el RN o)}

812913
3581
4248
4913
5578

81 6241
7565
7565
8226
8885

819544

82 0201
0858
1514
2168

82 2822
3474
4126
4776
5426

82 6075
6723
7369
8015
8660

829304
9947

83 0589
1230
1870

83 2509
3147
3784
4421
5056

83 5691
6324
6957
7588
8219

83 8849
9478

84 0106
0733
1359

84 1985
2609
3233
3855
4477

2980
3648
4314
4980
5644
6308
7631
7631
8292
8951
9610
0267
0924
1579
2233
2887
3539
4191
4841
5491
6140
6787
7434
8080
8724
9368
*0011
0653
1294
1934
2573
3211
3848
4484
5120
5754
6387
7020
7652
8282
8912
9541
0169
0796
1422
2047
2672
3295
3918
4539

3047
3714
4381
5046
5711
6374
7698
7698
8358
9017
9676
0333
0989
1645
2299
2952
3605
4256
4906
5556
6204
6852
7499
8144
8789
9432
*0075
0717
1358
1998
2637
3275
3912
4548
5183
5817
6451
7083
7715
8345
8975
9604
0232
0859
1485
2110
2734
3357
3980
4601

3114
3781
4447
5113
5777
6440
7764
7764
8424
9083
9741
0399
1055
1710
2364
3018
3670
4321
4971
5621
6269
6917
7563
8209
8853
9497
*0139
0781
1422
2062
2700
3338
3975
4611
5247
5881
6514
7146
7778
8408
9038
9667
0294
0921
1547
2172
2796
3420
4042
4664

3181
3848
4514
5179
5843
6506
7830
7830
8490
9149
9807
0464
1120
1775
2430
3083
3735
4386
5036
5686
6334
6981
7628
8273
8918
9561
*0204
0845
1486
2126
2764
3402
4039
4675
5310
5944
6577
7210
7841
8471
9101
9729
0357
0984
1610
2235
2859
3482
4104
4726

3247
3914
4581
5246
5910
6573
7896
7896
8556
9215
9873
0530
1186
1841
2495
3148
3800
4451
5101
5751
6399
7046
7692
8338
8982
9625
*0268
0909
1550
2189
2828
3466
4103
4739
5373
6007
6641
7273
7904
8534
9164
9792
0420
1046
1672
2297
2921
3544
4166
4788

3314
3981
4647
5312
5976
6639
7962
7962
8622
9281
9939
0595
1251
1906
2560
3213
3865
4516
5166
5815
6464
7111
7757
8402
9046
9690
*332
0973
1614
2253
2892
3530
4166
4802
5437
6071
6704
7336
7967
8597
9227
9855
0482
1109
1735
2360
2983
3606
4229
4850

3381
4048
4714
5378
6042
6705
8028
8028
8688
9346
*0004
0661
1317
1972
2626
3279
3930
4581
5231
5880
6528
7175
7821
8467
9111
9754
*396
1037
1678
2317
2956
3593
4230
4866
5500
6134
6767
7399
8030
8660
9289
9918
0545
1172
1797
2422
3046
3669
4291
4912

3448
4114
4780
5445
6109
6771
8094
8094
8754
9412
*0070
0727
1382
2037
2691
3344
3996
4646
5296
5945
6593
7240
7886
8531
9175
9818
*0460
1102
1742
2381
3020
3657
4294
4929
5564
6197
6830
7462
8093
8723
9352
9981
0608
1234
1860
2484
3108
3731
4353
4974

Apéndice Manejo de tablas

3514
4181
4847
5511
6175
6838
8160
8160
8820
9478
*0136
0792
1448
2103
2756
3409
4061
4711
5361
6010
6658
7305
7951
8595
9239
9882
*0525
1166
1806
2445
3083
3721
4357
4993
5627
6261
6894
7525
8156
8786
9415
*0043
0671
1297
1922
2547
3170
3793
4415
5036

(continua)
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420 APENDICE Manejo de tablas

Tabla I MANTISAS Logaritmos base 10 (continuacién)

700

705

710

715

725

730

735

740

B W N

745

Aol RN (o)

84 5098
5718
6337
6955
7573

84 8189
8805
9419

850033
0646

851258
1870
2480
3090
3698

854306
4913
5519
6124
6729

857332
7935
8537
9138
9739

86 0338
0937
1534
2131
2728

86 3323
3917
4511
5104
5696

86 287
6878
7467
8056
8644

86 9232
9818

87 0404
0989
1573

87 2156
2739
3321
3902
4482

5160
5780
6399
7017
7634
8251
8866
9481
0095
0707
1320
1931
2541
3150
3759
4367
4974
5580
6185
6789
7393
7995
8597
9198
9799
0398
0996
1594
2191
2727
3382
3977
4570
5163
5755
6346
6937
7526
8115
8703
9290
9877
0462
1047
1631
2215
2797
3379
3960
4540

5222
5842
6461
7079
7696
8312
8928
9542
0156
0769
1381
1992
2602
3211
3820
4428
5034
5640
6245
6850
7453
8056
8657
9258
9859
0458
1056
1654
2251
2847
3442
4036
4630
5222
5814
6405
6996
7585
8174
8762
9349
9935
0521
1106
1690
2273
2855
3437
4018
4598

5284
5904
6523
7141
7758
8374
8989
9604
0217
0830
1442
2053
2663
3272
3881
4488
5095
5701
6306
6910
7513
8116
8718
9318
9918
0518
1116
1714
2310
2906
3501
4096
4689
5282
5874
6465
7055
7644
8233
8821
9408
9994
0579
1164
1748
2331
2913
3495
4076
4656

5346
5966
6585
7202
7819
8435
9051
9665
0279
0891
1503
2114
2724
3333
3941
4549
5156
5761
6366
6970
7574
8176
8778
9379
9978
0578
1176
1773
2370
2966
3561
4155
4748
5341
5933
6524
7114
7703
8292
8879
9466
0053
0638
1223
1806
2389
2972
3553
4134
4714

5408
6028
6646
7264
7881
8497
9112
9726
0340
0952
1564
2175
2785
3394
4002
4610
5216
5822
6427
7031
7634
8236
8838
9439
*0038
0637
1236
1833
2430
3025
3620
4214
4808
5400
5992
6583
7173
7762
8350
8938
9525
*0111
0696
1281
1865
2448
3030
3611
4192
4772

5470
6090
6708
7326
7943
8559
9174
9788
0401
1014
1625
2236
2846
3455
4063
4670
5277
5882
6487
7091
7694
8297
8898
9499
*0098
0697
1295
1893
2489
3085
3680
4274
4867
5459
6051
6642
7232
7821
8409
8997
9584
*0170
0755
1339
1923
2506
3088
3669
4250
4830

5532
6151
6770
7388
8004
8620
9235
9849
0462
1075
1686
2297
2907
3515
4124
4731
5337
5943
6548
7152
7755
8357
8958
9559
*0158
0757
1355
1952
2549
3144
3739
4333
4926
5519
6110
6701
7291
7880
8468
9056
9642
%0228
0813
1398
1981
2564
3146
3727
4308
4888

5594
6213
6832
7449
8066
8682
9297
9911
0524
1136
1747
2358
2968
3577
4185
4792
5398
6003
6608
7212
7815
8417
9018
9619
*0218
0817
1415
2012
2608
3204
3799
4392
4985
5578
6169
6760
7350
7939
8527
9114
9701
*0287
0872
1456
2040
2622
3204
3785
4366
4945

5656
6275
6894
7511
8128
8743
9358
9972
0585
1197
1809
2419
3029
3637
4215
4852
5459
6064
6668
7272
7875
8477
9078
9679
*0273
0877
1475
2072
2663
3263
3858
4452
5045
5637
6228
6819
7409
7998
8586
9173
9760
0345
0930
1515
2098
2681
3262
3844
4424
5003

(continua)



Tabla | MANTISAS Logaritmos base 10 (continuacidn)

750

W N

755

760

770

775

780

785

790

BTN =

795

O 0 N

87 5061
5640
6218
6795
7371

87 7947
8522
9096
9669

88 0242

88 0814
1385
1955
2525
3093

88 3661
4229
4795
5361
5926

88 6491
7054
7617
8179
8741

88 9302
9862

89 0421
0980
1537

89 2095
2651
3207
3762
4316

89 4870
5423
5975
6526
7077

89 7627
8176
8725
9273
9821

90 0367
0913
1458
2003
2547

5119
5698
6276
6853
7429
8004
8579
9153
9726
0299
9871
1442
2012
2581
3150
3718
4285
4852
5418
5983
6547
7111
7674
8236
8797
9358
9918
0477
1035
1593
2150
2707
3262
3817
4371
4925
5478
6030
6581
7132
7682
8231
8780
9328
9875
0422
0968
1513
2057
2601

5177
5756
6333
6910
7487
8062
8637
9211
9784
0356
0928
1499
2069
2638
3207
3775
4342
4909
5474
6039
6604
7167
7730
8292
8853
9414
9974
0533
1091
1649
2206
2762
3318
3873
4427
4980
5533
6085
6636
7187
7737
8286
8835
9383
9930
0476
1022
1567
2112
2655

5235
5813
6391
6968
7544
8119
8694
9268
9841
0413
0985
1556
2126
2695
3264
3822
4399
4965
5531
6096
6660
7223
7786
8348
8909
9470
*0030
0589
1147
1705
2262
2818
3373
3928
4482
5036
5588
6140
6692
7242
7792
8341
8890
9437
9985
0531
1077
1622
2166
2710

5293
5871
6449
7026
7602
8177
8752
9325
9898
0471
1942
1613
2183
2752
3321
3888
4455
5022
5587
6152
6716
7280
7842
8404
8965
9526
*0086
0645
1203
1760
2317
2873
3429
3984
4538
5091
5644
6195
6747
7297
7847
8396
8944
9492
*0039
0586
1131
1676
2221
2764

5351
5929
6507
7083
7659
8234
8809
9383
9956
0528
1099
1670
2240
2809
3377
3945
4512
5078
5644
6209
6773
7336
7898
8460
9021
9582
*0141
0700
1259
1816
2373
2929
3484
4039
4593
5146
5699
6251
6802
7352
7902
8451
8999
9547
*0094
0640
1186
1731
2275
2818

5409
5987
6564
7141
7717
8292
8866
9440
*0013
0585
1156
1727
2297
2866
3434
4002
4569
5135
5700
6265
6829
7392
7955
8516
9077
9638
*0197
0756
1314
1872
2429
2985
3540
4094
4648
5201
5754
6306
6857
7407
7957
8506
9054
9602
*0149
0695
1240
1785
2329
2873

5466
6045
6622
7199
7774
8349
8924
9497
*0070
0642
1213
1784
2354
2923
3491
4059
4625
5192
5757
6321
6885
7449
8011
8573
9134
9694
*0253
0812
1370
1928
2484
3040
3595
4150
4704
5257
5809
6361
6912
7462
8012
8561
9109
9656
*0203
0749
1295
1840
2384
2927

5524
6102
6680
7256
7832
8407
8981
9555
*0127
0699
1271
1841
2411
2980
3548
4115
4682
5248
5813
6378
6942
7505
8067
8629
9190
9750
*0309
0868
1426
1983
2540
3096
3651
4205
4759
5312
5864
6416
6967
7517
8067
8615
9164
9711
*0258
0804
1349
1894
2438
2981

Apéndice Manejo de tablas

5582
6160
6737
7314
7889
8464
9039
9612
*0185
0756
1328
1898
2468
3037
3605
4172
4739
5305
5870
6434
6998
7561
8123
8685
9246
9806
*0365
0924
1482
2039
2595
3151
3706
4261
4814
5367
5920
6471
7022
7572
8122
8670
9218
9766
*0312
0859
1404
1948
2492
3036

(continua)
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422 APENDICE Manejo de tablas

Tabla I MANTISAS Logaritmos base 10 (continuacién)

800

[ SRS I SR

805

810

815

825

830

835

840

B W N

845

Aol RN (o)

90 3090
3633
4174
4716
5256

90 5796
6335
6874
7411
7949

90 8485
9021
9556

91 0091
0624

91 1158
1690
2222
2753
3284

91 3814
4343
4872
5400
5927

91 6454
6980
7506
8030
8555

919078
9601

920123
0645
1166

92 1686
2206
2725
3244
3762

92 4279
4796
5312
5828
6342

92 6857
7370
7883
8396
8908

3144
3687
4229
4770
5310
5850
6389
6927
7465
8002
8539
9074
9610
0144
0678
1211
1743
2275
2806
3337
3867
4396
4925
5453
5980
6507
7033
7558
8083
8607
9130
9653
0176
0697
1218
1738
2258
2777
3296
3814
4331
4848
5364
5879
6394
6908
7422
7935
8447
8959

3199
3741
4283
4824
5364
5904
6443
6981
7519
8056
8592
9128
9663
0197
0731
1264
1797
2328
2859
3390
3920
4449
4977
5505
6033
6559
7085
7611
8135
8659
9183
9706
0228
0749
1270
1790
2310
2829
3348
3865
4383
4899
5415
5931
6445
6959
7473
7986
8498
9010

3253
3795
4337
4878
5418
5958
6497
7035
7573
8110
8646
9181
9716
0251
0784
1317
1850
2381
2913
3443
3973
4502
5030
5558
6085
6612
7138
7663
8188
8712
9235
9758
0280
0801
1322
1842
2362
2881
3399
3917
4434
4951
5467
5982
6497
7011
7524
8037
8549
9061

3307
3849
4391
4932
5472
6012
6551
7089
7626
8163
8699
9235
9770
0304
0838
1371
1903
2435
2966
3496
4026
4555
5083
5611
6138
6664
7190
7716
8240
8764
9287
9810
0332
0853
1374
1894
2414
2933
3451
3969
4486
5003
5518
6034
6548
7062
7576
8088
8601
9112

3361
3904
4445
4986
5526
6066
6604
7143
7680
8217
8753
9289
9823
0358
0891
1424
1956
2488
3019
3549
4079
4608
5136
5664
6191
6717
7243
7768
8293
8816
9340
9862
0384
0906
1426
1946
2466
2985
3503
4021
4538
5054
5570
6085
6600
7114
7627
8140
8652
9163

3416
3958
4499
5040
5580
6119
6658
7196
7734
8270
8807
9342
9877
0411
0944
1477
2009
2541
3072
3602
4132
4660
5189
5716
6243
6770
7295
7820
8345
8869
9392
9914
0436
0958
1478
1998
2518
3037
3555
4072
4589
5106
5621
6137
6651
7165
7678
8191
8703
9215

3470
4012
4553
5094
5634
6173
6712
7250
7787
8324
8860
9396
9930
0464
0998
1530
2063
2594
3125
3655
4184
4713
5241
5769
6296
6822
7348
7873
8397
8921
9444
9967
0489
1010
1530
2050
2570
3089
3607
4124
4641
5157
5673
6188
6702
7216
7730
8242
8754
9266

3524
4066
4607
5148
5688
6227
6766
7304
7841
8378
8914
9449
9984
0518
1051
1584
2116
2647
3178
3708
4237
4766
5294
5822
6349
6875
7400
7925
8450
8973
9496
*0019
0541
1062
1582
2102
2622
3140
3658
4176
4693
5209
5725
6240
6754
7268
7781
8293
8805
9317

3578
4120
4661
5202
5742
6281
6820
7358
7895
8431
8967
9503
*0037
0571
1104
1637
2169
2700
3231
3761
4290
4819
5347
5875
6401
6927
7453
7978
8502
9026
9549
*0071
0593
1114
1634
2154
2674
3192
3710
4228
4744
5261
5776
6291
6805
7319
7832
8345
8857
9368

(contintua)



Apéndice Manejo de tablas 423

Tabla | MANTISAS Logaritmos base 10 (continuacidn)

850 929419 9470 9521 9572 9623 9674 9725 9776 9827 9879
9930 9981  *0032 *0083  *0134 *0185  *0236 *0287  *0338  *0389
930440 0491 0542 0592 0643 0694 0745 0796 0847 0898
0949 1000 1051 1102 1153 1204 1254 1305 1356 1407

4 1458 1509 1560 1610 1661 1712 1763 1814 1865 1915
855 931966 2017 2068 2118 2169 2220 2271 2322 2372 2423
2474 2524 2575 2626 2677 2727 2778 2829 2879 2930

7 2981 3031 3082 3133 3183 3234 3285 3335 3386 3437
3847 3538 3589 3639 3690 3740 3791 3841 3892 3943

3993 4044 4094 4145 4195 4296 4347 4296 4387 4448

860 934498 4549 4599 4650 4700 4751 4801 4852 4902 4953
1 5003 5054 5104 5154 5205 5225 5306 5356 5406 5457
5507 5558 5608 5658 5709 5759 5809 5860 5910 5960

6011 6061 6111 6162 6212 6262 6313 6363 6413 6463

6514 6564 6614 6665 6715 6765 6815 6865 6916 6966

865 937016 7066 7117 7167 7217 7267 7317 7367 7418 7468
7518 7568 7618 7668 7718 7769 7819 7869 7919 7969

8019 8069 8119 8169 8219 8269 8320 8370 8420 8470

8 8520 8570 8620 8670 8720 8770 8820 8870 8920 8970

9 9020 9070 9120 9170 9220 9270 9320 9369 9419 9469
870 939519 9569 9619 9669 9719 9769 9819 9869 9918 9968
940018 0068 0118 0168 0218 0267 0317 0367 0417 0467

0516 0566 0616 0666 0716 0765 0815 0865 0915 0964

3 1014 1064 1114 1163 1213 1263 1313 1362 1412 1462
1511 1561 1611 1660 1710 1760 1809 1859 1909 1958

875 942008 2058 2107 2157 2207 2256 2306 2355 2405 2455
6 2504 2554 2603 2653 2702 2752 2801 2851 2901 2950

7 3000 3049 3099 3148 3198 3247 3297 3346 3396 3445
3495 3544 3593 3643 3692 3742 3791 3841 3890 3939

3989 4038 4088 4137 4186 4236 4285 4335 4384 4433

880 94 4483 4532 4581 4631 4680 4729 4779 4828 4877 4927
4976 5025 5074 5124 5173 5222 5272 5321 5370 5419

5469 5518 5567 5616 5665 5715 5764 5813 5862 5912

3 5961 6010 6059 6108 6157 6207 6256 6305 6354 6403
6452 6501 6551 6600 6649 6698 6747 6796 6845 6894

885 946943 6992 7041 7090 7140 7189 7238 7287 7336 7385
7434 7483 7532 7581 7630 7679 7728 7777 7826 7875

7924 7973 8022 8070 8119 8168 8217 8266 8315 8364

8413 8462 8511 8560 8609 8657 8706 8755 8804 8853

NS

9 8902 8951 8999 9048 9097 9146 9195 9244 9292 9341
890 949390 9439 9488 9536 9585 9634 9683 9731 9780 9829
1 9878 9926 9975 *0024  *0073 *0121  *0170 *0219  *0267  *0316
2 950365 0414 0462 0511 0560 0608 0657 0706 0754 0803
3 0851 0900 0949 0997 1046 1095 1143 1192 1240 1289
4 1338 1386 1435 1483 1532 1580 1629 1677 1726 1775

895 951823 1872 1920 1929 2017 2066 2114 2163 2211 2260
2308 2356 2405 2453 2502 2550 2599 2647 2696 2744
2792 2841 2889 2938 2986 3034 3083 3131 3180 3228
3276 3325 3373 3421 3470 3518 3566 3615 3663 3711
3760 3808 3856 3905 3953 4001 4049 4098 4146 4194

Nele RN o)}

(continua)



424 APENDICE Manejo de tablas

Tabla I MANTISAS Logaritmos base 10 (continuacién)

900

[ RS I SR

905

910

920

925

930

935

940

'S

945

O 0 N

95 4243
4725
5207
5688
6168

95 6642
7128
7607
8086
8564

959041
9518
9995

96 0471
0946

96 1421
1895
2369
2843
3316

96 3788
4260
4731
5202
5672

96 6142
6611
7080
7548
8016

96 8483
8950
9416
9882

97 0347

97 0812
1276
1740
2203
2666

97 3128
3590
4051
4512
4972

97 5432
5891
6350
6808
7266

4291
4773
5255
5736
6216
6697
7176
7655
8134
8612
9089
9566
*0042
0518
0994
1469
1943
2417
2890
3363
3835
4307
4778
5249
5719
6189
6658
7127
7595
8062
8530
8996
9463
9928
0393
0858
1322
1786
2249
2712
3174
3636
4097
4558
5018
5478
5937
6396
6854
7312

4339
4821
5303
5784
6265
6745
7224
7703
8181
8659
9137
9614
*0090
0566
1041
1516
1990
2464
2937
3410
3882
4354
4825
5296
5766
6236
6705
7173
7642
8109
8576
9043
9509
9975
0440
0904
1369
1832
2295
2758
3220
3682
4143
4604
5064
5524
5983
6442
6900
7358

4387
4869
5351
5832
6313
6793
7272
7751
8229
8707
9185
9661
*0138
0613
1089
1563
2038
2511
2985
3457
3929
4401
4872
5443
5813
6283
6752
7220
7688
8156
8623
9090
9556
*0021
0486
0951
1415
1879
2342
2804
3266
3728
4189
4650
5110
5570
6029
6488
6946
7403

4435
4918
5399
5880
6361
6840
7320
7799
8277
8755
9232
9709
*0185
0661
1136
1611
2085
2559
3032
3504
3977
4448
4919
5390
5860
6329
6799
7267
7735
8203
8670
9136
9602
*0068
0533
0997
1461
1925
2388
2851
3313
3774
4235
4696
5156
5616
6075
6533
6992
7449

4484
4966
5447
5928
6409
6888
7368
7847
8325
8803
9280
9757
*0233
0709
1184
1658
2132
2606
3079
3552
4024
4495
4966
5437
5907
6376
6845
7314
7782
8249
8716
9183
9649
*0114
0579
1044
1503
1971
2434
2897
3359
3820
4281
4742
5202
5662
6121
6579
7037
7495

4532
5014
5495
5976
6457
6936
7416
7894
8373
8850
9328
9804
*0280
0756
1231
1706
2180
2653
3126
3599
4071
4542
5013
5484
5954
6423
6892
7361
7829
8296
8763
9229
9695
*0161
0626
1090
1554
2018
2481
2943
3405
3866
4327
4788
5248
5707
6167
6625
7083
7541

4580
5062
5543
6024
6505
6984
7464
7942
8421
8898
9375
9852
*0328
0804
1279
1753
2227
2701
3174
3646
4118
4590
5061
5531
6001
6470
6939
7408
7875
8343
8810
9276
9742
*0207
0672
1137
1601
2064
2527
2989
3451
3913
4374
4834
5294
5753
6212
6671
7129
7586

4628
5110
5592
6072
6553
7032
7512
7990
8468
8946
9423
9900
*0376
0851
1326
1801
2275
2748
3221
3693
4165
4637
5108
5578
6048
6517
6986
7454
7922
8390
8856
9323
9789
*0254
0719
1183
1647
2110
2573
3035
3497
3959
4420
4880
5340
5799
6258
6717
7175
7632

4677
5158
5640
6120
6601
7080
7559
8038
8516
8994
9471
9947
*0423
0899
1374
1848
2322
2795
3268
3741
4212
4684
5155
5625
6095
6564
7023
7501
7969
8436
8903
9369
9835
*0300
0765
1229
1693
2157
2619
3082
3543
4005
4466
4926
5386
5815
6304
6763
7220
7673

(continua)



Tabla | MANTISAS Logaritmos base 10 (continuacidn)

950

W N =

955

960

980

985

990

'S

995

el RN o)}

97 7724
8181
8637
9093
9548

98 0003
0458
0912
1366
1819

98 2271
2723
3175
3626
4077

98 4527
4977
5426
5875
6324

98 6772
7219
7666
8113
8559

98 9005
9450
9895

99 0339
0783

99 1226
1669
2111
2554
2995

99 3436
3877
4317
4757
5196

995635
6074
6512
6949
7386

99 7823
8259
8695
9131
9565

7769
8226
8683
9138
9594
0049
0503
0957
1411
1864
2316
2769
3220
3671
4122
4572
5022
5471
5920
6369
6817
7264
7711
8157
8604
9049
9494
9939
0383
0827
1270
1713
2156
2598
3039
3480
3921
4361
4801
5240
5679
6117
6555
6993
7430
7867
8303
8739
9174
9609

7815
8272
8728
9184
9639
0094
0549
1003
1456
1909
2362
2814
3265
3716
4167
4617
5067
5516
5965
6413
6861
7309
7756
8202
8648
9094
9539
9983
0428
0871
1315
1758
2200
2642
3083
3524
3965
4405
4845
5284
5723
6161
6599
7037
7474
7910
8347
8782
9218
9652

7861
8317
8774
9230
9685
0140
0594
1048
1501
1954
2407
2859
3310
3762
4212
4662
5112
5561
6010
6458
6906
7353
7800
8247
8693
9138
9583
*0028
0472
0916
1359
1802
2244
2686
3127
3568
4009
4449
4889
5328
5767
6205
6643
7080
7517
7954
8390
8826
9261
9696

7906
8363
8819
9275
9730
0185
0640
1093
1547
2000
2452
2904
3356
3807
4257
4707
5157
5606
6055
6503
6951
7398
7845
8291
8737
9183
9628
*0072
0516
0960
1403
1846
2288
2730
3172
3613
4053
4493
4933
5372
5811
6249
6687
7124
7561
7998
8434
8869
9305
9739

7952
8409
8865
9321
9776
0231
0685
1139
1592
2045
2497
2949
3401
3852
4302
4752
5202
5651
6100
6548
6996
7443
7890
8336
8782
9227
9672
*0117
0561
1004
1448
1890
2333
2774
3216
3657
4097
4357
4977
5416
5854
6293
6731
7168
7605
8041
8477
8913
9348
9783

7998
8454
8911
9366
9821
0276
0730
1184
1637
2090
2543
2994
3446
3897
4347
4797
5247
5696
6144
6593
7040
7488
7934
8381
8826
9372
9717
*0161
0605
1049
1492
1935
2377
2819
3260
3701
4141
4581
5021
5460
5898
6337
6774
7212
7648
8085
8521
8956
9392
9826

8043
8500
8956
9412
9867
0322
0776
1229
1683
2135
2588
3040
3491
3942
4392
4842
5292
5741
6189
6637
7085
7532
7979
8425
8871
9316
9761
*0206
0650
1093
1536
1979
2421
2863
3304
3745
4185
4625
5065
5504
5942
6380
6818
7255
7692
8129
8564
9000
9435
9870

8089
8546
9002
9457
9912
0367
0821
1275
1728
2181
2633
3085
3536
3987
4437
4887
5337
5786
6234
6682
7130
7577
8024
8470
8916
9361
9806
*0250
0694
1137
1580
2023
2465
2907
3348
3789
4229
4669
5108
5547
5986
6424
6862
7299
7736
8172
8609
9043
9479
9913

Apéndice Manejo de tablas

8135
8591
9047
9503
9958
0412
0867
1320
1773
2226
2678
3130
3581
4032
4482
4932
5382
5830
6279
6727
7125
7622
8068
8514
8960
9405
9850
*0294
0738
1182
1625
2067
2509
2951
3392
3833
4273
4713
5152
5591
6030
6468
6906
7343
7779
8216
8652
9087
9522
9957

425



426

APENDICE Manejo de tablas

Tabla Il Tabla de mortalidad de hombres, México, 2010

100 000
98 429
98 290
98 224
98 180
98 145
98 115
98 088
98 062
98 035
98 008
97 979
97 947
97 911
97 871
97 826
97 772
97 710
97 638
97 554
97 459
97 352
97 234
97 105
96 967
96 820
96 666
96 504
96 337
96 163
95 984
95799
95 608
95411
95 205
94 991
94 767
94 532
94 285
94 023
93 746
93 451
93 136
92 801
92 441
92 056

1571
139
66
44
35
30
27
26
26
27
29
32
35
40
46
53
62
72
84
95
107
118
129
138
147
155
161
168
173
179
185
191
198
205
214
224
235
247
262
277
295
314
336
359
385
413

15.710
1.412
0.671
0.448
0.356
0.306
0.275
0.265
0.265
0.275
0.296
0.327
0.357
0.409
0.470
0.542
0.634
0.737
0.860
0.974
1.098
1.212
1.327
1.421
1.516
1.601
1.666
1.741
1.796
1.861
1.927
1.994
2.071
2.149
2.248
2.358
2.480
2.613
2.779
2.946
3.147
3.360
3.608
3.868
4.165
4.486

100 000.0
94 190.4
90 007.1
86 073.4
82 330.0
78 756.6
75 342.1
72 077.9
68 955.7
65 968.2
63 110.1
60 374.5
57 755.8
55 248.4
52 847.7
50 548.7
48 345.3
46 234.1
44 210.5
42 270.3
40 410.7
38 628.0
36 919.8
35283.1
33715.8
32 215.0
30778.7
29 403.9
28 089.0
26 830.9
25 627.7
24 476.9
23 376.1
22 323.4
21316.0
20 352.2
19 429.9
18 547.1
17 702.1
16 892.7
16 117.6
15 375.0
14 663.4
13 981.4
13 327.5
12 700.4

2162 583.2
2062 583.2
1968 392.8
1878 385.7
1792312.4
1709 982.4
1631 225.8
1555 883.8
1483 805.9
1414 850.2
1348 882.0
1285771.9
1225397.4
1167 641.6
1112 393.2
1 059 545.5
1008 996.8
960 651.5
914 417.5
870 206.9
827 936.6
787 525.9
748 897.9
711978.1
676 694.9
642 979.2
610 764.2
579 985.5
550 581.6
522 492.5
495 661.6
470 033.9
445 557.0
422 180.9
399 857.4
378 541.4
358 189.2
338 759.3
320212.2
302 510.1
285617.4
269 499.8
254 124.8
239 461.4
225 480.0
212152.5
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Tabla Il Tabla de mortalidad de hombres, México, 2010 (continuacion)

46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91

91 644
91 201
90 726
90216
8 9668
89 080
88 450
87773
87 048
86 271
85439
84 547
83 594
82 574
81 485
80 323
79 084
77 766
76 365
74 877
73 300
71631
69 868
68 010
66 056
64 004
61857
59 615
57 280
54 858
52 352
49 780
47 150
44 471
41757
39018
36 270
33527
30 806
28 125
25 496
22934
20 455
18 073
15 803
13 662

443

475

510

548

588

631

677

725

777

832

891

954
1020
1089
1162
1239
1318
1402
1488
1577
1 669
1763
1858
1955
2051
2148
2242
2334
2423
2 506
2572
2630
2678
2715
2739
2748
2743
2721
2682
2629
2 562
2480
2382
2269
2141
1999

4.834
5.208
5.621
6.074
6.558
7.084
7.654
8.260
8.926
9.644
10.428
11.284
12.202
13.188
14.260
15.425
16.666
18.028
19.485
21.061
22.769
24.612
26.593
28.746
31.049
33.560
36.245
39.151
42.301
45.682
49.129
52.832
56.797
61.051
65.594
70.429
75.627
81.158
87.061
93.476
100.486
108.136
116.451
125.546
135.481
146.318

12 099.1
11 522.2
10 968.6
10 437.2
9927.1
9437.3
8 967.1
8515.3
8 081.3
7 664.2
7 263.5
6878.1
6 507.7
6151.5
5809.0
5479.6
5162.7
4 858.1
4565.1
4283.4
4012.6
37524
3502.4
3262.5
3032.3
2 811.6
2 600.3
2398.1
2204.9
2020.8
1845.4
1679.2
1522.0
1373.7
1234.3
1103.7
981.8
868.4
763.6
667.1
578.7
498.2
425.2
359.5
300.8
248.8

199 452.0
187 352.9
175 830.7
164 862.2
154 424.9
144 497.8
135 060.5
126 093.4
117 578.2
109 496.9
101 832.7
94 569.2
87 691.1
81183.3
75031.8
69 222.8
63 743.3
58 580.6
53 722.5
49 157.4
44 874.0
40 861.3
37 108.9
33 606.5
30 344.0
27 311.7
24 500.1
21899.9
19 501.8
17 296.8
15276.1
13 430.6
11751.4
10 229.5
8 855.8

7 621.5
6517.8
5536.0

4 667.5
3903.9
3236.8
2658.1
2159.9
1734.8
1375.3
1074.5

Apéndice Manejo de tablas

46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91

(continua)

427



428 [ APENDICE Manejo de tablas

Tabla Il Tabla de mortalidad de hombres, México, 2010 (continuacidn)

Edad v, m, 1000 q, D, N, LET
92 11 663 1844 158.107 203.3 825.6 92
93 9819 1 684 171.504 163.8 622.4 93
94 8135 1514 186.109 129.8 458.6 94
95 6621 1337 201.933 101.1 328.7 95
96 5285 1158 219.111 77.2 227.6 96
97 4127 981 237.703 57.7 150.4 97
98 3146 811 257.788 42.1 92.6 98
99 2335 653 279.657 29.9 50.5 99

100 1682 1682 1 000.000 20.6 20.6 100

Adaptada de Alejandro Mina Valdés, El Colegio de México, “La obtencién y proyeccién de tablas de mor-
talidad empleando curvas Spline”, X Reunién Nacional de Investigacién Demografica en México, México,
D.E, 3-6 de noviembre de 2010, México: Tabla de vida por sexo y edad desplegada, 2010.



Tabla lll Tabla de mortalidad de mujeres, México, 2010

100 000
98 746
98 635
98 575
98 534
98 503
98 477
98 454
98 434
98 416
98 398
98 380
98 361
98 341
98 319
98 294
98 267
98 237
98 204
98170
98133
98 096
98 056
98 016
97 975
97 932
97 888
97 842
97 794
97 743
97 688
97 630
97 567
97 499
97 425
97 345
97 257
97 161
97 056
96 941
96 814
96 676
96 523
96 356
96172
95971

1254
111
60
41
32
26
22
20
19
18
18
19
20
22
25
27
30
33
35
36
38
39
40
41
43
44
46
48
51
54
58
63
68
74
80
88
96
105
115
127
139
152
167
184
202
221

12.540
1.124
0.608
0.416
0.325
0.264
0.223
0.203
0.193
0.183
0.183
0.193
0.203
0.224
0.254
0.275
0.305
0.336
0.356
0.367
0.387
0.398
0.408
0.418
0.439
0.449
0.470
0.491
0.522
0.552
0.594
0.645
0.697
0.759
0.821
0.904
0.987
1.081
1.185
1.310
1.436
1.572
1.730
1.910
2.100
2.303

100 000.0
94 493.8
90 323.0
86 380.9
82 626.8
79 043.8
75 620.1
72 346.8
69 217.3
66 224.6
63 361.2
60 621.6
57 999.9
55491.0
53 089.6
50 790.5
48 590.0
46 483.4
44 466.8
42 537.2
40 690.1
38923.3
37 232.0
35614.1
34 066.2
32585.0
31167.8
29 811.6
28 513.9
27 271.8
26 082.7
24 944.7
23 855.1
22 812.0
21813.1
20 856.6
19 940.4
19 062.9
18 222.3
17 417.0
16 645.1
15 905.6
15 196.6
14 517.0
13 865.4
13 240.6

2199 656.1
2099 656.1
2005 162.3
1914 839.3
1828 458.4
1745 831.6
1666 787.7
1591 167.7
1518 820.9
1449 603.5
1383 379.0
1320017.8
1259 396.1
1201 396.2
1145 905.2
1092 815.6
1042 025.1
993 435.0
946 951.6
902 484.8
859 947.6
819 257.4
780 334.2
743 102.2
707 488.1
673 421.8
640 836.9
609 669.1
579 857.5
551 343.6
524 071.8
497 989.1
473 044.4
449 189.3
426 377.4
404 564.3
383 707.7
363 767.3
344 704.4
326 482.1
309 065.1
292 420.0
276 514.4
261 317.8
246 800.7
232935.3

Apéndice Manejo de tablas
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APENDICE Manejo de tablas

Tabla Il Tabla de mortalidad de mujeres, México, 2010 (continuacidn)

46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91

95749
95507
95 241
94 950
94 631
94 283
93901
93 484
93 029
92 532
91 990
91 399
90 754
90 051
89 285
88 452
87 546
86 562
85 495
84 337
83 085
81 730
80 269
78 694
77 001
75183
73 237
71 158
68 943
66 590
64 099
61 484
58 750
55904
52953
49910
46 788
43 605
40 379
37 134
33 889
30 669
27 500
24 409
21424
18 573

242
266
291
319
349
381
417
455
497
542
591
645
703
766
833
906
984
1068
1157
1253
1354
1461
1575
1693
1818
1 946
2079
2215
2353
2491
2615
2734
2 847
2950
3043
3122
3183
3226
3246
3245
3220
3169
3091
2985
2 851
2 689

2.527
2.785
3.055
3.360
3.688
4.041
4.441
4.867
5.342
5.857
6.425
7.057
7.746
8.506
9.330
10.243
11.240
12.338
13.533
14.857
16.297
17.876
19.622
21.514
23.610
25.884
28.387
31.128
34.130
37.408
40.796
44.467
48.460
52.769
57.466
62.553
68.030
73.982
80.388
87.386
95.016
103.329
112.400
122.291
133.075
144.780

12 641.1
12 066.2
11 514.4
10 984.9
10 476.6
9 988.6
9519.7
9 069.3
8 636.5
8220.5
7 820.4
7 435.5
7 065.1
6 708.5
6 365.0
6034.1
5715.1
5 407.6
5110.9
4 824.6
4548.3
4281.4
4023.8
3775.0
3534.7
3302.7
3078.6
2 862.4
2 653.9
2452.9
2 259.5
2074.0
1896.4
1726.9
1565.3
1411.8
1266.5
1129.5
1 000.9
880.8
769.2
666.2
571.6
485.5
407.8
338.3

219 694.8
207 053.7
194 987.5
183 473.1
172 488.2
162 011.6
152 023.0
142 503.3
133 434.0
124 797.5
116 577.1
108 756.7
101 321.1
94 256.0
87 547.5
81182.4
75 148.3
69 433.2
64 025.6
58914.7
54 090.1
49 541.8
45 260.4
41 236.6
37 461.6
33926.8
30 624.2
27 545.5
24 683.1
22 029.2
19 576.3
17 316.8
15242.8
13 346.3
11 619.5
10 054.2
8 642.4

7 376.0

6 246.5
5245.6
4364.8
35955
2929.4
2357.7
1872.2
1464.4

46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91

(continua)
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Tabla Il Tabla de mortalidad de mujeres, México, 2010 (continuacidn)

Edad v, m, 1000 q, D, N, Edad
92 15 883 2503 157.590 276.8 1126.2 92
93 13 381 2287 170.914 2232 849.3 93
94 11 093 2058 185.522 177.1 626.1 94
95 9035 1819 201.328 138.0 449.1 95
96 7216 1577 218.542 105.5 311.1 96
97 5639 1337 237.099 78.9 205.6 97
98 4302 1107 257.322 57.6 126.7 98
99 3194 892 279.274 40.9 69.1 99

100 2303 2303 1 000.000 28.2 28.2 100

Adaptada de Alejandro Mina Valdés, El Colegio de México, “La obtencion y proyeccion de tablas de mor-
talidad empleando curvas Spline”, X Reunién Nacional de Investigacién Demografica en México, México,
D.E, 3-6 de noviembre de 2010, México: Tabla de vida por sexo y edad desplegada, 2010.
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