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Prefacio

El presente libro es una extensién de los apuntes elaborados por el autor para impartir el mé-
dulo de Matematicas financieras en varios diplomados de finanzas. El libro fue extensamente
probado en los diplomados dirigidos a los ejecutivos de la FIRA, asi como a otros ejecutivos
bancarios y de finanzas. Durante tres semestres el libro fue utilizado como el texto basico en
la materia Matemdticas financieras, impartida en la licenciatura en Contadurfa publica y
finanzas.

El nivel de dificultad del material es intermedio. Se supone que el lector domina las bases
matemdticas necesarias para el estudio de los métodos cuantitativos en las finanzas. Para los
lectores que puedan tener algunas dificultades en este aspecto el capitulo 2 incluye una breve
revisién de las técnicas matemadticas utilizadas en este libro.

A QUIEN VA DIRIGIDO ESTE LIBRO

El libro puede ser utilizado en varios contextos. Ademas de un apoyo bdsico en la materia
Matematicas financieras, puede ser un apoyo muy valioso en materias tales como: Adminis-
tracién financiera, Finanzas corporativas, Evaluacién de proyectos, Inversiones, Mercados de
dinero y capitales, Métodos cuantitativos en finanzas. Mas que un libro tipico de matematicas
financieras, el presente texto pretende ser una introduccién al estudio de las finanzas.

La disciplina de las finanzas ensefia cémo asignar los recursos escasos a través del tiempo
en condiciones de incertidumbre. Tiene tres sustentos metodoldgicos: el valor del dinero en
el tiempo, la valuacién y la administracion del riesgo. El libro cubre totalmente el valor del
dinero en el tiempo y la parte cuantitativa de la valuacién.

Ademas de ser una base metodoldgica para los que se inician en el estudio de las finanzas,
el libro es especialmente {til para los que ya desempefian diferentes funciones financieras
dentro de las empresas y desean actualizar y profundizar sus conocimientos.

XV



xvi PREFACIO

PRINCIPIOS QUE GUIAN EL LIBRO

e Cobertura amplia.
e Presentacién entendible.

e Aplicabilidad a situaciones practicas.

e Flexibilidad.

LA IMPORTANCIA DE LOS METODOS CUANTITATIVOS EN FINANZAS

Figura 1

La importancia de
los métodos cuanti-
tativos en finanzas.

Desde principios de la década de 1980, el andlisis financiero se desarrollé de manera impresio-
nante. Al mismo tiempo, la competencia estreché los margenes de utilidad de las empresas.
El éxito de las empresas depende mas que nunca de un manejo habil de sus finanzas. La dis-
tancia entre el éxito y el fracaso es mds estrecha que nunca. Los centavos también cuentan.
Al mismo tiempo, la disponibilidad de equipo electrénico de cdlculo (calculadoras cientificas
y financieras, computadoras con paquetes especializados) vuelve practico el uso de métodos
conocidos desde hace tiempo pero poco utilizados por su dificultad técnica.

La necesidad de un andlisis financiero mds fino, aunada a la disponibilidad general de
equipo de cdlculo, hace imprescindible la actualizacién profesional de los ejecutivos de finan-
zas y eleva los requisitos para los aspirantes a esta profesién. Al mismo tiempo, la extrema
volatilidad de los mercados hace que los cdlculos deban ser actualizados con frecuencia. Todo
esto sugiere que el presente texto serd de gran utilidad practica para las personas que logren
dominarlo.

La presencia de una inflacién alta y variable vuelve necesario hacer cdlculos en términos de
los walores reales (a precios constantes). Esto requiere eliminar el efecto de la inflacién, deflactar
las variables nominales. El calculo del rendimiento real tiene que ser muy cuidadoso para no caer
en una impresién de que estamos ganando dinero, cuando en realidad lo estamos perdiendo.

La siguiente gréfica retine los factores que deben motivar al alumno a tomar en serio el
estudio de los métodos cuantitativos en finanzas.

Disponibilidad de equipo
de cémputo

Volatilidad de los o T _ -
mercados (Entorno ! * > Volatilidad

' i i de los mercados
inflacionario) o
Utilidad de ntorno

. .. inflacionario)
métodos cuantitativos

/ en finanzas

Reduccién de los I

Nuevos métodos
y creciente

complejidad
Mayor competencia del anadlisis

a todos los niveles financiero

margenes de utilidad
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EL USO DE LA CALCULADORA FINANCIERA

El texto no pretende ser una publicidad ni un instructivo de ninguna calculadora financiera en
particular; sin embargo, la experiencia demuestra que la mayorfa de los ejecutivos de finanzas
en las empresas mexicanas usan una de las dos calculadoras, de Hewlett Packard: HP-17BII
y HP-19BII. En el 4mbito internacional la situacién es semejante. Ademds, la experiencia
docente indica que la exposicién simultdnea de los métodos de las matemadticas financieras
junto con las técnicas de usar la calculadora financiera da muy buenos resultados. Motiva al
alumno y le permite resolver més problemas en menos tiempo. Por estas razones se tomd la
decision de introducir la explicacién de los pasos necesarios para resolver los problemas de las
matemdticas financieras en la calculadora HP-17BII. Es una calculadora financiera completa,
muy popular y su uso es semejante al de otras calculadoras.

INTERPRETACION ECONOMICA

Un rasgo distintivo del libro es enfoque en la interpretacién econémica de las diferentes técnicas
de las matemadticas financieras. En este sentido, constituye una excelente introduccién a la
economia financiera y al mercado de dinero y de capitales. No solamente es necesario saber
cémo calcular, también es imprescindible interpretar los resultados. El dominio de los temas
contenidos en este libro es indispensable para la toma racional de las decisiones financieras.

El dltimo capitulo estd dedicado al anilisis de métodos de evaluacién de proyectos de
inversién. Esta parte fortalece los conceptos del valor del dinero en el tiempo, destaca las
ventajas y los puntos débiles de diferentes métodos, compara los métodos del valor presente
neto vy la tasa interna de retorno y enfatiza el uso metodolégicamente correcto de diferentes
métodos. Esta parte puede ser tratada como una continuacién de matemdticas financieras, o
como una introduccién a la materia Evaluacién de Proyectos. Su cabal comprensién permite
evitar errores metodoldgicos m4s arraigados.

RASGOS DISTINTIVOS DEL LIBRO

¢ Alto nivel de anilisis matemdtico, econémico y financiero. El contenido no es un
conjunto de recetas de cocina, sino una explicacién desde origen de varios métodos de
analisis.

e Enfoque unificado. Se enfatiza el concepto de equivalencia entre diferentes métodos y
enfoques.

¢ Introduccién a finanzas. Explicacién clara de los fundamentos de la economia finan-

ciera.

e Ayuda para la toma de decisiones. El libro enfatiza la comparacién de alternativas y la
toma de decisiones correctas.

e Un capitulo dedicado especificamente a los aspectos matematicos y financieros de la
valuacién de activos.

e Un capitulo dedicado a la estructura de las tasas de interés.
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CAPITULO 1

Introduccidn

Objetivos del aprendizaje

Después de estudiar este capitulo, el alumno serd capaz de:

Definir el campo de estudio de las matemdticas financieras.

Apreciar la importancia de las matemdticas financieras en finanzas y economia.
Entender por qué el valor del dinero cambia con el tiempo.

Interpretar la tasa de interés como el precio del dinero.

Explicar los componentes de la tasa de interés nominal.

Entender en términos generales los diferentes adjetivos que acompafan la tasa de
interés.

Distinguir entre un rendimiento nominal y un rendimiento real.

Calcular el rendimiento real.

Entender los dos métodos del descuento.

Transformar la tasa de descuento en la tasa de rendimiento y viceversa.

Visualizar la importancia del andlisis de los flujos de efectivo descontados en el
proceso de valuacién de activos.



2 CAPiTULO 1

INTRODUCCION

Las finanzas son una disciplina cientifica que estudia cémo asignar recursos escasos a través del
tiempo en condiciones de incertidumbre. Los tres pilares analiticos de las finanzas son:

e El valor del dinero en el tiempo
e La valuacién de activos

e La administracién del riesgo

Las matemadticas financieras son un conjunto de métodos matemdticos que permiten determi-
nar el valor del dinero en el tiempo. Las técnicas de matemdticas financieras facilitan las compa-
raciones econémicas. Es indispensable conocer estos métodos para comprender la mayorfa de
los temas que abarcan las finanzas. Entre estos temas se incluye el costo del capital, las decisio-
nes sobre la estructura financiera, la evaluacién de proyectos de inversién, el rendimiento de
los bonos y otros instrumentos financieros, la valuacién de titulos, las decisiones de arrendar
o solicitar préstamo, etcétera.

EL VALOR DEL DINERO EN EL TIEMPO

El interés es el
pago por el uso
del dinero.

Figura 1.1

Fuentes del valor
del dinero en el
tiempo.

El supuesto basico es que el dinero aumenta su valor en el tiempo. Esto significa que una canti-
dad determinada que se recibira en el futuro vale menos que la misma cantidad en el presente.
Muchos creen que las diferencias en el valor del dinero en diferentes momentos del tiempo
se deben a la inflacién y la subsecuente pérdida del poder adquisitivo. En realidad, incluso si
no hubiera inflacion, el dinero futuro valdria menos que el presente. Esto se debe a la preferencia
de los consumidores por el consumo corriente contra el consumo futuro y la posibilidad de
invertir los recursos en proyectos que tienen un rendimiento real (véase figura 1.1).

La inversién en activos fisicos y en capital humano aumenta la capacidad productiva y
contribuye a una mayor generacién de riqueza en el futuro. Para invertir es necesario ahorrar,
es decir, abstenerse del consumo presente. Dado que la inversién produce riqueza y aumenta el
consumo futuro, quien invierte tiene que pagar a quien ahorra un precio por el uso del ingreso
presente. Este precio se llama tasa de interés.

Como cualquier precio, la tasa de interés depende de la oferta y la demanda. La oferta
de dinero (de fondos prestables) depende de las preferencias por el consumo presente contra
el consumo futuro. La demanda de fondos prestables depende de las oportunidades de inver-
sién. En una economfa con poca disponibilidad de ahorros y muchas oportunidades de inversién
productiva el dinero es caro (las tasas de interés son altas). En cambio, en una economfa con
abundancia de ahorros y escasez de oportunidades de inversién el dinero es barato.

Preferencia por el
consumo presente
Valor del dinero
en el tiempo

Oportunidades de
inversioén productiva
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DIFERENTES PERSPECTIVAS SOBRE LA TASA DE INTERES

La tasa de interés
pasiva es la tasa
que el banco
paga a sus
depositantes.

La tasa de interés
activa es la tasa
que el banco
cobra a sus
deudores.

El precio del dinero, o la tasa de interés, tiene dos nombres, dependiendo del punto de vista.
De acuerdo con la percepcién de un ahorrador, el precio que él recibe por el dinero es el
rendimiento. El ahorrador es una persona con exceso de fondos que pretende transformar su
consumo presente en oportunidades de un consumo futuro mayor. Para lograrlo, invierte en
activos financieros. El rendimiento que ofrecen estos instrumentos es el precio que el ahorra-
dor obtiene por poner su dinero a disposicién de las personas que lo necesitan. El ahorrador
también puede ser llamado acreedor, prestamista o inversionista. Si invierte en un depdsito
bancario, el rendimiento que obtiene se llama tasa de interés pasiva.

Desde el punto de vista del deudor, la tasa de interés que €l paga por el uso de los fondos
es el costo de capital. El deudor emite los instrumentos financieros. También puede ser llamado
emisor o prestatario. Si solicita un préstamo bancario, la tasa que paga se llama tasa de interés
activa.

El precio del dinero

Acreedor (inversionista) Deudor (emisor)
Tasa de interés (pasiva) Tasa de interés (activa)
Rendimiento Costo de capital

Cuando hablamos del precio del dinero, lo hacemos en términos de su poder adquisitivo,
en términos reales. En la mayorfa de los pafses, los precios se incrementan constantemente
como consecuencia de un proceso llamado inflacién. Este aspecto complica la situacién por-
que el rendimiento nominal que obtiene el ahorrador (inversionista) tiene que compensarlo
por la pérdida del poder adquisitivo provocada por la inflacién y, ademds, proporcionarle un
rendimiento real. La tasa de inflacién es uno de los componentes de la tasa de interés nominal.
Otros componentes de la tasa nominal son las primas de riesgo y de liquidez.

En la figura 1.2 presentamos los componentes mds importantes de la tasa de interés no-
minal. El punto de vista es el del inversionista, por lo que la tasa nominal se llama rendimiento
requerido, el cual es el rendimiento que tiene que ofrecer un instrumento financiero para que el
inversionista lo adquiera. Este rendimiento compensa al inversionista por la pérdida del poder
adquisitivo provocado por la inflacién, le paga el precio del dinero en términos reales (la tasa
real) determinado por la oferta y la demanda de fondos prestables y compensa el riesgo que
corre el inversionista al adquirir un instrumento financiero.

Matemdticamente, la figura 1.2 puede expresarse como:

1+R =(1+7)(1+E(i))(1 + PR)

1+RF

donde la prima de riesgo (PR) contiene también la prima de liquidez.

Asi, el componente principal de cualquier tasa de interés es la tasa libre de riesgo, que
incluye el rendimiento real y una prima que compensa al ahorrador por la pérdida del poder
adquisitivo provocado por la inflacién esperada. El rendimiento libre de riesgo lo ofrecen los
instrumentos de deuda del Gobierno federal. En el caso de México, es el rendimiento de los
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Figura 1.2

Factores que
determinan el
rendimiento
requerido (la
tasa de interés
nominal).

Figura 1.3

Teorias que
ayudan a defer-
minar la prima de
riesgo adecuada
para un activo
financiero par-
ticular.

INTRODUCCION
Prima de
riesgo
Tasa de
interés real (r) \
Tasa libre de | > El rendimiento
riesgo Ry requerido R
Inflacién
esperada E(i)
P Prima de
liquidez

Cetes a 28 dfas. En Estados Unidos es el rendimiento de los certificados del Tesoro (Treasury
bills o T-bills).

Las primas de riesgo' se cobran en el caso de los instrumentos financieros que represen-
tan riesgo de incumplimiento (el riesgo de crédito) o que tienen problemas de liquidez. El
cdlculo de la prima de riesgo es un punto central de esta parte de la teorfa financiera, que se
llama valuacién de activos. En realidad, hay dos grupos de teorfas que ayudan en la valuacién
de activos: la teorfa de portafolios y la teorfa de los mercados de capital (teorfa de valuacién de
activos de capital) (véase figura 1.3).

En términos generales, el valor de un activo es el valor presente de los flujos de efectivo
que se espera que genere el activo durante su vida. Asi, el proceso de valuacién consiste en
tres etapas bien definidas:

1. Determinacién de los flujos de efectivo esperados producidos por el activo.

2. Determinacién de la tasa de descuento adecuada para llevar estos flujos al valor presente.
Esta tasa es el rendimiento requerido por los inversionistas que desean comprar el activo
en cuestién y consiste en la tasa libre de riesgo y la prima de riesgo.

3. Cilculo del valor presente de los flujos de efectivo esperados. Si los datos obtenidos en
las dos primeras etapas son fidedignos, es un proceso meramente aritmético (véase figura

1.4).

Teoria de portafolios
(Modelo de Marcowitz) \

Teoria de mercados

de capital (CAPM)

Prima de riesgo

! La prima de riesgo también puede llamarse sobretasa o spread.



Figura 1.4

Proceso de determi-
nacién del valor

de un activo finan-
ciero.

DIFERENTES PERSPECTIVAS SOBRE LA TASA DE INTERES 5

(1)
Determinacén de los flujos de efectivo
esperados, que producira el activo

E(FE
(FE) 3)

El valor del activo es el valor presente
de los flujos de efectivo esperados
2) Valor = VP [E(FE)]
Determinacién de la tasa de descuento
adecuada (rendimiento requerido)
R = Rg + prima de riesgo

Dado que el concepto “tasa de interés” con frecuencia estd acompafiado de algiin adjeti-
vo, definimos a continuacién las diversas tasas de interés:

La tasa de interés nominal (R), también conocida como tasa contractual, es la tasa de inte-
rés en términos de pesos corrientes. R representa el costo de oportunidad del dinero mds una
compensacion por la pérdida de poder adquisitivo provocada por la inflacién.

La tasa de interés real (r) es la tasa de interés en términos de pesos constantes. Es la tasa de
crecimiento del poder adquisitivo del dinero. La tasa real representa el costo de oportunidad
del dinero.

La tasa de interés efectiva representa la tasa anual de crecimiento del dinero tomando en
cuenta la frecuencia de capitalizacién.

La tasa de interés equivalente es la tasa nominal con una frecuencia de capitalizacién que
produce el mismo rendimiento efectivo que otra tasa nominal con diferente frecuencia de
capitalizacién.

Cuando un acreedor concede un préstamo P, por un afio, al vencimiento espera recupe-
rar el poder adquisitivo de su dinero y, ademds, obtener algiin rendimiento real. Si el monto
del préstamo es de $100 y la inflacién esperada es de 20%, para mantener su poder adquisitivo
debe recibir 100(1 + 0.2) = 120. Esta cantidad a precios corrientes tiene el mismo poder ad-
quisitivo que $100 a precios constantes.

En términos simbdlicos: P, =Py(1 +1)
Ademis, si el acreedor espera un rendimiento real de 5%, debe recibir:
100(1 + 0.2)(1 + 0.05) = 126
En un afio, 126 pesos tendran un poder adquisitivo 5% mayor que $100 ahora.
En términos simbdlicos: P, =Py(1 +i)(1 +1)
En realidad, el prestamista cobra una sola tasa de interés nominal, R:

P, = Py(1 + R)
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La tasa nominal incluye tanto la compensacién por la pérdida del poder adquisitivo del
dinero prestado, i, como el rendimiento real, r.

La relacién entre la tasa nominal, la tasa real y la inflacién esperada suele llamarse ecua-
cion de Fisher.

I1+R=(1+7(1+10)

donde,

R es la tasa de interés nominal (o tasa contractual)
r es la tasa de interés real

i = E(i) es la tasa de inflacién esperada

Despejando la tasa nominal, tenemos:

R=0+r1+i)—1=r+i+n

R=r+i+mn

EJEMPLO 1

Sir=8% ei =50%, latasa nominal R = 62% (y no 58%).

El producto ri puede pasarse por alto sélo si la inflacion es muy baja. Por ejemplo, si la inflacion es
de 4% anual y la tasa real, r = 3%, el producto ri = 0.0012, una cantidad insignificante.

Despejando de la ecuacion de Fisher la tasa real, tenemos:

1+R
1+ r=—— dedonde,
1+

La division entre (1 + i) elimina el efecto de la inflacién y calcula el valor real, o el valor a precios
constantes. Si después de un afio tenemos 126 pesos, dividiendo esta cantidad entre 1.2 obtene-
mos el valor en pesos constantes de hace un afo, esto es, 105. El proceso de llevar los valores a
precios corrientes a valores a precios constantes se llama deflactacion. Deflactar significa eliminar
el efecto de la inflacién, dividiendo entre uno mas la inflacién acumulada entre el periodo base y
el periodo actual. Por ejemplo, si la inflacion acumulada en los primeros siete meses de 1998 es
de 9.5%, al dividir el valor a precios corrientes del 1 de agosto entre 1.095 obtenemos este valor
a precios constantes de 1 de enero. El 1 de agosto 1000 pesos tienen el mismo poder adquisitivo
que 1000/1.095 = $913.24 el 1 de enero.

Es muy importante saber distinguir entre los valores nominales y los reales. En planifi-
cacién financiera a largo plazo (por ejemplo, evaluacién de proyectos de inversién) sélo tiene
sentido efectuar cdlculos en términos reales.

La convencién usada en este libro, generalmente aceptada en finanzas, es que, si la tasa de
interés no tiene adjetivos, quiere decir que se trata de una tasa nominal anual.
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CRECIMIENTO Y DESCUENTO

Las matematicas financieras estudian basicamente dos fenémenos: el crecimiento? y el descuento.

El problema del crecimiento es calcular el valor futuro de una variable dado su valor pre-
sente y la tasa de crecimiento. El crecimiento es una de las principales fuentes del valor. Los
célculos del valor futuro permiten contestar la siguiente pregunta: ;cual serd el valor futuro de
una inversién cuyo rendimiento es R?(R también se denomina como la tasa de crecimiento o
la tasa de interés).

El an4lisis de los flujos de efectivo esperados en el futuro es la base para calcular el valor.
La pregunta que pretendemos responder es: ;cudl es el valor presente de un flujo de ingresos
futuros, si el costo de oportunidad de capital es R? Para resolver este problema se usa el proceso
de descuento y, en este contexto, la tasa R se llama la tasa de descuento.

Valor presente Crecimiento > Valor futuro

Valor presente < Descuento Valor futuro

Cuando se usa el interés compuesto, la tasa de interés (tasa de rendimiento) y la tasa de des-
cuento son las mismas. Con el interés simple, las dos tasas son diferentes. Dado que el interés
simple se utiliza en las subastas de los bonos (Cetes) es titil establecer una equivalencia entre
la tasa de rendimiento (R) y la tasa de descuento (R,).

Supongamos que tenemos un pagaré (una promesa de pago) a un afio con el valor nomi-
nal de $100. ;Cuil es el valor presente de este pagaré si se aplica una tasa de descuento bancario
de 20%?

Con el método del descuento bancario, el descuento se calcula sobre el valor nominal:

Descuento = valor nominal X tasa de descuento
D =By X R,
En nuestro ejemplo, el descuento es igual a 100 X 0.2 = 20.
El valor descontado (valor presente) del pagaré es el valor nominal menos el descuento:
Valor presente = valor nominal — descuento
By =By — D

=By — By X R, =By (1 —Rp)

En nuestro ejemplo, B, =100 — 20 = 80

2 El crecimiento también se conoce con el nombre de capitalizacién. Sin embargo, el término capitalizacion tiene
muchos otros significados, por lo que su uso es un tanto ambiguo.
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Dividiendo la ecuacién del valor presente del pagaré entre su valor nominal, obtenemos el
valor presente por cada peso del valor nominal:

B
L =1-R,
By

Si compramos un pagaré con el valor nominal de $100 a $80, ;cudl es el rendimiento de

nuestra inversién?
El rendimiento es la ganancia dividida entre la inversién inicial:

. Ganancia
Rendimiento =

Inversién inicial

En nuestro caso, la ganancia es igual al descuento, y el desembolso inicial es el valor
presente (el precio) del pagaré. Asi, el rendimiento es igual a 20/80 = 0.25, o sea 25%. Un
descuento de 20% implica un rendimiento de 25%.

El rendimiento, o la tasa de interés, es la tasa de crecimiento del dinero que convierte el
valor presente en el valor futuro.

B, (1 + R) = By
En nuestro caso: 80(1.25) = 100

Dividiendo ambos lados de esta ecuacién entre el valor nominal, obtenemos el valor pre-
sente del pagaré por cada peso del valor nominal:

—

=
—

+

=

Comparando las dos férmulas del valor presente por cada peso del valor nominal obtene-
mos una equivalencia entre las tasas de rendimiento y de descuento:

Tasa de rendimiento (de interés), R Tasa de descuento bancario, R},
B B
0 _ 1 0 =1 - R,
By 1+R By

Dado que la parte izquierda de estas dos ecuaciones son iguales, la derecha también deberfa
ser igual:
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Esta ecuacién representa la equivalencia entre la tasa de rendimiento y la tasa de des-
cuento bancario.

Resolviendo respecto a la tasa de descuento (R},), tenemos:

En cambio, la relacién entre la tasa de rendimiento y la de descuento es como sigue:

Rzi
1-R,

EJEMPLO 1

Supongamos que un bono libre de riesgo que promete pagar $100 en un afio se vende en la
actualidad en $90. Entonces, la tasa de descuento es R, = 10%, porque 100(1 — 0.1) = 90. Sin
embargo, la tasa de rendimiento R = 11.11%, ya que 100/(1 + 0.1111) = 90.

Este ejemplo comprueba nuestra regla: 1-01

1 _
1 +0.1111

Asi, el verbo descontar podemos utilizarlo en dos contextos:

1. Descontar significa restar del valor nominal el descuento, que es el valor nominal multiplicado
por la tasa de descuento:

By =By (1~ Rp)

Cuando se usa el interés simple, la tasa de descuento es menor que la tasa de rendimiento.

2. Descontar significa, también, dividir el valor nominal entre uno mas la tasa de rendimiento:
BN

oA

0

Con este método de descuento, la tasa de descuento podemos interpretarla como rendimiento al
vencimiento o la tasa interna de retorno.

El anilisis de flujos de efectivo descontados es una técnica fundamental para medir el valor
del dinero en el tiempo. Casi todas las decisiones implican una comparacién del presente con
el futuro: una inversién presente contra un flujo de efectivo en diferentes momentos en el
futuro; consumo presente contra consumo futuro, etcétera.

Antes de empezar el estudio del valor del dinero en el tiempo es necesario que repasemos
brevemente las técnicas matemdticas mas utilizadas en el analisis financiero. El lector que se
sienta cémodo con las matemdticas puede dar sélo un repaso rapido al siguiente capitulo.
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FORMULAS DEL CAPITULO

Efecto Fisher Valor presente con el descuento bancario
I1+R=(+r)(1+1i) B, =By (1 —Rp)
Valor presente con el descuento racional Tasas de descuento y de rendimiento
0= By R.— R pr_ Rp
(L +R) PT1+RT 1-Rp
Términosclave

Acreedor—inversionista Matemidticas financieras Tasa de interés real
Activo financiero Prima de liquidez Tasa de rendimiento
Crecimiento Prima de riesgo Tasa libre de riesgo
Descuento bancario Relacién de Fisher Tasas equivalentes
Deudor—emisor Tasa de interés Valor del dinero en el tiempo
En términos reales Tasa de interés efectiva Valor futuro
Flujos de efectivo descontados ~ Tasa de interés nominal Valor presente

PREGUNTAS Y PROBLEMAS

1. ;Por qué, incluso en un pafs sin inflacién, no es lo mismo recibir una cantidad hoy que la misma cantidad
dentro de un afio?

2. Es preferible recibir $1 000 hoy o $1 150 dentro de un afio? ;Qué factores se han de tomar en cuenta para
contestar esta pregunta’

3. ;Por qué el rendimiento de un inversionista es el costo de capital del emisor?
Explique el significado de la siguiente afirmacién: “Comparandolo con el del afio pasado, mi salario au-
mentd 5% en términos reales”.

5. (Qué significa que un activo es libre de riesgo? Proporcione algunos ejemplos de tales activos.

6. Por qué el rendimiento de los activos de riesgos contiene una prima de riesgo?

7. (Quién y cémo asigna el monto de la prima de riesgo para un activo concreto?

8. (Por qué al comprar un activo financiero sélo se puede calcular su rendimiento real esperado?

9. ;Qué factores econémicos determinan la tasa de interés real?

10. La inflacién en julio fue de 0.95%. El rendimiento de un instrumento financiero a un mes comprado el
primero de julio fue de 22.5% (nominal, anual). Calcule la tasa de interés real en julio y la tasa real anua-
lizada.

11. Explique la diferencia entre el descuento bancario y el descuento con la tasa de interés.

12. Si la tasa de descuento bancario sobre un instrumento es de 25%, ;cudl es la tasa de rendimiento?



CAPITULO 2

Bases
matematicas

Objetivos del aprendizaje
Después de estudiar este capitulo, el alumno serd capaz de:

e Despejar una variable de una ecuacién lineal.

e Calcular el cambio porcentual y el porcentaje del total.

e Utilizar las leyes de los exponentes.

e Saber diferenciar entre el promedio aritmético y el promedio geométrico.
e Utilizar las funciones exponenciales, sobre todo la funcién exponencial natural.
e Comprender las diferentes definiciones y la importancia del nimero e.

e Utilizar las leyes de los logaritmos.

® Calcular los antilogaritmos.

e |dentificar los componentes de una progresién aritmética.

e Caleular el dltimo término de una progresién aritmética.

® Calcular la suma de una progresién aritmética.

e |dentificar los componentes de una progresién geométrica.

* Calcular el dltimo término de una progresién geométrica.

® Calcular la suma de una progresién geométrica.
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ECUACION

BASES MATEMATICAS

El nivel de las matemdticas que se utiliza en finanzas es bastante elemental. Sélo en finanzas
avanzadas se usan métodos matemdticos sofisticados. En este capitulo, repasaremos breve-
mente las técnicas matematicas empleadas con mayor frecuencia en la derivacién y la trans-
formacién de las férmulas financieras.

La ecuacién es la herramienta mds importante en 4lgebra. Es la afirmacién de que dos expre-
siones algebraicas conectadas por el signo = son iguales. En finanzas, una tarea muy importan-
te es la habilidad para formular una ecuacién en forma correcta; sin embargo, ésta no es una
labor estrictamente matemdtica, pues requiere la comprensién del problema financiero y el
conocimiento de los principios de dlgebra.

Resolver una ecuacién es una tarea puramente algebraica; significa despejar la variable
que nos interesa en términos de otras variables y pardmetros.

Para resolver una ecuacién es necesario tener presentes las siguientes reglas:

1. A ambos lados de una ecuacién se puede sumar el mismo ndmero (o variable).
De ambos lados de una ecuacién se puede restar el mismo nimero.

Ambos lados de una ecuacién se pueden multiplicar por el mismo ndmero.

Rl S

Ambos lados de una ecuacién se pueden dividir entre el mismo nimero (esto excluye
obviamente la divisién entre cero, que es inadmisible).

)

Ambos lados de una ecuacién se pueden elevar a la misma potencia.

6. Sila potencia es fraccionaria, esto equivale a sacar la rafz del mismo grado de ambos lados
de una ecuacién.

En realidad hay s6lo tres reglas, puesto que restar un niimero es equivalente a sumar el mismo
ntmero con el signo negativo (las reglas 1 y 2 son equivalentes). Dividir entre un nimero es
lo mismo que multiplicar por el reciproco de este nimero (las reglas 3 y 4 son equivalentes).
Sacar una rafz de grado n es lo mismo que elevar a la potencia de 1/n (las reglas 5 y 6 son
equivalentes).

En los siguientes ejemplos utilizaremos las reglas 1 a 4. La aplicacién de las reglas 5 y 6
requiere que dé primero un repaso a los exponentes.

EJEMPLO 1

Resuelva la siguiente ecuacion: x + 15 = 60
Solucioén:
x+15—-15=60 — 15 De ambos lados restamos 15 (regla 2)

Respuesta: x = 45.
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EJEMPLO | 2

Resuelva la siguiente ecuacién: 5x + 25 = 100

Solucién:
5x =100 - 25 =75 Restamos 25 de ambos lados
5?)( = 7—55 =15 Dividimos ambos lados entre 5

Respuesta: x = 15.

EJEMPLO | 3

Resuelva la siguiente ecuacién: 20 — 4x = — 60

Solucidn:

—4x = —60 — 20 = —80 Restamos 20 de ambos lados
—4x _—80

j :j =20 Dividimos ambos lados entre (—4)

Respuesta: x = 20.

EJEMPLO | 4

. . vz X
Resuelva la siguiente ecuacion: o 5 =13
Solucidn:
X _-13+5=18 Sumamos 5 a ambos lados
4
x=18 X4 =72 Multiplicamos ambos lados por 4

Respuesta: x = 72.

PORCENTAJES

EJERCICIO DE COMPROBACION

: - ooy t2
Despeje x de la siguiente ecuacion: m =

w |

Respuesta: x = 3y + 5.

El por ciento de un ntimero es una centésima parte de él.

1%=——=001
100

Calcular x por ciento de un nimero significa multiplicar dicho nidmero por x y por 0.01.
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EJEMPLO 1

¢Cuanto es 29% de 8707?
Solucioén:

870 X 29 X 0.01 = 252.3
Respuesta: 29% de 870 es 252.3.

EJEMPLO | 2

Sabemos que un descuento de 5% de un precio es igual a $70. ¢Cual es el precio? (;Cudl es su
100%7?)

Solucién: Si 5% = 70, esto indica que 1% es igual a 70/5 = 14 y el 100% es igual a 1400.
Respuesta: Si 5% es $70, 100% es $1400.

Para aumentar una cantidad en x por ciento, multiplicamos dicha cantidad por 1 + x(0.01).

EJEMPLO | 3

Hace un afio la poblacién de México era de 100 millones de personas. En un afo la poblacion
aumento en 1.2%. ;Cual es la poblacion actual?

Solucién:
100[1 + 1.2(0.01)] = 100(1.012) = 101.2

Respuesta: La poblacion actual de México es de 101.2 millones.

EJEMPLO | 4

En cuatro afos las ventas de una empresa se incrementaron 360%. Si al inicio las ventas eran de
$100000, ¢qué nivel alcanzan las ventas actuales?

Solucién:
100[1 + 360(0.01)] = 100(4.6) = 460
Respuesta: Las ventas de la empresa son de $460000.

Observacion: Al leer el problema, muchas personas contestan, sin reflexionar, que la respuesta es
360. Esto es un error muy frecuente.

Para reducir una cantidad en x por ciento, multiplicamos dicha cantidad por 1 — x(0.01).
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EJEMPLO | 5

El tipo de cambio del peso frente al délar empezo la jornada a un nivel de 11.2 pesos por dolar.
Durante el dia, el délar perdié 2.5% de su valor. ¢Cual es el nuevo tipo de cambio al finalizar la
jornada?

Solucioén:
11.2[1 — 2.5(0.01)] = 11.2(0.975) = 10.92

Respuesta: El ddlar vale 10.92 pesos.

La reduccién porcentual de una variable no es igual al incremento porcentual de su reciproco.
Unos ejemplos ilustran este punto.

EJEMPLO | 6

El tipo de cambio del peso frente al délar subié de 3.4 a 7.6 pesos/délar.
a) ¢Cuanto se apreci6 el dolar?

b) ¢Cuanto se deprecié el peso?

Solucidn:
Nuevo valor — Valor original _ 7.6 —3.4
Valor original

=1.2353 = 123.53%

a)
b) Para calcular la depreciacion del peso primero debemos encontrar el valor del peso antes y
después de su depreciacion.

El valor del peso es la cantidad de dolares que éste puede comprar, esto es el reciproco del tipo
de cambio: 1/3.4 = 0.2941y 1/7.6 = 0.1316

Ahora ya podemos aplicar nuestra formula:

Nuevo valor — Valor original _ 0.1316 — 0.2941
Valor original 0.2941

= —0.5526 = —55.26%

Respuesta: El ddlar se aprecié 123.53%.

El peso se deprecit 55.26%.

EJEMPLO | 7

Hace cuatro afios un inversionista compré una accion de una empresa por $100. Durante estos
4 afos, el valor de la accion permanecié constante. Mientras tanto, la inflacion promedio en ese
periodo fue de 6% anual. ;Qué porcentaje de su poder adquisitivo perdio el inversionista?

Solucién: La inflacion en el periodo fue de: (1.06)* — 1 = 0.2625 = 26.25%. Los precios subieron
26.25%), mientras la riqueza del inversionista, en términos nominales, permanecié constante. La
tendencia natural es contestar que el inversionista perdié el 26.25% de su poder adquisitivo. Esta
no es la respuesta correcta.



16 CAPITULO 2

BASES MATEMATICAS

Supongamos que hace 4 afos el inversionista era capaz de comprar una canasta de bienes por
$100. Ahora esta canasta cuesta $126.25. ;Qué porcentaje de la canasta puede comprar ahora
el inversionista?
100
126.25

=0.7921=79.21%

El inversionista puede comprar 79.21% de la canasta, esto es 20.79% menos que hace 4 anos.

Respuesta: El inversionista perdi6 el 20.79% de su poder adquisitivo.

EJERCICIO DE COMPROBACION

En 1995 la inflacién anual fue de 52%. ¢ Cual fue la pérdida del poder adquisitivo de una persona que
no recibié ningun aumento salarial en este afo?

Respuesta: —34.2%.

Puntos porcentuales

La diferencia entre dos variables expresadas como porcentajes se mide en términos de puntos
porcentuales. Por ejemplo, si una tienda ofrece un descuento de 5% sobre una mercancia y
otra 7% sobre la misma mercancia, la diferencia entre los dos descuentos es igual a 2 puntos
porcentuales.

Si el banco A ofrece un rendimiento de 27% sobre un pagaré a un mes y el banco B
ofrece 30% sobre un instrumento semejante, la diferencia entre el rendimiento es de 3 puntos
porcentuales. Decir que el banco B ofrece 3% mads que el banco A es un error, porque 3% mds
que el 27% es 27 X 1.03 = 27.81%.

Un punto base es una centésima de 1%. En nuestro ejemplo, la diferencia en el rendimien-
to de los dos bancos es de 300 puntos base (o puntos basicos).

Un punto porcentual es igual a 100 puntos base. Un punto base es igual a 0.0001.

EJEMPLO | 8

La tasa de interés de 10.5% puede expresarse como 10% mas 50 puntos base, o 1050 puntos
base. Si la tasa sube de 5.25% a 5.3%, decimos que el incremento fue de 5 puntos base.

EJERCICIO DE COMPROBACION

El afio pasado las ventas de una empresa fueron de $1200000. Este afio, las ventas bajaron en
8.5%. ¢Cudl es el nivel actual de ventas?

Respuesta: $1098000.
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EXPONENTES

Si un ndmero se multiplica por si mismo repetidas veces, esta operacién puede simplificarse
elevando el ndmero en cuestién a la potencia igual a la cantidad de veces que el ndmero se
multiplica por s mismo. El nimero se llama base y la cantidad de veces que tiene que multi-
plicarse por sf mismo se llama exponente.

2x2=2"=4 2alapotenciade 2 es 4

axaxa=a  aelevadoala potencia de 3

"= axaxax--Xxa
n veces
base y n es el exponente o potencia.
Es indispensable dominar las leyes de los exponentes para estudiar matematicas finan-

En general: ¢ se lee como: “a elevado a la potencia de n”, donde a es la

cieras.

Producto de dos potencias de la misma base

EJEMPLO 1

4 X 42X 45 = 471+2+5 = 48 = 65 536
@ =4

Cociente de dos potencias de la misma base

aT: :am—n
a
EJEMPLO 2
%:as—szaz
%:22—3 = o1
2

Potencia de una potencia
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EJEMPLO | 3

(2%)* = 2%“ = 2'2 = 4096

Potencia del producto de dos factores
(ab)" = a™b"

EJEMPLO | 4

(8x)* = 3%* = 81x*

Potencia del cociente de dos factores

EJEMPLO | 5

Exponente cero

Si a es un ndmero real diferente de cero, a° = 1
Esta regla se obtiene utilizando la regla del cociente de dos potencias:

EJEMPLO | 6

(5%)° = 1




EXPONENTES

Exponente negativo

Si n es un nimero entero positivoy a # 0

19

% =a’ 5 =47
a 1
= a~?= 5
ad_ a1 a

a’>  ala?  d?

EJEMPLO 7
2‘3:%:1:0.125
2

Exponentes fraccionarios

EJEMPLO | 8

En la préctica se utiliza una calculadora electrénica que tiene la tecla , que acepta los

exponentes tanto negativos como fraccionarios.
Como ejercicio, despejaremos la tasa de rendimiento de la siguiente ecuacién:

4
(1+R) =15
4
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R[4 4
(I + 4) =15 Elevamos ambos lados a la potencia de %
1
14 R =15 7 La regla de potencia de una potencia
4
%
= =15"-1 Restamos 1 de ambos lados
4

Y
R = 4(1.5 o 1) = 0.4267 = 42.67% Multiplicamos ambos lados por 4.

EJERCICIO DE COMPROBACION
100
(1+ R)5

Despejar R de la siguiente ecuacion: 85 =

Respuesta: 0.0330.

PROMEDIO GEOMETRICO

Todos saben qué es la media aritmética. Sin embargo, no todos saben que en algunas circuns-
tancias esta media no es aplicable.

EJEMPLO 1

Hace 5 afios compramos una accion a $100. El valor de la accién crecia cada afio en los siguientes
porcentajes: 1, 24, 3, 10 y 2. ;Cual es el valor actual de la accion?

Solucién: Una manera incorrecta de resolver este problema es calcular la tasa promedio de
crecimiento (media aritmética) y después aplicar la formula para el crecimiento.

0, 0, () 0, 0,
Tasa promedio de crecimiento = [ Ree U RE/ R0/ GRic/ Ju 8% = 0.08

5

Nuevo valor de la accién = 100(1.08)° = 146.93

Esta respuesta es incorrecta. En realidad, el valor de nuestra accién crecié en el primer afio 1%,
convirtiéndose en 101, en el segundo afno crecidé 24%, convirtiéndose en 101(1.24) = 125.24,
etcétera.

El nuevo valor de la accion es 100(1.01)(1.24)(1.03)(1.1)(1.02) = 144.73.

Esto quiere decir que el uso de la media aritmética para calcular la tasa de crecimiento promedio
exagera el crecimiento. El método correcto es calcular la media geométrica, que es la raiz n-ésima
del producto de n elementos, cada uno de los cuales es 1 mas la tasa de crecimiento.
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En nuestro ejemplo, si R es la tasa promedio de crecimiento, calculamos su valor de la siguiente
ecuacion:

(1 + R)® = (1.01)(1.24)(1.03)(1.1)(1.02),  de donde,

;
R= [(1 .01)(1.24)(1.03)(1.1)(1 .02)} 75 _4=1.4473%2 — 1= 0.0767 = 7.67%

Respuesta: Durante los Ultimos 5 afos el valor de la accién estaba creciendo a un ritmo anual de
7.67% (y no 8%, como erroneamente indica el calculo de la media aritmética).

Comprobacion: (1+ 0.0767)° = 1.4473

En general, si una cantidad crece a un ritmo anual r; (i = 1, 2,..., n), la tasa de crecimiento promedio
r, calculada como un promedio geomeétrico, es:

n

1+r=[(+n)(1+n)-(+r)]

(1+r)n=(1 +n)(1+n)(1+r,

—

X

EJERCICIO DE COMPROBACION

Las tasas de inflacion mensual en los primeros 4 meses del afio son: 3.8%, 2.4%, 1.5%, 0.9%.
Calcule: a) la inflacion acumulada en los 4 meses, b) la inflacion promedio mensual como media
aritmética, c) la inflacion mensual promedio como media geométrica.

Respuesta: a) 8.86%, b) 2.15%, c) 2.14%.

Reflexion sobre matemdticas financieras

En algunos casos, la media aritmética produce resultados contrarios a la intuicién. Compramos
una accién a $100. Después de un afio su valor crece a $200, un crecimiento anual de 100%. Un
afio después el valor de la accién baja a $100, un crecimiento de —50%. ;Cudl fue el rendimiento
promedio de la inversién en la accién?

100 +(—50)

a) Media aritmética: R,= =25%

b) Media geométrica: R = [(1 4 l) (1 = 0.5)]1/z =1=0

La media aritmética es un mal indicador del rendimiento histérico. En nuestro ejemplo esta claro
que no ganamos nada (tasa de crecimiento de la inversién igual a cero), sin embargo, la media
aritmética es de 25%.
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FUNCIONES EXPONENCIALES

Una funcién es exponencial si la variable independiente aparece en el exponente de alguna
base. El caso m4s sencillo es: y(t) = b", donde b es una base. Normalmente se restringe la base
a valores mayores de 1 (b > 1). Esto se debe a las siguientes consideraciones:

e La base no puede ser negativa, porque si el exponente tomara valores fraccionarios
tendriamos raices de nimeros negativos. Para trabajar con tales raices es necesario
introducir el concepto de niimeros imaginarios.

e Si0 < b < 1, entonces la funcién exponencial es simplemente un reflejo de la funcién
con base mayor que uno, siendo Oy el eje de reflexién. Por ejemplo, si b =

SRS 5 O N SR
vl

El valor de esta funcién en t = —2 es igual al valorde y = 2"ent = 2.

1
2

e Por otro lado, si b = 1, la funcién exponencial se degenera en una funcién constante:
y = (1)' =1 = constante.

El rango de la funcién exponencial abarca todos los nimeros positivos. Cualquier nimero
positivo puede ser potencia de una base mayor que 1. El mismo nimero puede presentarse
como potencia de diferentes bases.

Por ejemplo: 16 = 16! =42 =24

Cuando la base de la funcién exponencial es mayor que 1, dicha funcién representa el pro-
ceso de crecimiento exponencial. La tasa de crecimiento es la base menos uno. La expresién
V = 100(1.15)" representa el proceso de crecimiento, empezando en el nivel 100 y con la tasa
de 15% por periodo. Como se puede apreciar en la gréfica, el nivel inicial estd en la intersec-
cién vertical: el nivel de V, cuando t = 0. La tasa de crecimiento se refleja en la pendiente que
se muestra en la figura 2.1.

El crecimiento exponencial discreto estd plasmado en la siguiente férmula:

V,=V, (1 +R)

t

Donde:

V, es el valor inicial (interseccion vertical en la gréfica),
V, es el valor para cada nivel de ¢ (altura de la gréfica),
R es la tasa de crecimiento por periodo,

(1 + R) es la base de la funcién exponencial,

t es el ndmero de periodos

El crecimiento ocurre al final de cada periodo. Si las unidades en las que se mide el tiempo son
grandes, la funcién adquiere forma de una escalera cuyos escalones son cada vez mds altos.
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Funcién

V=100(1.15)"
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EJEMPLO 1

Las ventas de una empresa son de $120 millones anuales. El plan de expansion prevé que las
ventas aumentaran a un ritmo de 20% anual durante los proximos 5 afnos. Si se cumpliera el plan
de expansion, ¢cuales serian las ventas de la empresa en 5 afios?

Vo =120,R =20%,t =5
Solucién: Sustituimos los datos del problema en la férmula del crecimiento exponencial.
Vs = 120(1.2)° = 298.6

Respuesta: En 5 afos las ventas anuales de la empresa seran de $298.6 millones.

EJERCICIO DE COMPROBACION

La inflacion en mayo de 1999 fue de 0.6%. ;Cual seria la inflacion anual si el ritmo de inflacion de
mayo se mantuviera todo el afo?
Respuesta: 7.44%.

Funcion exponencial natural

No da lo mismo elegir cualquier ndmero (> 1) como base de la funcién exponencial, pues al-
gunas bases son mds cémodas que otras. La mds cémoda es el ndmero irracional e = 2.7282...!
La funcién exponencial con base e suele llamarse funcién exponencial natural:

y(t) = e = exp(t)

!'Se usa la letra e en honor del gran matemético suizo Leonhard Euler (1707-1783).
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Figura 2.2

Funcién
exponencial
natural, y = €
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_ t

La forma generalizada de la funcién exponencial natural, desde el nivel inicial A, con la
tasa de crecimiento R, es:

y=Ae"=Aexp (rt)
En la grifica podemos observar dos caracteristicas principales de la funcién exponencial:

1. En la medida en que crece la variable independiente, el valor de la funcién exponencial
natural crece muy rdpidamente.

2. Cuando el valor de la variable independiente es cero, la pendiente de la funcién expo-
nencial natural es igual a 1 (45°).

Para ilustrar la primera propiedad invitamos al lector a que calcule para qué valor de ¢ la
funcién €' llega a un millén (la respuesta es 13.8155).
La principal ventaja de la funcién exponencial natural es que ésta es su propia derivada:

2
d t ot d t ot
—e =e, —e =e,etc.

dr de?

Si evaluamos el valor de la derivada de la funcién exponencial natural en el punto cero,
tenemos:
t
LA
de =0

Esto ilustra la segunda propiedad de la gréfica de la funcién exponencial natural.
Matemadticamente, e se define como un limite, o mediante un drea por debajo de la hipér-
bola equildtera. Como limite:

e=lim 1-1—l

n—yoo n

Esta definicién de e tiene una interpretacién econdmica interesante. Supongamos que de-
positamos en el banco un peso y el banco nos paga la tasa de interés de 100% anual. Si el
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interés compuesto se calcula una vez al afio, al cabo de este periodo nuestro capital se habra
convertido en 2 pesos.

1
1
V(1) = I(1 +100%) = 1(1 + 1) =2 (100% equivale a 1)

donde:
V(1) es el valor de capital si la tasa de interés de 100% se capitaliza una vez al afio.

Si el interés se calcula 2 veces al afio, después de 6 meses nuestro capital es multiplicado
por 1 +50% =1+ % y al fin del afio otra vez por el mismo factor.

V(2) = 1(1+50%)(1+50%) = 1(1+3)(1+1) =1(1+ %)2 —225

Si el niimero de capitalizaciones en el afio aumenta a n, al cabo de un afio nuestro capital
se habra convertido en:
n
1
V(in)=|1+—
n

Por ejemplo, sin + 12 (capitalizacién mensual): V(12) = (1 + 1—12)12 =2.61

Con una capitalizacién diaria (n = 365): V(365) =(1 +-L

365
365)

=2.7146

Finalmente, cuando la capitalizacién se vuelve continua, es decir, cuando el nimero de ve-
ces que se calcula el interés compuesto se aproxima al infinito, nuestro capital se convierte en:

lim V(n) = lim (1 + 1) —e=2.71828..

n—o n—o n

En resumen: e puede interpretarse como el valor que al cabo de un afio adquiere 1 peso,
si la tasa anual de interés de 100% se capitaliza continuamente.
En este caso, la tasa nominal de 100% se convierte en una tasa efectiva de:

e—1=171.82%

En la prictica, podemos evaluar el valor de e con cualquier grado de exactitud, con una ex-
pansién de Taylor de la funcién exponencial natural:

~1 1,1 1
n=0
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Es muy fécil generalizar la capitalizacién continua al caso en que el capital inicial es
igual a V, y la tasa de interés nominal igual a R. La férmula generalizada de la capitalizacién
continua es:

V = VoeRt

t

Esta férmula también representa el crecimiento exponencial continuo con el nivel inicial V, y la
tasa de crecimiento R.

Para evitar confusidn, es necesario tener presente la diferencia que hay entre las funciones
exponenciales y las funciones potenciales.

La diferencia radica en el lugar en que est4 la variable:

y = x1° es una funcion potencial (la variable estd en la base)

X . . . .
y=10 es una funcién exponencial (la variable estd en el exponente)

EJERCICIO DE COMPROBACION

¢ Cudl serd el saldo de una cuenta bancaria de $120 mil después de 3 afios y medio, si el rendimiento
de la cuenta es de 18%, capitalizado continuamente?

Respuesta: $225 313.27.

LOGARITMOS

El logaritmo de un nimero x con base b es el nimero al que hay que elevar la base para obte-
ner el nimero x.

log, x=y = by =x

EJEMPLO 1

log,9 = 2 ya que 32 =9
log,, 1000 = 3 ya que 10° = 1000
log,,0.001 = -3 ya que 1073 = 0.001

log,1=0 ya que e =1
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En realidad, sélo dos niimeros se utilizan como base de logaritmos.
Los logaritmos comunes (log) tienen como base el 10 y los logaritmos naturales (In) tienen
como base el nimero e = 2.7183...

log x = logygx y In x =log, x

Con la generalizacién de las calculadoras electrénicas los logaritmos comunes cayeron en
desuso y los tGnicos logaritmos que se utilizan actualmente son los logaritmos naturales. Asf,
en la mayorfa de los libros de matemadticas el simbolo log significa en realidad el logaritmo
natural.

De la definicién de logaritmo es fécil derivar su propiedad mds importante, conocida
como ecuacién funcional:

log(xy) = log x + log y

Una variante de la ecuacién funcional es la regla para el logaritmo del cociente.

log {;‘J: log x — log y

La ecuacién funcional tiene las siguientes consecuencias:

1
log—=logl — logx = 0 — logx = — log x, y
X
n veces n veces
—_—

logx™ =log x-x-*x = logx + logx +-+ +logx = nlogx

10g% = —logx logx™ = nlogx

EJEMPLO | 2

a 1+,‘?5
log [(4)}= loga + 5 Iog(1 4F R) —log 4
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Figura 2.3

Funcién
logaritmica.
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1 Int

7 1/t

Cuando x crece, log x crece también, pero a un ritmo decreciente:

lim logx = +e
x—>00

Cuando x se acerca a 0, log x adquiere valores negativos muy grandes:

lim logx = —oo
x—0

La grifica de la funcién y = log x es un reflejo de la funcién exponencial respecto a la linea

de 45° (y = x) (véase figura 2.3).
Como se puede apreciar en la figura 2.3, la funcién logaritmica tiene tres propiedades:

1. Crece muy lentamente: In(1000000) = 13.81.
2. Es positiva para t > 1, y negativa parat < 1.

3. Cuando t = 1, el valor de la funcién logaritmica es O y la pendiente de la grifica de la
funcion es igual a 1.

y(0)=1nt|t:1 =0 dadoque =1

_— = :1

dint
de

1
t =1

El ndmero cuyo logaritmo natural es igual a 1 se define como e: loge = 1.
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El 4rea por debajo de la hipérbola

loge =1
¢ equildterade 1 a e esigualal

log x

log x

Esta definicién nos proporciona una interpretacién alternativa de e:

e es el nimero para el cual el drea por debajo de la hipérbola equildteray = 1/x es igual a 1.

A(e)EJ%=I
L X

Recordemos que otra definicién de e es un limite:

e= lim (1 + l)
n—oo n
Segtin la definicién del logaritmo:

y=logx=log,x & x=¢ = elo8x

Como regla mnemotécnica podemos recordar que los operadores de las funciones logaritmica
(log) y exponencial (e) se anulan mutuamente.

Si y =e” entonces logy = loge* = xloge = x

% =x v loge'=x
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El hecho de que y = ¢* & x = log y implica que las funciones exponencial y logaritmica son
inversas.
Los logaritmos permiten convertir cualquier funcién exponencial con b > 1 en una fun-
cién exponencial natural.

Seay = b'donde b > 1

logy =logh' =tlogh = y = ptlogb

bt = etlogb

El uso de logaritmos es indispensable si queremos despejar el exponente de una expresién.

EJEMPLO | 3

Si la tasa de interés es de 7% anual, ¢en cuantos anos se duplicara el capital?
1.07'=2
tlog 1.07 = log 2 el logaritmo de una potencia

= ———=——=1024 despejamos t y calculamos su valor

Respuesta: El capital se duplicara en 10.24 afos.

También pueden utilizarse los logaritmos para despejar la tasa de interés de una expre-

sién, pero este procedimiento no es eficiente. Es preferible usar los exponentes fraccionarios.

EJEMPLO | 4

¢Qué tasa de interés hace que el capital se duplique en 5 afios?
Solucién: La ecuacién correspondiente es:

1+R°=2
5log(1 + R) = log 2 sacamos logaritmos de ambos lados
log (1 + R) = (log 2)/5 = 0.1386 dividimos entre 5
1+ R =¢e01%8 = 11487 sacamos el antilogaritmo
R = 0.1487 = 14.87% restamos 1 de ambos lados

Respuesta: El capital se duplica en 5 afos si la tasa de interés es de 14.87%.
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Sin duda el lector se dio cuenta de la ineficiencia del procedimiento anterior. El método
eficiente consiste en sacar la raiz del grado quinto de la ecuacién y restar 1 de ambos lados de
la misma.

(L+R)Y =2
1
[a+r)’ |7 =2 =2
1+R=2"% =1.1487

R =0.1487 = 14.87%

Como podemos observar, la respuesta es la misma, pero el nimero de pasos necesarios para
obtenerla es mucho menor.
En la solucién del ejemplo 4 usamos la palabra antilogaritmo.

Siy = log x, x es el antilogaritmo de y

En el caso de logaritmos naturales, para calcular el antilogaritmo se utiliza la tecla | e* | de la

calculadora o la tecla | EXP |. En el caso de los logaritmos comunes se utiliza la tecla .

y=Inx=log,x = x=¢

y =logox = x=10"

Dado que las funciones logaritmicas y las exponenciales son inversas, el antilogaritmo no es
otra cosa que una funcién exponencial, es decir, una funcién en la cual la variable viene en
el exponente.

PROGRESION ARITMETICA

Una sucesién es una lista ordenada de nimeros. Por ejemplo,
10, 12, 14, 16, 18,...

es una sucesién. El primer término es 10, y cada siguiente término se obtiene sumando 2 al
término anterior. Si el nimero de términos es finito, la sucesién se llama finita. Si no hay un
Gltimo término, la sucesién se llama infinita.

Una sucesion en la cual cada término difiere del anterior en una cantidad fija se denomi-
na progresién aritmética. La diferencia comiin entre los dos nimeros sucesivos se denota por d.
El primer término se denota como a.
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Asi, los primeros términos de una progresién aritmética son
a,a+da+2d,a+ 3d,...
Observando esta progresién, podemos escribir la férmula para su n-ésimo término:
a,=a+(n—1)d

Si la progresién es finita y el ndmero de términos es n, la férmula para el dltimo término, que
denotamos por u, es:

u=a+n—1)d

EJEMPLO 1

Dada la sucesion 2, 5, 8, 11,..., calcule su décimo término.

Solucién: El primer término es 2, y la diferencia comun es 3: a = 2, d = 3. Sustituyendo estos
datos en la formula del n-ésimo término de una sucesioén, tenemos:

a,,=2+ (10 — 1)3 =29

Respuesta: El décimo término de la sucesion es 29.

EJEMPLO | 2

El capital inicial es de $80000 y crece $2000 cada mes. Calcule el monto del capital después de
12 meses.

Solucidn:
a =80000,d = 2000, n = 12.
Sustituyendo estos datos en la férmula para el Gltimo término, tenemos:
u = 80000 + (12 — 1)2000 = 102000

Respuesta: Después de 12 meses el saldo es de $102000.

EJEMPLO | 3

Una maquina cuesta $110000. Cada afio, la empresa deprecia la maquina en $15000 y su valor de
rescate es de $35000. ;Cual es la vida Gtil de la maquina?

Solucién:

d=—-15000,u =35000,n="?
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El primer término de la sucesion es el valor de la maquina después del primer afio, esto es, el valor
original menos la primera depreciacion:

a = 110000 — 15000 = 95000
Ahora ya podemos despejar n de la formula para el ultimo término de la sucesién:
35000 = 95000 + (n — 1)(—15000)
n=5

Respuesta: La vida util de la maquina es de 5 afos.

EJERCICIO DE COMPROBACION

Calcule el octavo término de la progresion aritmética que empieza en 15 con la diferencia comuin
de 4.

Respuesta: 43.

Suma de n términos de la progresion aritmética

Para sumar los n términos de una progresién aritmética, primero escribimos la suma en el
orden normal y después la escribimos en el orden inverso. Al sumar las dos expresiones obte-
nemos el resultado.

EJEMPLO | 4

Sumar los numeros de 1 a 10. Aquia =1,d =1,n =10

Solucién: Denotamos la suma como S
S=1+2+3+..+8+9+10
S=10+9+8+..+3+2+1

Sumando ambas expresiones, tenemos:

25 = 1+ 11+ 11+ +11+11+ 11

n veces
25 = 10(11) = 110
S=55

Respuesta: La suma de los nimeros de 1 a 10 es 55.
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Para obtener una férmula general para los n términos de una progresién aritmética, utilizamos
el mismo procedimiento pero con los términos generales:

S=a+(a+d)+...+[a+(n—=2)d] +[a+ (n—1)]
S=la+m—-Ddl+a+n—-2)d+..+(a+d) +ta

Sumando estas expresiones, tenemos:

zsz[za +(n—1)d]+[2a+(n—l)d]+---+[2a+(n—1)d]+[2a+(n—l)d]

n veces

2S =n[2a + (n — 1)d]

Despejando S, obtenemos la férmula para la suma de los n términos de una progresion aritmética,
con el primer término a, y con la diferencia d.

S=%[Za+(n—1)d]

El facil observar que la expresién entre corchetes es la suma del primero y del dltimo términos.
Asf, la férmula también puede ser escrita como:

Szg[a +u]

EJEMPLO | 5

Calcule el Ultimo término y la suma de una progresién aritmética de 20 términos que empieza en
100 y cada término es mayor que el anterior en 7.

Solucién: El dltimo término: u = 100 + 19(7) = 233

Lasuma: S, = @(100 +233) = 3330
2

Respuesta: La suma de la progresién es de 3 330.

EJERCICIO DE COMPROBACION

Calcule a) la suma de todos los numeros impares entre 1y 50, b) la suma de todos los numeros pares
entre 1y 50 (tanto 1 como 50 entran en estas sumas).

Respuesta: a) 625, b) 650.
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PROGRESION GEOMETRICA

Una sucesién en la cual la razén entre un término y el anterior es constante se llama progresion
geométrica. Si a es el primer término y r es la razén comiin, la progresiéon geométrica tiene la
siguiente forma:

a, ar, aTZ, (1T3,...

Es facil comprobar que la razén entre dos términos sucesivos es igual a r.

El dltimo término de la progresiéon geométrica finita con n términos, es:

u=ar

EJEMPLO 1

Un deposito de $1000 produce 10% anual, que se calcula sobre el saldo del periodo inmediata-
mente anterior. Calcule el saldo después de 5 afos.

Solucidn: Si el depdsito crece a un ritmo de 10% anual, al final del primer afio es 1000 + 10% =
1100, al final del segundo es 1100 + 10% = 1210, etc. Se trata claramente de una progresion
geométrica en la cual el primer término, a = 1100, la razén comun, r = 1.1, y el nimero de pe-
riodos, n = 5. Sustituyendo estos datos en la férmula para el ultimo término de la progresion,
tenemos:

u =1100(1.1)* = 1610.51

Respuesta: El saldo en el quinto afio es de $1610.51.

Si la razén comiin de una progresién geométrica es mayor que 1, la progresién es creciente.
El ejemplo 1 es una ilustracién de una progresién creciente. Si r < 1, la progresién es decre-
ciente.

EJEMPLO | 2

Una maquina que vale $100000 se deprecia cada afio 20% de su valor. ;Cual es el valor de res-
cate, si la vida util de la maquina es de 6 afios?

Solucién: Al final del primer afio, el valor de la maquina es 100000 — 20% = 80000, al final del
segundo afo es 80000 — 20% = 64000, etc. Se trata de una progresiéon geométrica en la cual el
primer término, a = 80 000, la razén comun, r = 0.8, y el niUmero de periodos, n = 6. Sustituyendo
estos datos en la férmula para el tltimo término de la progresion, tenemos:

u = 80 000(0.8)° = 26 214.40

Respuesta: El valor de rescate de la maquina es de $26 214.40.
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EJEMPLO | 3

El primer término de una progresiéon geométrica es 10, la razén comun es 3 y el dltimo término es
7290. ¢ Cuantos términos tiene la progresion?

a=10,r=3,u=7290,n=7?
Solucién: Despejamos n de la férmula del dltimo término:
7290 = 10(3)"""
(n —1)In 3 =1In(729)

:In729:6
In3

n—1

n=7

Respuesta: La progresion tiene 7 términos.

EJERCICIO DE COMPROBACION

Cada dosis de una medicina mata 50% de los microbios en el cuerpo. ¢Cuantas dosis deben tomar-
se para eliminar 99% de los microbios?

Respuesta: 7 (respuesta exacta 6.64).

Suma de n términos de una progresion geométrica

Para sumar los n términos de una progresién geométrica escribimos la suma y después la mul-
tiplicamos por la razén comin, r. Al restar la segunda suma de la primera obtenemos el resul-
tado buscado. Sea S, la suma de n términos.

S, = atar+at+Aa" o
1S, = ar+ar’ +a’ + o +a”

Restando la segunda ecuacién de la primera, observamos que en el lado derecho se cancelan
todos los términos, menos el primero y el dltimo. Esta propiedad de las series geométricas se
llama propiedad telescépica.

— — —_ n
S, =S, =a—ar

Factorizando y despejando S, obtenemos la férmula para la suma de n términos de una progre-
sién geométrica.
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Esta férmula es ttil cuando la progresion es decreciente: r < 1.
En el caso de una progresién creciente, r > 1, es mejor utilizar la férmula alternativa, que
se obtiene multiplicando el numerador y el denominador de la férmula anterior por —1.

A el

n r—1

EJEMPLO | 4

Si al final de cada mes se depositan $1000 en una cuenta que rinde 2% mensual, ¢cual sera el
saldo de la cuenta al final del doceavo mes?

a=1000,r=1.02,n =12

Solucién: Se trata de sumar la serie finita 1000 + 1000(1.02) + ... + 1000(1.02)™. Sustituyendo
los datos del problema en la formula para la suma, tenemos:

1000(1 02134 — 1)

= = 13412.09
1.02 - 1

Respuesta: Después de 12 meses el saldo de la cuenta sera de $13412.09.
De esta cantidad, $12000 son los depositos y $14 512.09 los intereses ganados sobre los saldos.

Por razones obvias, resulta imposible sumar los términos de una progresién geométrica infinita
creciente. Sin embargo, cuando la progresion geométrica infinita es decreciente, sus términos se
pueden sumar buscando el limite de la suma de la progresion finita.

Si—1<r<1, lim r"= 0, entonces,
n—eo

La férmula para la suma de la progresién geométrica infinita decreciente es:

Q

1—r

EJEMPLO | 5

Calcule la suma de la sucesion infinita: 1 + 0.8 + 0.64 + 0.512 + ...

a=1r=08, n=o
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Solucién: Sustituyendo los datos en la férmula, tenemos:

Respuesta: La progresion infinita que empieza en 1y tiene la razén de 0.8 se suma a 5.

EJERCICIO DE COMPROBACION

Si gastamos 1 peso, la persona que lo recibe ahorra en promedio 20% y gasta el restante 80%.
¢ Cudl es el gasto total generado por nuestro desembolso inicial de 1 peso?

Respuesta: $5.

FORMULAS DEL CAPITULO

Promedio geométrico Ultimo término de la progresién aritmética
1
T=[(1+T1)(1+T2)"'(1+Tn)]/n_1 u=a+(n—1)d
Crecimiento exponencial discreto Suma de la progresién aritmética
t
= n
Vi VO(1+R) S=7[a+u]
2
Crecimiento exponencial continuo Ultimo término de la progresién geométrica
— Rt — n—1
v[ = Voe u ar
Ndmero e Suma de la progresiéon geométrica
(1 1Y a(l - 'r”)
esimIt = el
Suma de la progresién geométrica Suma de la progresién geométrica

infinita decreciente

S = a S, = a(:n_l 1);T>1
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Términos clave

Antilogaritmos Logaritmos naturales
Crecimiento exponencial continuo Progresién aritmética
Crecimiento exponencial discreto Progresién geométrica
Ecuacion Progresién geométrica decreciente infinita
Funciones exponenciales Promedio geométrico
Funcién exponencial natural Puntos base
Leyes de exponentes Puntos porcentuales
Logaritmos comunes Sucesion
PREGUNTAS Y PROBLEMAS

1. Resuelva las siguientes ecuaciones respecto a x:
x+2
4y—8

@) 2x+5=3y-12, b) 5, o (1) = (14y)

2. Evalde las siguientes expresiones:

129 ; 1 53,7
3= b) x;2:(3_\/§)3’ C)9(4:2 + g +15

a 23 +42°

3. El indice de precios y cotizaciones (IPC) de la Bolsa Mexicana de Valores subié de 3850 a 4292. ;En qué
porcentaje subié el indice?

4. Sabemos que ayer el IPC era de 4248 y nos enteramos de que durante la jornada el indice subié en 1.24%.
(Cual es el nuevo nivel del IPC?

5. ElIPC termina la jornada al nivel de 4423. Durante la jornada el indice baj6 0.57%. ;Cual fue el nivel de
[PC al inicio de la jornada?

6. Durante los dltimos 5 afios, el PIB de México tuvo las siguientes tasas de crecimiento: 3.5%, —6.4%, 5.2%,

7%, 4.8%.
a) Calcule la tasa de crecimiento como un promedio aritmético.
b) Calcule la tasa de crecimiento anual como un promedio geométrico.

c) {Qué método refleja mejor la realidad?

7. Durante el afio el valor del délar subi6 de $9 a $9.7.
a) Calcule el porcentaje en que subié el valor del délar.

b) Calcule el porcentaje en que bajé el valor del peso.

8. Hace 4 afios ganaba $4 500 al mes. Durante estos cuatro afios los precios subieron en 150%. Calcule el
valor de su sueldo de hace 4 afios en pesos de hoy.

9. Calcule el valor de x en las siguientes ecuaciones:

a) e* =4, b) Inx =3, c) e = 40, d) log,ox = 2, e) 3* =50
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10.

11.
12.
13.

14.

15.
16.

17.
18.

19.
20.
21.
22.

23.

24.

25.

Evalde las expresiones:
a)en? b) log,,20 + log; 5, c) log,,500 — log,,5, d) Iné’

JEn cudnto tiempo se duplica una cuenta que rinde 24% compuesto mensualmente?
{En cudnto tiempo se triplica una cantidad, si la tasa de 18.31% se compone continuamente?

La poblacién se duplica cada 25 afios. Calcule:

a) la tasa de crecimiento discreta, b) la tasa de crecimiento continua.

Si la poblacién inicial de 10 millones se duplica cada 25 afios, ;cudl serd la poblacién después de 200
afnos!

;Qué significa que x es un antilogaritmo de y?
Calcule el vigésimo término de la serie que empieza asf:
20, 27, 34,...
;Cuantos términos tiene una progresién aritmética que empieza en 30, termina en 156 y avanza de a 7?

Calcule la diferencia comtn de una progresién aritmética de 10 términos, cuyo primer término es 100 y el
Gltimo 235.

Calcule la siguiente suma: 25 + 30 + 35 +---+ 250
Calcule el décimo término de la progresién: 100, 120, 144,...
Calcule el octavo término de la progresién: 10, 20, 40,...

;Cuantos términos tiene una progresién geométrica que empieza en 500, tiene la razén de 1.3 y termina en

730961457

;Cual es la razén de una progresién geométrica cuyo primer término es 80 y el vigésimo quinto término es

2062.63?

Al final de cada mes usted deposita $1 000 en una cuenta de ahorro que produce un rendimiento mensual
de 3%. ;Cudl ser4 el saldo de su cuenta después de 40 meses?

;Cuanto tendrfa que depositar en la cuenta del problema anterior para reunir después de 40 meses una

cantidad de $100000.



CAPITULO 3

Interés simple

Objetivos del aprendizaje
Después de estudiar este capitulo, el alumno serd capaz de:

e Calcular el interés sobre el principal.

o Caleular la tasa de interés con base en el valor inicial y el valor terminal.
o Distinguir entre el interés simple y el interés compuesto.

o Desarrollar la férmula para el valor futuro con el inferés simple.

e Dibujar un diagrama de flujo de caja.

e Ajustar la tasa de interés a las unidades en las que se mide el tiempo.

o Ajustar el tiempo al periodo de la tasa de interés.

e Resolver cuatro tipos de problemas de interés simple: valor presente, valor futuro,
tasa de interés y plazo.

e Aplicar el descuento bancario.

o Convertir la tasa de descuento en la tasa de interés, y viceversa.

a1
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Este capitulo esta dedicado a la introduccién de la terminologfa, los sfmbolos y los conceptos
fundamentales. Veremos cémo se calculan el interés y la tasa de interés, el valor futuro y el va-
lor presente con el interés simple, el valor presente con el descuento bancario, cuil es el rasgo
fundamental del interés simple, y cémo se transforma la tasa de descuento en la de rendimiento,
y viceversa.

CONCEPTOS BASICOS

En primer lugar, vamos a introducir los simbolos que utilizaremos en el resto del texto. Los
lectores acostumbrados a otra simbologia pueden seguir usdndola.

P, valor del principal en el momento 0. Es el valor inicial de la transaccion, el capital inicial.
Los simbolos alternativos son: VP (valor presente) o VA (valor actual)

n ndmero de periodos, el tiempo o plazo. Alternativamente T

t numero del periodo

P,, monto (capital més intereses) en el momento n. Es el valor terminal de la transaccién.
Alternativamente P, o VF (valor futuro)

R tasa de interés nominal!

El interés es el pago por el uso del dinero. Si un deudor recibe $100 ahora y en un afio tiene
que devolver $125, el interés es $25: el valor terminal menos el valor inicial.

Interés = valor terminal — valor inicial
Interés = P, — P, = AP es el incremento del valor inicial
La tasa de interés (R) es el interés por cada peso del valor inicial:

_ Intess P — K =A_P=%AP
Valor inicial P, Fy

%AP, o sea, el cambio porcentual de P, es la tasa de crecimiento de P, forma en que se cons-
tata que la tasa de interés es la tasa de crecimiento del principal.

De la ecuacién se desprende que el interés es el principal multiplicado por la tasa de
interés:

Interés = principal X tasa de interés

Interés =P, — P, =Py, X R

"'En muchos textos la tasa de interés se presenta como i; nosotros reservamos esta letra para designar la inflacién.



Figura 3.1

La gréfica del inte-
rés simple se parece
a una escalera de
escalones iguales.
La altura de cada
escalén representa
el interés ganado
en el periodo.

A mayor tasa de
interés, mayor la al-
tura. En la curva de
arriba, la tasa de
interés es de 50%
por periodo y en la

de abajo de 10%.
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En el interés simple, el interés se calcula siempre con base en el valor inicial. Asf, en cada
periodo, el interés es igual al principal multiplicado por la tasa de interés:

Interés = Py R (en cada periodo)

Para calcular el interés acumulado en varios periodos simplemente se suman los intereses de
cada periodo. Asi, con el método del interés simple, el interés acumulado después de varios
periodos es:

Después de 1 periodo: PR

Después de 2 periodos: ~ P,R + PR =2 X PR

Después de t periodos: P,R+PR+-++PFR =t X PFR

t veces
Después de t periodos, el interés es la suma de los intereses ganados en cada uno de los perio-
o El valor futuro del principal es el valor inicial mas el interés. Después de 1 periodo, el
valor futuro es:
P, =P,+ P,R=Py(1 +R)
Después de 2 periodos el valor futuro es:
P,=P,+P,R=Py+PyR+ PyR=P,+ 2P,R =P, (1 + 2R)

1
’ O300 T

250 +

100 (1 +0.5¢)
200 +

150 + 4’—'—,7

100 +

-~ 100 (1 +0.1"¢)

80

0 t 5

Periodos



44 CAPITULO 3 INTERES SIMPLE

Después de t periodos:

P =P, (1 + R)

t

Esta es una férmula general para el interés simple. En notacién alternativa, la férmula se
escribe como:

VF = VP (1 + tR)

Si R es una tasa nominal anual y ¢t es el nimero de dfas, la férmula para el valor futuro con el

interés simple se convierte en:
VF = VP|:1 + R(LJ]
360

EJEMPLO 1

Lépez solicita a un banco un préstamo por $100000 a 3 meses a interés simple, con la tasa men-
sual de 5%. ¢Cuanto tendra que devolver al banco después de 3 meses?

P, = 100000, R =5% = 0.05, t=3
Solucién: El interés para el periodo de 3 meses es:
t P, R =3 x100000 (0.05) = 15000
Lopez tendra que devolver el principal mas el interés, esto es:
100000 + 15000 = 115000
Otra manera de llegar a la misma solucion es aplicando la formula:
P, =Py (1 + tR) = 100000[1 + 3(0.05)] = 115000

Respuesta: Lopez tendra que devolver $115000. De esta cantidad, $100000 representa el princi-
pal y $15000 los intereses generados en tres meses. Si el interés mensual es de $5000, el interés
por 3 meses es $15000.

Diagrama de flujo de caja

Un instrumento fundamental de las matemdticas financieras es el diagrama de flujo de caja,
conocido también como diagrama de tiempo y valor, o simplemente linea de tiempo. El diagrama
de flujo de caja presenta los flujos de entrada y salida de efectivo en una escala de tiempo. Se-
gin la convencién del fin de periodo, los flujos de caja ocurren al final de cada periodo de interés.
La direccién de la flecha indica el tipo de flujo. La flecha hacia arriba representa la entrada
de efectivo y hacia abajo sefiala la salida. El diagrama de flujo de caja representa el plantea-
miento del problema: lo que estd dado y lo que se busca. Como ilustracién, presentamos el
diagrama de flujo del problema 1.
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100 000

——]

VF =1

Tiempo

La flecha hacia arriba representa la entrada de efectivo (la contratacién de deuda). La flecha
hacia abajo sefiala la salida de efectivo: la devolucién del principal junto con los intereses. El
cdlculo de esta cantidad es el objetivo del ejemplo 1.

Si hay muchos periodos, en el diagrama de flujo de caja se utiliza el recurso de marcar sélo

los primeros y los dltimos periodos. El signo de interrupcién en la linea de tiempo indica que
la linea es continua.

El tiempo se puede medir en dfas, meses, trimestres, semestres y afios. Para facilitar y estan-
darizar los célculos, en la gran mayorfa de los casos se utiliza el tiempo convencional en vez del
tiempo exacto. Asf, un afio tiene 360 dfas o 12 meses con 30 dfas cada uno. A veces se utiliza el
tiempo exacto: un afio de 365, 0 366 dias (en caso de un afio bisiesto), un mes de 30 o0 31 dfas,
etc. A menos que se indique lo contrario, en este libro utilizaremos el tiempo convencional.

Algunas veces las unidades de tiempo en las que se mide el plazo no coinciden con las
unidades que sirvieron de base para calcular la tasa de interés. En estos casos resulta necesario
calcular el plazo en unidades de la tasa de interés, o ajustar la tasa de interés a las unidades en
que se mide el plazo.

EJEMPLO | 2

Una persona invierte $10000 en un fondo de inversiones. El fondo garantiza un rendimiento men-
sual de 3%, calculado con el método del interés simple. Si la persona retira su depdsito después
de 20 dias, ¢cuanto recibe?

P, = 10000, R =3% = 0.03, t = 20 dias = 20/30 = 0.67 meses

Solucioén:

P =P(1+1tR)= 10000[1 -+ (2JO.OS] =10200
3

Respuesta: La persona recibira $10200, esto es, el principal mas $200 de intereses. Si el interés
mensual es $300, el interés por 20 dias es 2 de $300, o sea $200.
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Para resolver el ejemplo 2 ajustamos las unidades en las cuales se mide el tiempo a las unida-
des en que estd expresada la tasa de interés. Si la tasa de 3% es mensual, el periodo también
tenemos que expresarlo en meses: 20 dfas son % de un mes.

Una manera alternativa de enfocar este problema es ajustar la tasa de interés a las uni-
dades en que medimos el tiempo. En el ejemplo 2 el tiempo lo medimos en dfas, consecuen-
temente también es necesario calcular la tasa de interés diaria. Si la tasa de interés es de 3%
mensual, entonces la tasa diaria serfa: 3%/30 = 0.1%. Ahora ya podemos usar la férmula del
interés simple, utilizando dfas como la unidad del tiempo.

B =P (1 +R) = 10000[1 +20 % %}zmzoo

La situacién m4s frecuente es cuando la tasa de interés simple se da en términos anuales y el
periodo se mide en dfas. En este caso la tasa anual la dividimos entre 360 y la multiplicamos
por el nimero de dfas, n.

EJEMPLO | 3

Un banco cobra una tasa de interés simple de 45% sobre el saldo de la tarjeta de crédito. ¢ Cuanto
tendra que pagar el duefio de la tarjeta al banco si mantiene un saldo de $1 500 durante 73 dias?

P, = 1500, t = 73 dias, R =45%

Solucidn: Sustituimos los datos del problema en la férmula

P =P [1+R|-2 ||=1500]1+0.45 > | |- 1636.87
360 360

Respuesta: Tendra que pagar $1 636.87. El no pagar a tiempo le habra costado $136.87 de inte-
reses.

EJERCICIO DE COMPROBACION

Calcule el interés generado por una deuda de $25 000 durante 51 dias, si el acreedor cobra una tasa
de interés simple de 33%.

Respuesta: $1 168.75

La férmula de interés simple tiene cuatro variables. Si conocemos el valor de tres de ellas,
podemos facilmente despejar el valor de la cuarta. En el siguiente ejemplo calcularemos la tasa
de interés simple implicita en un contrato.
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EJEMPLO | 4

Para recibir $1000 hoy, Alonso firma un pagaré por $1200 pagadero dentro de 6 meses. ¢,Cual es
la tasa de interés simple anual implicita en este pagaré?

P,=1000, P,= 1200, t = 6meses =6/12 =0.5afios, R=7?
Solucién:
P,=Py(1 +1tR)
1200 = 1000 (1 + 0.5R,)
R,=0.4=40%

Respuesta: El pagaré implica una tasa anual de interés simple de 40%.

También podemos resolver el ejemplo 4 utilizando como unidad de tiempo un mes. Primero
despejamos la tasa mensual de la ecuacién del valor futuro y a continuacién la multiplicamos
por 12 para obtener la tasa anual.

P, = Py(1 + R)
1200 = 1000(1 + 6R,)
R, = 0.2/6 = 0.0333 = 3.33%
R,=12 X R, =40%
Donde tes el nimero de meses

R, es la tasa de interés mensual

R, es la tasa de interés anual

EJEMPLO | 5

Una agencia le ofrece a Velasco un automovil por $95 000, pagaderos dentro de 3 meses. En caso
de liquidacion en efectivo hay un descuento de 10%. ¢ Qué tasa anual de interés simple esta impli-
cita en este descuento?

P, = 95000, t = 3/12 = 0.25 afos, R=7
Solucién: Primero calculamos el precio al contado, que es $95000 menos 10%:
P, = 95000 — 9500 = 85500 (asi, 10% de $95000 es $9500)
P, =Py, (1+1tR)
95000 = 85500 (1 + 0.25R,)
R, = 0.4444 = 44.44%

Respuesta: El descuento implica una tasa anual de interés simple de 44.44%.




48 CapiTULO 3

INTERES SIMPLE

Otra manera de resolver este problema es aplicando la equivalencia entre la tasa de descuento
bancario y la tasa de interés que vimos en la introduccién:

En escala trimestral, 11.11% equivale a 44.44% en escala anual.

Volveremos a la cuestién del descuento en la siguiente seccién.

Si conocemos el valor presente de la deuda, su valor futuro y la tasa de interés, podemos
calcular el periodo de la misma.

EJEMPLO | 6

Una deuda de $70000 se liquidé con un pago de $84389. ;Cual fue el periodo de préstamo, si la
tasa de interés simple cobrada fue de 37%?

P, = 70000, P, = 84389, R =37%, m=7
Solucién:

84389 = 70000|1+ 0.37| 2 || = n=200
360

Respuesta: El plazo del préstamo fue de 200 dias.

EJERCICIO DE COMPROBACION

Un pagaré por $34500 a 100 dias tiene el valor al vencimiento de $40000.;Qué tasa de interés
simple esta pagando el prestatario?

Respuesta: 57.39%.

VALOR PRESENTE Y DESCUENTO

Hasta ahora hemos utilizado la férmula del interés simple para calcular el valor futuro, con
base en el valor presente, la tasa de interés y el plazo. En esta seccién estudiaremos dos méto-
dos de calcular el valor presente con base en el valor futuro.



La tasa de
rendimiento (o
de interés) se
aplica al valor
inicial.
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Descuento racional

El proceso de descuento consiste en calcular el valor presente con base en el valor futuro.
El método de descuento que usa la férmula del interés simple se llama descuento racional.” El
descuento racional utiliza el monto (valor futuro), la tasa de interés y el plazo, pero su uso en
matemdticas financieras es poco frecuente. Un ejemplo serd suficiente para ilustrar el proce-
dimiento.

EJEMPLO 1

¢ Cual es el valor presente de $3000 que se recibiran dentro de 18 meses, con un interés simple
de 50% anual?

VF = 3000, R =50% = 0.5 anual, t = 18/12 = 1.5 ahos

Solucién: En la formula del interés simple sustituimos los datos del problema y despejamos el
valor presente:

VF = VP(1 + tR)
3000 = VP(1 + 1.5 X 0.5) = VP(1.75)
VP = 1714.28

Respuesta: El valor presente de $3000 que se recibiran dentro de 18 meses es de $1714.28.

Esta respuesta significa que $1 714.28 depositados en una cuenta que rinde 50% anual, calcu-
lado con interés simple, después de 18 meses se convierte en $3 000.
La férmula para calcular el valor presente con la tasa de interés simple es:

VF
1+tR

donde ¢ es el nimero de periodos para los que se calcula la tasa de interés, R. Si R es una tasa
nominal anual y t es el nimero de dfas, la férmula se convierte en:

VF
1+R[ -2
360

La tasa de interés aplicada en el descuento racional no es la tasa de descuento. Es la tasa de
rendimiento (o tasa de interés). En el ejemplo 5, si alguien comprara un pagaré con el valor
nominal de $3000 a 18 meses por $1714.28, su rendimiento hubiera sido de 50% anual.

VP =

2 El descuento racional es también conocido como el descuento simple, real o justo.
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EJERCICIO DE COMPROBACION

¢ Cuanto recibe el librador de un pagaré a 55 dias con el valor al vencimiento de $100000, si el ins-
trumento paga el interés simple de 41.5% anual?

Respuesta: $94 037.75.

Descuento bancario

La tasa de descuento bancario (R},) se aplica al valor final y su valor siempre es mas bajo que el
de la tasa de interés. El descuento bancario’ es igual al valor final (monto) multiplicado por
la tasa de descuento.

Descuento = VF X R,
En el ejemplo 1, el descuento es el valor del pagaré menos el precio pagado por él:
Descuento = VF — VP = 3000 — 1714.28 = 1285.71

La tasa de descuento es el descuento dividido entre el valor final:

_ Descuento _ 1285.71

R
b VF 3000

=0.4286 =42.86%

Asi, 42.86% es la tasa de descuento en el periodo de 18 meses. Para anualizarla tenemos que
dividirla entre 18 y multiplicar por 12. La tasa de descuento anual es de 28.57%, mucho me-
nor que la tasa de rendimiento de 50%.

1714.28 = 3000(1 — Rp) de donde Ry = 0.4286 = 42.86%

Para calcular Ia tasa de descuento bancario anual implicita en el ejemplo 1, podemos despe-
jarla de la siguiente ecuacién:

1714.28 =3 OOO(I - RD%]

de donde R}, = 28.57%.
Una manera alternativa de calcular la tasa de descuento es aplicar la equivalencia entre la
tasa de interés y la de descuento, ajustando la tasa de interés por el periodo de descuento:

__ R 05 05 _ 857 2857%

R
’ 1 +r[ 18 1+05> 1
12 0913

3 También conocido como el descuento comercial.
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La tasa de interés de 50% es anual, pero el periodo del descuento es 18 meses. Para reflejar este
hecho, dividimos la tasa de interés del denominador de la férmula por 12 y la multiplicamos
por 18. En virtud de esta operacién calculamos la tasa de descuento anual, aun cuando el
descuento se aplique a un periodo de 18 meses.

Vamos a resumir y generalizar la relacién entre las tasas de rendimiento y de descuento
bancario.

El descuento bancario es el valor final multiplicado por la tasa de descuento:

Descuento = VF X Rp

Segiin la practica comtn, la tasa de descuento se publica como una tasa anual. Si el periodo
de descuento es diferente a un afio, necesitamos ajustar la tasa al periodo de descuento. Con
este fin, dividimos la tasa de descuento anual entre 360 y la multiplicamos por el niimero de
dfas del periodo de descuento, n.

Tasa de descuento para un periodo de n dias: R, (3—20]

n

El descuento aplicable a n dfas: By X R, [%]

El valor presente es el valor futuro menos el descuento:

n n
BO :BN_BNX RD(%}:BN{I _RD(%]}

EJEMPLO | 2

¢Cual es el valor presente de un pagaré de $100 que vence en 150 dias si la tasa de descuento es
de 25% anual?

VF =B, =100, Rj=25% anual, t= 150 dias

Solucién: Aplicamos la formula general para el valor presente con el descuento bancario:
VP =B, =B, [1 -R, (LJ] - 100[1 ~025x% @J= 89.58
360 360

Respuesta: El valor presente de $100 que se recibira dentro de 150 dias con la tasa de descuento
de 25% es $89.58.

El ejemplo 2 puede ser interpretado de la siguiente manera: el banco presta $100 a 150 dfas,
pero cobra los intereses de $10.42 por anticipado y entrega al deudor tan sélo $89.58. La
cantidad de $10.42 de $100 representa la tasa de interés de 25% anual, pero calculada sobre
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el valor final. En virtud de esta interpretacién, el descuento bancario a veces se llama cobro
de intereses por anticipado.

Para el librador del pagaré serfa un error considerar la tasa de descuento como el costo de
capital. Su costo de capital es igual a la tasa de rendimiento que obtiene el banco.

R= 100 1 360 _ 0.2791=12791%
89.58 150

En algunos casos, el objetivo de cobrar los intereses por adelantado es disfrazar la magnitud
real de la tasa de interés.

EJEMPLO | 3

Calcule el precio de un bono a 28 dias, si su valor nominal es $10 y la tasa de descuento aplicable
es de 23%.

By =100, Rp=23%anual, n=28dias
;s n 28
Solucioén: B, = B, [1 - Ry [%]:l = 10[1 — 028 X %) = 9.8211

Respuesta: El bono a 28 dias, con la tasa de descuento de 23%, cuesta $9.8211.

Abhora ya tenemos todos los elementos para desarrollar una férmula que convierte la tasa de
descuento en tasa de rendimiento, si el plazo es de n dias.
El valor presente de una cantidad By, a n dfas, descontado con la tasa de descuento R, es:

_ _ _n_
B, =By BNXRD(%O)
El valor presente de una cantidad By a n dias, descontado con la tasa de rendimiento R es:

BN
1+R|-™
360

Igualando los lados derechos de estas dos ecuaciones y dividiéndolos entre By, tenemos:

By=

1
1-R |-~ |=—"
D(36O) 1+R(n)
360
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Despejando R de esta ecuacién obtenemos una férmula general que transforma la tasa anual
de descuento en una tasa (también anual) de rendimiento:

RD
L—Rp[ -1
D(BéOJ

Despejando de esta férmula R, obtenemos la férmula general que convierte la tasa de rendi-
miento en la tasa de descuento:

R

EJEMPLO | 4

¢ Cudl es el rendimiento de un Cete (Certificado de la Tesoreria mexicana) a 91 dias, si su tasa de
descuento es de 21.5%?

Rp=21.5%, n=291dias
Solucién:
R 0.215
_ D _ =0.2074 = 22.74%
1-R | 2 1-0215 2
360 360

Respuesta: El rendimiento de un Cete a 91 dias, con la tasa de descuento de 21.5% es de
22.74%.

Volveremos a utilizar las férmulas de conversién de las tasas de descuento en las tasas de ren-
dimiento en la parte del libro dedicada a matematicas burs4tiles.

Descuento

Bancario (comercial)

=l )

|

Racional (simple)

B ,&
0 n
l1+R|—

360

Valor presente B, = By

n

B R, [—
N D(36O

n

B.R[—
0 (360

Descuento (interés)
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APLICACIONES

Como consecuencia de una aceleracién de la inflacién desde mediados de la década de 1970,
el interés simple cayé en desuso. En casi todas las transacciones se sustituye por el interés
compuesto. Sin embargo, sigue utilizdindose en algunas transacciones a corto plazo, como
cdlculo del precio de los Cetes (bonos del gobierno mexicano), ventas a plazo, tarjetas de
crédito, préstamos prendarios (empefio) y pago anticipado de facturas. Todas sus aplicaciones
requieren de la férmula elemental del interés simple:

P =P, (1 + (R)

t

Conociendo tres de sus variables, se puede despejar la restante y determinar su valor.

EJEMPLO 1

Por un pagaré con el valor nominal de $100 que vence en 100 dias el banco paga $90.
a) ¢Cual es la tasa de descuento que aplica el banco?
b) ¢Cual es la tasa de rendimiento para el banco?
B, =90, B, =100, n =100 dias

Solucién:

n
B, =B, —B, XR
0 N N D(SSO)

Despejando de esta ecuacion Ry, tenemos:

R = BN _ BO X@
D
by n
La sustitucion de los valores del problema produce:

R, ~ 10090 360 a0 ey
100 100

b) By = By (1 + nR), donde n = 100 dias

Despejando de esta ecuacién R y sustituyendo los datos del problema, tenemos:

B 100
R=[N—1]360=[—1J360=0.4=40%

B, n (9 )00

Podemos obtener la misma respuesta aplicando la férmula que convierte la tasa de descuento en
la de rendimiento:

R 0.36
R= 2 = =0.4 = 40%

1-R,|-2-| 1-0.361%0
360 360

Respuesta: El banco aplica una tasa de descuento de 36% y obtiene una tasa de rendimiento de
40%.
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El siguiente problema consiste en calcular el plazo con base en el valor presente, el valor
futuro y la tasa de interés.

EJEMPLO | 2

Un pagaré con el valor nominal de $100 tiene el precio de $85.71. La tasa de interés aplicable a este
tipo de documentos es de 30%. ¢ Cual es el plazo del pagaré en dias?

B,=8571, B,=100, R=230%

Solucién: Despejamos n la ecuacion By, = B, (1 + nR) y sustituimos los datos del problema:

N1 100
B P
n= OT = % = 0.5558 afios = 200 dias

Respuesta: El plazo del pagaré es de 200 dias.

A veces se compra un documento a plazo a una tasa de interés y se vende antes del venci-
miento, cuando las tasas de interés del mercado son diferentes. En este caso, el rendimiento
que se obtiene en el periodo de tenencia del documento puede ser mayor o menor que la tasa
de interés nominal.

EJEMPLO | 3

Un certificado de depdsito a 270 dias con el valor inicial de $100 produce una tasa de interés sim-
ple de 32% anual. Después de 90 dias se vende el documento, cuando la tasa de interés para este
tipo de documentos ha bajado a 27%.

a) ¢A qué precio puede venderse el certificado de depodsito después de 90 dias?
b) ¢Qué rendimiento (anual) obtuvo el duefio del certificado durante los 90 dias de su tenencia?
B, = 100, R = 32%, n = 270 dias = 270/360 = 0.75 afios

Solucién: Primero calculamos el valor futuro del certificado de depdsito, después de 270 dias,
sustituyendo los datos del problema en la ecuacion By = B, (1 + nR):

By = 100[1 + 0.75(0.32)] = 124
Para contestar al punto a) dibujamos una linea de tiempo:

B, = 124

| |
ol 90 180" 270!

= 180 =
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Después de 90 dias el certificado de depodsito se convierte en un nuevo instrumento, con el valor
futuro de $124 en 180 dias y la tasa de interés de 27%. Calculamos su precio sustituyendo los
datos del problema en la ecuacion del valor presente:

VF 124

vP = =
1+tR 1+0.5(0.27)

=109.25

b) El duefio del certificado lo compré a $100 y lo vendiod, 90 dias después, a $109.25, logrando una
ganancia de $9.25. Esto se traduce en rendimiento de 9.25% en 90 dias, o sea 37% en escala
anual. Su ganancia durante la tenencia del instrumento resulté mas alta que la tasa de interés
pactada originalmente. Esto se debe a que en el momento de venta del certificado las tasas de
interés del mercado eran mas bajas que en el momento de su compra.

De manera mas formal, podemos calcular el rendimiento del periodo de tenencia (anualizado)
como:

Sy =12h x@ _ 109.25 —100
B 90 100

R= X4 =0.37 =37%

0

Respuesta:
a) Después de 90 dias el certificado puede venderse a $109.25.

b) Durante los 90 dias de tenencia del certificado su duefio realizé un rendimiento anualizado de 37%.

EJEMPLO | 4

El sefior Pérez acepta un pagaré de $25000 a 200 dias. La tasa de descuento para este tipo de
documentos es de 36%. Después de 100 dias esta obligado a vender el pagaré a un banco que
aplica una tasa de descuento de 44%.

a) ¢Qué precio puede pagar el sefior Pérez por el pagaré?
b) ¢Qué rendimiento obtendria si mantuviera el pagaré los 200 dias?
c) ¢Qué cantidad obtendra por su pagaré después de 100 dias?
d) ¢Qué rendimiento (anual) habra logrado durante los 100 dias?
B, = 25000, R, =36%, n = 200 dias

Solucién:

a) El valor presente del pagaré a 200 dias es:

B, =B, —B, xR, |- |= 25000 - 25000 x 0.36| 222 | = 20000
360 360

b) Aplicando la férmula de equivalencia entre la tasa de rendimiento y la de descuento bancario,
tenemos:

0.36

1-R [-2 ] 1-036[22
360 360

=0.45 = 45%
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c) Después de 100 dias el pagaré original se convierte en otro pagaré, con el mismo valor nominal,
pero con el plazo de 100 dias y la tasa de descuento de 44%. Su valor presente es:

B, =B, —By XBy| - |=25000 - 25000 x 0.44| 120 | _ 51 944.44
360 360

d) Durante los 100 dias de la tenencia del pagaré, el sefior Pérez obtuvo una ganancia de capital de
$1 944.44, esto es 9.72% de la cantidad inicial. Su rendimiento anualizado es de 35%.

R= [21 944.44 _ 1] Sil 0.35 = 35%
20000 100
Respuesta:
a) El sefior Pérez puede pagar $20000 por el pagaré.
b) Si mantuviera el pagaré hasta el vencimiento, obtendria un rendimiento anualizado de 40%.
c) Después de 100 dias puede vender el pagaré por $21944.44.
d) Su rendimiento del periodo de tenencia es de 35%, menos que el rendimiento al vencimiento.

EJERCICIO DE COMPROBACION

Un pagaré por $70000 a 120 dias produce una tasa de interés simple de 27%. Después de 50 dias
el documento es descontado en un banco con la tasa de descuento de 30%. Calcule: a) el valor del
pagaré al vencimiento, b) el precio descontado del bono después de 50 dias, c) el rendimiento que
obtuvo el tenedor del bono durante los 50 dias de su tenencia.

Respuestas: a) $76300, b) $71849.17, ¢) 19.02%

FORMULAS DEL CAPITULO

Valor futuro con el interés simple Valor presente con el interés simple

Pt =P, (1 + (R) p—_ D
® 1+¢R
Tasa de rendimiento Tasas de descuento
R= RD RD = 7R
R ™ 1+R|-™
PR (360) (360)
Descuento racional Descuento bancario
B.R[-— B.R. [
0 (360) N D[%O)
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Términos clave

Convencién del fin de periodo Rendimiento al vencimiento
Descuento bancario Rendimiento del periodo de tenencia
Diagrama de tiempo y valor Tiempo convencional (comercial)
Ganancia de capital Tasa de descuento

Interés Tiempo exacto

Interés simple Valor futuro (valor terminal)
Principal Valor presente (valor inicial)

PREGUNTAS Y PROBLEMAS

1.
2.

Lo
11.
12.
13.
14.

15.

16.

(Cémo se calcula el interés con el método del interés simple?

El diagrama de flujo del problema 1 representa el punto de vista del deudor. Dibuje el mismo diagrama
desde el punto de vista del acreedor.

Interprete la expresién: Py, — Py = P, (tR) como el interés ganado en el periodo N, donde tR es la tasa de
interés aplicable a todo el periodo N.

Calcule el interés simple sobre $1 500 al 20% ganado durante 150 dfas.
;Cuil es el interés simple sobre $800 al 25% en el periodo de 9 meses?

El saldo de débito en una tarjeta de crédito que se debe pagar hoy es de $15000. El banco cobra la tasa
mensual de 4.5%, interés simple. ;Qué cantidad se tendrd que pagar por concepto de intereses si no se
puede liquidar la deuda en 5 meses?

;Cudl es el interés que generan $25000 durante 110 dfas, si la tasa de interés es de 48% anual, calculada
como interés simple?

Se contrata una deuda de $1 000 al 30%. ;Cudnto se tendra que devolver después de 3 meses?
;Cuil es el valor futuro de una deuda de $900 al 30% después de 10 meses?

Se firma un pagaré por $3 000, pagadero en 7 meses. ;Cudl es el valor presente de este pagaré si el acreedor
cobra una tasa de 35%, calculada con interés simple?

;Cuil es el valor presente de un pagaré de $2 500 a 11 meses al 27.27% de interés simple?

Un deudor que recibe $1 200 hoy tendra que devolver $1 500 en 9 meses. ;Qué tasa de interés simple estd
implicita en este contrato?

El valor presente de un pagaré de $23000 a 90 dfas es $21 000. ;Qué tasa de interés simple paga el emisor
del pagaré?

El valor presente de un pagaré de $1400 al 32% de interés simple es $1 000. ;Cuél es el plazo del pagaré en
dfas?

;Qué plazo debe de tener un pagaré de $200 si su valor presente es $160 y la tasa de interés (simple) apli-
cada a ese tipo de contratos es de 25%?

Un pagaré de $120000, pagadero en 150 dfas, se descuenta con una tasa de descuento de 35% anual. Des-
pués de 50 dias el pagaré se vende, pero el nuevo comprador lo descuenta con la tasa de 40%.

a) {Cudl es el valor presente del pagaré?
b) ;A cudnto se vendera después de 50 dias?

c) ;Qué rendimiento anualizado logré el comprador original durante los 50 dfas de tenencia?



17.
18.
19.

20.

21.
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;Por qué la tasa de descuento bancario siempre es mas baja que la tasa de interés (de rendimiento)?
Explique por qué el descuento para el emisor es lo mismo que la ganancia de capital para el inversionista.

Un certificado de depésito de $100000 (valor inicial) a 90 dfas produce una tasa de interés simple de 24%
anual. Supongamos que el certificado es negociable y se vende después de 45 dias, cuando la tasa de interés
para este tipo de documento es de 20%.

a) ;Cual es el valor futuro del certificado?

b) ;Cual es su valor de venta (presente) después de 45 dfas?

c) ;Qué rendimiento anualizado logré el comprador original del certificado de depésito durante los 45 dfas
de tenencia?

Explique por qué el duefio de un instrumento financiero con una tasa de rendimiento dada gana si durante

el periodo de tenencia del instrumento las tasas de interés del mercado bajan.

Explique por qué el emisor de un instrumento financiero pierde si durante la vida del instrumento las tasas

de interés bajan.






CAPITULO 4

Interés
compuesto

Objetivos del aprendizaje
Después de estudiar este capitulo, el alumno serd capaz de:

®  Comprender la mecénica y el significado econémico de capitalizacién de intereses.
* Distinguir entre la capitalizacién de intereses y la usura.

e Derivar la férmula del valor futuro con el interés compuesto.

® Entender el poder del crecimiento exponencial.

e Comprender la diferencia entre el interés simple y el interés compuesto.

e Calcular el valor futuro con diferentes periodos de capitalizacién.

e Utilizar el médulo VDT de una calculadora financiera.

e Calcular el valor futuro cuando el plazo es una fraccién.

e Entender los conceptos tasa efectiva y tasas equivalentes.

e Caleular la tasa efectiva tanto con la férmula como en la calculadora financiera.

e Calcular las tasas equivalentes para tasas nominales con diferentes periodos de
capitalizacién.

e Caleular el plazo y la tasa de interés necesarios para la multiplicacion del principal.
e Calcular la tasa de crecimiento promedio dados los puntos finales.

e Anualizar la inflacién quincenal y mensual.

e Calcular el rendimiento real de un instrumento financiero.

e Aplicar la férmula del crecimiento continuo.
p

61
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INTERES COMPUESTO

CONCEPTOS BASICOS

En el interés compuesto, los intereses que se van generando se suman al capital en periodos
establecidos y se consideran, junto con el capital original, como base para calcular los intere-
ses del periodo siguiente. Los intereses se capitalizan. El cdlculo de “intereses sobre intereses”
es una caracteristica fundamental del interés compuesto que no tiene nada que ver con la
usura.!

En el interés compuesto el capital no es constante, sino que aumenta al final de cada
periodo por la adicién de los intereses ganados.

El periodo para el cual se calculan los intereses se llama periodo de capitalizacion. Los pe-
riodos de capitalizacién tipicos son anual, semestral, trimestral, mensual y diario. Al nimero
de veces que el interés se capitaliza durante un afio se le denomina frecuencia de conversion (o
el nimero de capitalizaciones al afio).

La tasa de interés se expresa en forma anual, indicando el ndmero de capitalizaciones;
por ejemplo, 12% anual capitalizable mensualmente, lo que equivale a 1% mensual. La tasa de
interés por periodo es la tasa anual dividida entre la frecuencia de conversién:

Tasa de interés anual

Tasa de interés por periodo = ‘ .
Frecuencia de conversién

La tasa mensual, por ejemplo, es la tasa anual dividida entre 12:

Ranual

mensual — 12

R

Para analizar el interés compuesto utilizaremos los mismos simbolos que para el interés sim-
ple:

P capital inicial, valor del principal en el momento 0; VP (valor presente) o VA (valor
actual) son simbolos alternativos

0

n  tiempo o plazo. Alternativamente, t

P, monto (capital mas intereses) en el momento t. Alternativamente, Py o VF (valor
futuro)
R tasa de interés nominal

Como siempre, el interés ganado en el periodo es la diferencia entre el valor al final del perio-
do y su valor al principio del periodo. El interés ganado en el periodo de ta t + 1 es:

-P (P

Interés = Pt+1 ;

_ Po)

!'La usura es un cobro de intereses inmoderadamente elevados, en comparacién con los del mercado, aprovechando
que el prestatario no tiene acceso a otras fuentes de crédito.



Cuando hay un
solo periodo, el
interés simple
y el compuesto
producen los
mismos
resultados.
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La tasa de interés es el interés (ganancia de capital) dividido entre el valor inicial:

o Inteiés _ P, P Ezz a-—ay]

PO Px PO

El interés también puede expresarse como el valor inicial multiplicado por la tasa de interés
del periodo:

Interés = P, X R

Con el método del interés compuesto, si el interés ganado en un periodo no se retira, el interés
se suma al capital y forma parte de la base para calcular el interés del periodo siguiente. Asi, el
interés compuesto es diferente para cada uno de los periodos consecutivos:

El valor después de un periodo es: P, = Py + P,R = P, (1 + R).

El interés ganado en el primer periodo es PR, igual que con el interés simple.

El valor después de dos periodos es:

P, =P + PR =P (1+R)= P, (1+R)(1+R) =P, (1+R)’
[ —

P,

El interés ganado en el segundo periodo es P|R, mientras que con el interés simple el interés
serfa igual a Py R.

PR=P,(1+R)R>P,R
PR —P,R=DP,R + P,R* — P ;R = P,R?

El producto P R?, la diferencia entre PRy P,R, se debe a la capitalizacion de intereses con el
método de interés compuesto.
El valor después de tres periodos es:

PZ
Py=P,+P,R= Py(1+R) (1+R) (1+R) =P, (1+R)’

N —

P,

El interés ganado en el tercer periodo es: P,R = P, (1 + R)!R

Al observar las férmulas para P, P, y P; vemos que el valor después de cada periodo es igual
al valor inicial multiplicado por el factor (1 + R) elevado a la potencia igual al nimero del
periodo. Generalizando esta observacién, obtenemos la férmula para cualquier periodo t:

P, =P, (1+R)
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Figura 4.1
Py=1,R=35%,t=10.la

grdfica de una funcién expo-
nencial discreta se parece a

15

una escalera, en la que cada
escalén es mds alto que el
anterior. Para fines de com-
paracién presentamos abajo
la gréfica de una funcién

que crece segun el inferés
simple (escalera de escalones
iguales). Durante los primeros
periodos las dos funciones son
casi indistinguibles. Después,

10T

1.35¢
(1+035-1)

la diferencia se vuelve cada 0 |

vez mds pronunciada. 0 2 4 6 8 10

The greatest shor-
tcoming of the
human race is

its inability to
understand the
exponential rela-
tion. [El mayor
defecto de la es-
pecie humana es
su incapacidad
para comprender
la relacion expo-
nencial]

Albert A. Bartlett,
profesor de Fisica,
Universidad de
Colorado

periodos

Esta ecuacién es la ecuacion fundamental del interés compuesto y supone la reinversién de los
intereses ganados a la tasa constante, R. Desde el punto de vista matemitico, la ecuacién del
interés compuesto representa el crecimiento exponencial discreto, donde R es la tasa de creci-
miento. La expresién (1 + R)Y, llamada a veces factor del interés compuesto, es el valor de $1
que crece a un ritmo de R% durante t periodos. El crecimiento ocurre porque los fondos se
invierten en proyectos que aumentan la produccién y la riqueza. El crecimiento es una de las
principales fuentes del valor.

La grafica del crecimiento exponencial discreto es una escalera cuyos escalones son cada
vez mas altos. La convencién del fin del periodo se refleja en el hecho de que durante cada pe-
riodo el valor de la variable dependiente se mantiene constante y aumenta sélo al final del
periodo.

En periodos prolongados, el crecimiento exponencial es muy fuerte. Uno de los objetivos
de este libro es sensibilizar al lector respecto a este poder. En el recuadro siguiente se reprodu-
cen tres casos cuyo estudio induce a respetar el crecimiento exponencial.

Reflexion sobre matemdticas financieras
Poder del interés compuesto

(1) En 1624 un jefe indio vendid la isla de Manhattan, en Nueva York, por 24 délares. Dicha can-
tidad parece hoy ridiculamente baja. Sin embargo, si el jefe indio hubiera depositado esta cantidad
en una cuenta que rindiese 6% anual, hoy tendrfa la increfble suma de $105 134 millones, cantidad
suficiente para recomprar una buena parte de Nueva York.

Célculo: 2005 — 1624 = 381 afios, 24(1.06)%%! = 105 134658313

(2) Una hoja de papel tiene un grosor de 0.01 cm. Cada vez que se dobla, su grosor se duplica. ;Cual
serd el grosor de la hoja después de 50 dobleces?
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Respuesta: 0.01 X 2°° = 112589 990.68 kilémetros.
(cada kilémetro tiene 100000 centimetros)

(3) La superficie cubierta por nentfar (una planta acudtica) en un lago se duplica cada dia. Sabe-
mos que en 30 dfas el nentfar cubrira todo el lago.

Pregunta: ;En qué dia estara cubierta por el nendfar el 50% de la superficie del lago?
Respuesta: En el dia 29.

Cuando los administradores del lago se den cuenta del peligro, tendrdn sélo un dfa para salvar el
lago.

Reto: ;Qué porcentaje estard cubierto en los dfas 20 y 257

Respuesta: 0.1% y 3.13% de la superficie, respectivamente.

Interés simple Interés compuesto
— _ t
P =Pyl + R) P =P, (1+R)
Interés = P — P, = P(iR) Interés = P, — Py = Po[ (1 + R~ 1]
El interés se calcula para todo el periodo con El interés se capitaliza. La base sobre la que se
base en el valor inicial. calcula el interés aumenta cada periodo.

EJEMPLO 1

Se depositan $1000 a una tasa de interés de 12% anual, capitalizada anualmente, a 3 afos. ¢Cual
sera el valor del depdsito después de 3 afios?

P,=1000, R=012, t=3
Aplicando la formula para el valor futuro de un deposito, tenemos:
B =7 [ R)3= 1000(1.12)% = 1404.93
Respuesta: En 3 afios, $1000 se convierten en $1404.93

FRECUENCIA DE CONVERSION

Cuando el niimero de capitalizaciones en un afio (la frecuencia de conversién) es mayor que 1,
la ecuacién del interés compuesto tiene que ser modificada. La tasa de interés anual hay que
dividirla entre la frecuencia de conversién y el plazo hay que multiplicarlo por la frecuencia
de conversion.
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R tasa anual, plazo t afios

R/2 tasa semestral, plazo 2t semestres

R/12  tasa mensual, plazo 12t meses

R/m  tasa capitalizable m veces al afio, plazo mt  periodos de 360/m dfas

m
Con la capitalizacién m veces al afio, la expresién (1 + R) se convierte en [1 + —)

m
L R\" .
La expresién y[1 + — | — 1 se llama tasa anual efectiva.
m
Si R =0.36 y m = 12, entonces la tasa mensual es B = % = 0.03.
m

Con la capitalizacién mensual, el valor de $1 después de un afio sera:

1.03 X 1.03 X--- X 1.03 = 1.03'2 = 1.4258 2

12 veces

La férmula general para el valor futuro con la tasa de interés anual R capitalizable m veces al
ano es:

t

m mt
a=m&+5) =m@+5)
m m

EJEMPLO 1

Con los datos del ejemplo 1 de la seccion “Conceptos basicos”, calcule el valor del deposito des-
pués de 3 afos, si la tasa de interés de 36% es capitalizada a) trimestralmente, b) mensualmente,
c) diariamente. P, = 1000, R = 0.36,t = 3

aym=4 Capitalizacién trimestral

R\™ 036 |
P, =P0 [1+] = 1000[1+'J = 2812.66
m 4

? Anticipdndonos un poco, podemos afirmar que si la tasa nominal de 36% anual se capitaliza mensualmente, la tasa
efectiva serd de 42.58%.
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b) m=12 Capitalizacién mensual
R mt 0.36 12x3
B =p|1+= =1000(1+ —— = 2898.28
m 12

c) m = 360 Capitalizacion diaria

mt 360%3
Pt:PO1+B — 10001+ 236 = 2943.09
m 360

Los resultados de este ejemplo indican claramente que, dada la tasa nominal, el capital crece
mas rdpido mientras mayor sea la frecuencia de conversién. La mayor ganancia (297.21) se
obtiene pasando de la capitalizacién anual a la trimestral. La transicién de la capitalizacién
trimestral a la diaria proporciona una ganancia adicional de sélo 44.81.

INTRODUCCION A LA CALCULADORA FINANCIERA

En matemiticas financieras, el resultado puede obtenerse utilizando las tablas de interés com-
puesto, una calculadora cientffica o una calculadora financiera. El autor recomienda el uso de la
calculadora financiera, pues ahorra mucho trabajo y reduce el nimero de errores. De ahora en
adelante introduciremos algunas indicaciones para utilizar la calculadora financiera Hewlett-
Packard 17B II. El uso de la calculadora HP 19 Business Consultant es muy semejante.

Al encender la calculadora, en la parte inferior de la pantalla aparece el mend principal.
Si muestra otro mend, podemos regresar al mend principal pulsando la tecla [MAIN|. Esta
tecla es la segunda funcién de la tecla| EXIT | Para activarla se requiere pulsar primero la tecla
de cambio (la tecla dorada) y de inmediato la tecla |[EXIT|.

El mend principal tiene los siguientes submends:

FIN COM SUMA CALE RESOL

FIN Finanzas

COM Comercial

SUMA Funciones estadisticas

CALE Funciones de calendario

RESOL  Mddulo para introducir férmulas propias

Para entrar en algin ment es necesario apretar la tecla || que est4 directamente por debajo
de la leyenda del mend (o la etiqueta del mend).

FIN

VDT CNVI ECA]J BONO DEPRC
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Aquf utilizaremos casi exclusivamente el subment FIN. Para entrar en el ment FIN pulsamos
la tecla del mend que estd directamente debajo de la etiqueta FIN. El mend FIN contiene los
siguientes médulos:

VDT Valor del dinero en el tiempo
CNVI Conversién de las tasas de interés
FCA] Flujos de caja

BONO  Valor y rendimiento de los bonos
DEPRC  Cilculo de depreciacién

El médulo que utilizaremos con mayor frecuencia es VDT. Al pulsar la tecla de este menu
aparecen los siguientes registros:

[
| N | %IA | VA | PAGO | VE ||OTRO|

N Nimero de periodos

%IA Tasa de interés (nominal) anual

VA Valor presente o valor actual

PAGO Pago (o retiro) periédico

VF Valor futuro

OTRO Submenti para fijar el ndmero de capitalizaciones en el afio y calcular la amor-
tizacion

Usualmente los registros contienen los valores de calculos anteriores. Para poner ceros en
todos los registros es necesario pulsar la tecla CLEAR DATA (tecla dorada e INPUT). Esta
observacién es muy importante, porque muchos errores son consecuencia de que los registros
de memoria contienen datos extrafios al problema.

Si al pulsar la tecla VDT en la pantalla aparece 12 NO.P ANO MODO FINAL, esto es
el modo default y significa que el interés se capitaliza 12 veces al afio y los pagos periédicos
se efectiian al final de cada periodo. Si las especificaciones de nuestro problema son diferen-
tes, necesitamos pulsar la tecla OTRO vy ajustar tanto el nimero de capitalizaciones como el
modo.

En el ejemplo 1, la capitalizacién es anual y el modo es final. Para resolver este problema
con la calculadora HP 17B se siguen estos pasos:

1. En el mend principal pulsamos la tecla FIN y a continuacién VDT. Si la pantalla dice
12 NO.P ANO MODO FINAL, pulsamos la tecla OTRO, introducimos el nimero 1y
pulsamos la tecla del ment P.AN. Para regresar al médulo VDT pulsamos la tecla EXIT.

2. Pulsamos la tecla CLEAR DATA (tecla dorada e INPUT) para poner en ceros todos los

registros y evitar la “contaminacién” de la solucién con datos de los problemas anteriores.



De los tres
registros: VA,
PAGO, VF, por lo
menos uno debe
tener un signo
negativo.
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3. Introducimos con el teclado el nimero 3 y pulsamos la tecla N, para instruir a la calcula-
dora de que el niimero de periodos es 3. La pantalla dice N = 3. Acontinuacién, introdu-
cimos el ndmero 36 y pulsamos la tecla %IA. Finalmente, introducimos el niimero 1000
y pulsamos la tecla del ment V.A. La calculadora ya tiene todos los datos necesarios.

4. Para obtener la respuesta pulsamos la tecla V.E y obtenemos: V.E = —2515.45.

El signo negativo de la respuesta se debe a que la calculadora supone que si el flujo de entra-
da (1000) es positivo, el flujo de salida tiene que ser negativo. En el ejemplo 1 el caso es el
contrario. Primero depositamos $1 000 (flujo de salida) y después de los 3 afios los podemos
retirar (flujo de entrada). Para lograr los signos correctos, al depésito inicial le damos el signo
negativo. Para esto, introducimos 1000 en la pantalla, pulsamos la tecla de cambio de signo
+/— y pulsamos la tecla V.A. Ahora, al pulsar la tecla V.E, obtenemos el resultado correcto:
2515.45. El ejemplo 1 podemos visualizarlo en el siguiente diagrama de flujo:

VF = 1251545
0 1 2 3
| | |
l | | 1
1000

Si el depésito inicial de $1000 fue una salida de efectivo (el signo —), el valor futuro de
$2515.45 es una entrada de efectivo y debe tener el signo (+).

Del ejemplo 2 resolveremos con la calculadora sélo el punto (c). Aqui, la capitalizacién
es diaria y el modo sigue siendo final. Pulsamos la tecla OTRO, introducimos en la pantalla el
nimero 360, pulsamos la tecla PAN y pulsamos la tecla EXIT para regresar al médulo VDT.
Si conservamos los datos del ejemplo anterior, lo tinico que tenemos que cambiar es el niimero
de periodos, que es de 1 080 dfas. Podemos introducir este nimero directamente en la pantalla
y pulsar la tecla N. Un procedimiento alternativo (recomendado) es introducir el ndmero 3
(afios) y antes de pulsar la tecla N pulsar la tecla dorada de cambio.’ La calculadora calcula el
ntmero de difas y en la pantalla aparece N = 1 080. Ahora ya podemos pulsar la tecla V.E. y
obtenemos la respuesta correcta: 2943.09.

El lector debe usar la calculadora para calcular también los puntos (a) y (b).

Interés compuesto con plazo fraccionario

La ventaja de la calculadora electrénica sobre las tablas de interés compuesto se aprecia mas
cuando el periodo no es un nimero entero. En este caso utilizamos la misma férmula con un
plazo que es una fraccién decimal.

3 La tecla dorada de cambio la vamos a representar con el simbolo [3].



70 CAPITULO 4  INTERES COMPUESTO

EJEMPLO 1

Contratamos un préstamo por $5000, a 2 afios, con la tasa anual de 15%, compuesta semes-
tralmente, pero decidimos cancelar el préstamo anticipadamente a los 15 meses. ;Cual es la
cantidad que debemos liquidar?

P, =5000, R=0.5, t=2afos = 4 semestres
Solucién: El plazo original es de 4 semestres y la tasa de interés semestral es 7.5%.
Con una liquidacion anticipada, el plazo es 15 meses o 15/6 = 2.5 semestres.
VF,s = 5 000(1.075)*® = 5990.89

Respuesta: Después de 15 meses debemos devolver $5990.89.

Secuencia de pasos en la calculadora:*

Teclas Pantalla Descripciéon
OTRO 2 PAN, EXIT 2 NO.P ANO MODO FINAL | Capitalizacién semestral
CLEAR DATA 2 NO.P ANO MODO FINAL | Borramos los registros
1.25 [O]N N=25 Introducimos el periodo
15 %IA %IA =15.00 La tasa de interés
5000 V.A. V.A. = 5000.00 El monto del préstamo
V.E V.E = -5990.89 La respuesta

La longitud del periodo en afios es 1.25. Se obtiene dividiendo 15 entre 12.

A diferencia del interés simple, en el interés compuesto no es lo mismo ajustar el plazo al
periodo de interés que ajustar el periodo de interés a las unidades en las que se mide el tiempo.
Si hiciéramos lo dltimo, tendriamos:

15 15
5000(1 + %J —6024.15 % 5990.89 =5ooo(1 + %] 6

TASA NOMINAL, TASA EFECTIVA'Y TASAS EQUIVALENTES

La tasa nominal de interés’ (Rn), también conocida como la tasa contractual o la tasa estipula-

da, es la tasa anual pactada que rige durante la vida del contrato. El interés efectivo depende

no sélo de la tasa nominal, sino también del niimero de capitalizaciones (composiciones) en
< 6

el afio.

*#Se supone que ya estamos en el médulo VDT.

> La tasa nominal aparece en dos contextos diferentes, lo que puede provocar cierta confusién. En el primer contexto
contrastamos la tasa nominal (la tasa en pesos corrientes) con la tasa real (en términos de poder adquisitivo cons-
tante). Ahora contrastamos la tasa nominal con la tasa efectiva que, ademds de la tasa nominal, toma en cuenta el
nimero de capitalizaciones en el afio.

El interés depende también de la base que se toma para calcular el interés.
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La tasa efectiva de interés (Re) es la tasa con la que el principal crece efectivamente duran-
te un afio. Es una funcién de la tasa nominal y de la frecuencia de capitalizacién, m.

Re=[1+&] -1
m

donde Rn es la tasa nominal

Re es la tasa efectiva

m  es la frecuencia de capitalizacién

Sustituyendo m = 1 en la férmula, tenemos:

m 1
Re= (l+&) -1 =(l+&]—l=Rn
m 1

m=1

EJEMPLO 1

¢Cual es la tasa de interés efectiva si la tasa nominal de 48% se compone mensualmente?

Rn =0.48, m=12

m 12
Re=[1+ 1| —1=[1+2%8 | _1_0601=60.1%
m 12

Respuesta: Cuando la tasa nominal de 48% se compone mensualmente, la tasa efectiva es de
60.1%.

Para resolver este problema con la calculadora financiera HP 17 BII, utilizamos el submeni
CNVI (conversion de las tasas de interés) del ment FIN. La estructura de este submendt viene
representada en el siguiente esquema:

CNVI

PER CONT

%NOM 9%EFE P %NOM 9%EFE
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Primero pulsamos la tecla del mend CNVI y a continuacién la tecla PER (pericdica).”
La pantalla dice CAPITZ.P/VECES AL ANO. Por debajo se ve el siguiente mend, en el cual
introducimos los datos del problema:

%NOM %EFE P
48 ! 12

Introducimos en la pantalla el ndmero 48 y pulsamos la tecla %NOM. Esto introduce la
tasa de interés de 48% en el registro de la tasa nominal. De manera semejante introducimos 12
en el registro P (ndmero de capitalizaciones al afio). Ahora, al pulsar la tecla del mend %EFE,
obtenemos la respuesta correcta: 60.10%.

EJEMPLO | 2

¢Cual es la tasa efectiva si el rendimiento nominal de los Cetes a 28 dias es de 21.5%7?

Rn = 21.5%, m = 360/28 = 12.8571
360
T
Rn " 0.215
Re = |1+ — =1=[1+— — 1= 0.23766
m

%)

Respuesta: El rendimiento efectivo de los Cetes a 28 dias es de 23.77%.

EJEMPLO | 3

¢Cual es la tasa nominal compuesta trimestralmente que produce un rendimiento efectivo anual
de 20%?

Solucidén: Aqui tenemos que despejar Rn de la siguiente ecuacion:
= 4
(uT”J =1+02=12

Rn = (1.274 — 1) 4 = 0.1865 = 18.65%

Respuesta: Sila tasa nominal de 18.65% es compuesta trimestralmente, producira un rendimien-
to anual de 20%.

" El submentd CONT (continua) lo explicaremos més adelante.
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Reflexion sobre matemadticas financieras
Paradoja

iLa tasa efectiva puede ser menor que la tasa nominal! Esto sucede cuando el interés se calcula una
vez al afio y el periodo es mds corto que un afio.

Supongamos que R = 20% anual y el periodo es t = 3 meses = 0.25 afios. En escala de 3 meses, la
tasa nominal es de 20(0.25) = 5%. En cambio la tasa efectiva es 1.2°% — 1 = 4.66%.

Para resolver el ejemplo 3 en la calculadora financiera, entramos en el mend CNVI y segui-
mos esta secuencia de pasos:

Teclas Pantalla Descripcion

PER CAPITZ.P/VECES AL ANO | Capitalizacién periédica

20 %EFE %EFE = 20.00 Introducimos la tasa nominal
4P P=4 Niimero de capitalizaciones
%NOM %NOM = 18.65 La respuesta

Dos tasas de interés nominales con diferentes periodos de capitalizacién, que en un afio pro-
ducen el mismo rendimiento, se llaman tasas equivalentes.

En el ejemplo 1, la tasa nominal de 48% compuesta mensualmente es equivalente a la tasa
nominal de 60% compuesta anualmente.

Si la tasa nominal 1, Rnl, con la frecuencia de composicién a, produce la misma tasa
efectiva que la tasa nominal 2, Rn2, con la frecuencia de composicién b, las dos tasas son
equivalentes.

Rnll = Re & Rn2 _,

De manera formal:

a b
Si [l + @) = (1 + %) , entonces Rnl es equivalente a Rn2.

a

EJEMPLO | 4

¢Cual es la tasa nominal compuesta trimestralmente equivalente a una tasa nominal de 25% com-
puesta diariamente?

Solucién: Las dos tasas nominales resultan en la misma tasa efectiva. Para resolver este proble-
ma tenemos que contestar las siguientes preguntas:
1. ¢Cual es la tasa efectiva si la tasa nominal de 25% se compone diariamente?

2. ¢Cual es la tasa nominal que produce dicha tasa efectiva si la composicion es trimestral?
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El lado izquierdo de la ecuacion que sigue contesta la pregunta 1y el lado derecho la pregunta 2:

p 360 o 4
B 025 =11+ —
360 4
Resolviendo esta ecuacion respecto a Rn obtenemos la solucién: Rn = 25.79%

Rn =25%

= Re =28.39% & Rn=25.79%

m=360

m=

El médulo CNvI se presta muy bien para resolver este tipo de problemas. La siguiente tabla pre-
senta los pasos necesarios para llegar a la solucién:

Teclas Pantalla Descripcion

FIN, CNVI, PER CAPITZ.P/VECES AL ANO Capitalizacion periédica

25 %NOM %NOM = 25.00 Introducimos la tasa nominal
360 P P = 360.00 Capitalizacion diaria

%EFE. %EFE = 28.39 La tasa efectiva

4P P =4.00 Capitalizacion trimestral
%NOM %NOM = 25.79 La respuesta

Respuesta: La tasa nominal de 25.79% compuesta trimestralmente es equivalente a la tasa de
25% compuesta diariamente.

EJEMPLO | 5

¢Cudl es la tasa de rendimiento de los Cetes a 28 dias, equivalente al rendimiento nominal de
22.96% de los Cetes a 350 dias?

Solucién: Las dos tasas nominales resultan en la misma tasa efectiva. Para resolver este proble-
ma tenemos que contestar las siguientes preguntas.

1. ¢Cuédl es la tasa efectiva si la tasa nominal de 22.96% se compone cada 350 dias?

Introducimos 22.96 en %NOM, y 360/350 = 1.0286 en P. Al pulsar la tecla %EFE, obtenemos la
respuesta: 23.0284.

2. ¢Cual es la tasa nominal que produce dicha tasa efectiva si la composicién se efectiia cada 28
dias?

Introducimos 360/28 = 12.8571 en P. Al pulsar la tecla %NOM, obtenemos la respuesta: 20.8925.

Respuesta: El rendimiento de los Cetes a 28 dias, equivalente al rendimiento nominal de 22.96 %
de los Cetes a 350 dias, es de 20.89%.
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EJERCICIO DE COMPROBACION

¢ Cudl es la tasa de rendimiento de los Cetes a 350 dias, equivalente al rendimiento de 21.78% de
los Cetes a 91 dias?

Respuesta: 23.5449%.

El problema de la tasa efectiva (o equivalente) surge también si, por alguna razén, se selec-
ciona incorrectamente la base para calcular el interés. Esto sucede cuando se cobra el interés
en forma anticipada, o cuando el interés no se calcula sobre los saldos sino sobre el principal
original. Este tipo de procedimiento sirve para disfrazar el valor real de la tasa de interés.

EJEMPLO | 6

Un prestamista nos presta $1000 a un afo a 20%, pero quiere cobrar el interés por anticipado.
¢ Qué tasa de interés esta implicita en este contrato?

Solucion: El prestamista nos cobra $200 de intereses por anticipado, esto es, nos entrega tan
so6lo $800. Es necesario despejar R de la siguiente ecuacion:

800(1 + R) = 1 000
de donde: R =0.25=25%

200 representa el 25% de 800 (pero el 20% de 1000)

Respuesta: El prestamista nos cobra en realidad una tasa de 25% anual.

Observacion: El 20% que dice el prestamista que nos cobra no es la tasa de interés, sino la tasa
de descuento bancario, Rj,. La tasa de interés, R, es:

En vista de lo anterior, el descuento bancario se llama a veces interés por adelantado.

EJERCICIO DE COMPROBACION

¢ Cual es la tasa mensual al vencimiento equivalente a la tasa anticipada de 4%?

Respuesta: 4.1667%.
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EJEMPLO | 7

Un prestamista nos presta $1000 a un afo al 10%, pero exige la liquidacion de la deuda en dos
pagos iguales de $550. ;Qué tasa de interés esta implicita en este contrato?

Solucidén: Podemos visualizar la situacion en un diagrama de tiempo.

1000

1

]

550 550

O —p O

El diagrama presenta una anualidad, tema que trataremos mas adelante. Sin embargo, resolve-
remos este problema aqui, porque ilustra muy bien tanto el concepto del valor del dinero en el
tiempo como el de las tasas equivalentes. Para hacerlo, necesitamos despejar la tasa de interés
de la siguiente ecuacion:

550 o 550

Uk (1+R)2

1000=

La tasa de interés compatible con esta ecuacién es 6.5965% semestral, o sea, 13.19% anual.

Respuesta: En realidad, el prestamista nos cobra una tasa de 13.19% anual.

En el médulo VDT de la calculadora financiera introducimos los siguientes valores:

2 NO.P ANO, MODO FINAL

N %IA VA PAGO VF
2 ? 1 000 -550 0

Al pulsar Ia tecla %IA, obtenemos la respuesta: 13.19.

Aquf la tasa que realmente nos cobran es mayor que la tasa contractual, porque la verda-
dera base es menor de lo que sugiere el contrato. Nuestra tenencia de dinero durante el afio es
en promedio $725: $1000 en el primer semestre y tan sélo $450 en el segundo.

Si la tasa nominal de 13.19% se capitaliza dos veces al afio, la tasa efectiva es de 13.63%.
El 13.63% de $725 es $98.8, la cantidad cercana a $100 que nos cobra el prestamista.

Supongamos ahora que en el ejemplo 10 el prestamista nos pide liquidar tu deuda en 12
pagos iguales de 91.67, pagaderos al final de cada mes (1100/12).8 En este caso, la tasa nominal

8 Otro caso de anualidad.
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que realmente te cobra es de 17.97% vy la tasa efectiva es de 19.53%, casi el doble de lo que dice
que estd haciendo.
Para lograr este resultado en la calculadora introducimos los siguientes datos:

12 PAN, MODO FINAL, N = 12, VA = 1000, PAGO = —91.67

Al pulsar Ia tecla %IA, obtenemos la respuesta: 17.97.

MULTIPLICACION DEL CAPITAL

En algunas circunstancias interesa saber, dada la tasa de interés, en cuanto tiempo se multipli-
ca el capital o cudl es la tasa de interés que multiplica el capital en un periodo especifico.

EJEMPLO 1

¢A qué tasa nominal, compuesta mensualmente, un capital de $ 1000 crecera hasta $ 3000 en
2 ahos?

Solucidn: En este ejemplo, el capital se triplica. Para encontrar la tasa de interés tenemos que
despejarla de la siguiente ecuacion:
122
[mn] _3
12

Rn = (3"24 — 1) x 12 = 0.5621 = 56.21%

Respuesta: Para que el capital se triplique se requiere la tasa de 56.21%, compuesta mensual-
mente.

En la calculadora financiera introducimos los siguientes datos:

12 NO.P ANO, MODO FINAL, CLEAR DATA

N %IA VA PAGO VF
24 ? —-1000 0 3000

Al pulsar la tecla %IA, obtenemos la respuesta: 56.2073.

Reflexion sobre matemdticas financieras
Laregla de 72

Cuando no habfa calculadoras electrénicas de bolsillo, los cientificos desarrollaban reglas practicas
que permitfan una aproximacién de calculos complicados. Una de las mas conocidas era la regla de
72: si dividimos 72 entre la tasa de interés, obtendremos el nimero de afios que se requieren para
que una inversién se duplique.
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Crecimiento continuo:
In2 _ 0.6930 70

=2 3 Rt=h2 = t=—2=2"""~
R R R%

En el caso de crecimiento continuo, la regla debfa llamarse regla de 70.

Crecimiento discreto:

R-In2
(1+Rf =2 = th(1+R) =2 = ¢ = o2 In(1+ ) .12
1n(1+R) R R%
RenZ _072 = 22—
In(1+R)| . R%

Con un poco de experimentacién numérica llegamos a la siguiente conclusién:
Si R < 3% = Regla de 70

Si R = 5% = Regla de 71

Si R = 8% = Regla de 72

Para las tasas de interés altas, la regla de 72 no funciona.

EJEMPLO | 2

Si invierte 1000 en Udis a una tasa anual de 6%, ¢en cuantos afios tendra 2 000 Udis?

Solucién:
t=72/6 =12

Respuesta: El capital invertido al 6% anual se duplica en 12 afios.

Método exacto

La regla practica de 72 funciona bastante bien si las tasas de interés no son muy altas. Cuando
las tasas rebasan 15%, el error se vuelve cada vez mas grande. En estos casos es necesario hacer
un cdlculo exacto, aplicando la férmula siguiente:

(1+R)}=2

tlog(l + R) = log(2)
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L log(Z)
log (1 + R)

Cuando R = 6%, t = log 2/log(1.06) = 11.896. La aproximacién con la regla de 72 resulta
aceptable.
Cuando R = 36%, t = log 2/log(1.36) = 2.25. Con la regla de 72 obtendriamos 2 afios,

una aproximacion inexacta.

EJEMPLO | 3

Si el capital se duplica en 15 afos, ¢cual es la tasa de rendimiento?
Solucidn:
1) Método de 72

R =72/t,=72/15 = 4.8%

2) Método exacto: 1+RI=2
1+R=2"
1
R=2"'-1

R =2"1% — 1 =0.0473 = 4.73%

Respuesta: El capital se duplica en 15 afios, si la tasa de interés es de 4.73%.

En la calculadora financiera, introducimos los siguientes datos:

1 NO.P ANO, MODO FINAL, CLEAR DATA

N %IA VA PAGO VF
15 ? -1 0 2

Al pulsar la tecla %IA, obtenemos la respuesta: 4.7294.

METODO DE PUNTOS FINALES Y PROMEDIO GEOMETRICO

Cuando tenemos dos valores de la misma variable en dos momentos del tiempo, podemos
calcular la tasa de crecimiento de la variable como un promedio geométrico.
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EJEMPLO 1

Las ventas de IBM subieron de 50.7 mmd (miles de millones de délares) en 1985 a 65.3 mmd en
1992. ;Cual fue la tasa de crecimiento promedio de las ventas en estos 7 afios?

Solucién: Vgs = Vs (1 + RY
1 1
Vg, |7 7
R=|22| —1=|83|" 41_00368=368
Ves 50.7

Respuesta: Las ventas de IBM crecian a un ritmo promedio de 3.68% anual.’

Secuencia en la calculadora financiera:
1 PAN, MODO FINAL, N = 7, VA = —50.7, PAGO = 0, VF = 65.3

Al pulsar la tecla %IA, obtenemos la respuesta: 3.6814.

De una manera general, si X, es el valor de la variable en el punto final, X es el valor ini-
cial y t es el ndmero de periodos de crecimiento, la tasa de crecimiento exponencial (promedio
geométrico) g es igual a:

EJEMPLO | 2

La poblacion de México crecié de 35 millones en 1960 a 95 millones en 1997. ;Cual fue la tasa de
crecimiento promedio en estos 37 afios?

Solucién: Py, = P, (1 + R)*’

1

s 1
P 37 37
R=| 9 | 1= _1-0.0274 = 2.74%
o 35

Respuesta: Entre 1997 y 1960 la poblacién de México estaba creciendo a un ritmo anual prome-
dio de 2.74%.

Con esta tasa de crecimiento, la poblacién se duplica cada 25.6 ahos. Si se mantuviera este ritmo,
en 2028 la poblacion seria de 190 millones de personas.

? Esta tasa de crecimiento se calculé como el promedio geométrico. Si la calculdsemos como un promedio aritmético,

serfa: % %i —IJ =0.0411 = 4.11% - En la mayorfa de los casos el método del promedio aritmético exagera la tasa

de crecimiento.
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Otro uso de la férmula del valor futuro (el crecimiento discreto) es anualizacién de la
inflaciéon mensual.

EJEMPLO | 3

En el mes de junio el INPC (indice nacional de precios al consumidor) subié 3%. ¢Cual se-
ria la inflacion anual, si la inflacion que prevalecido en junio se mantuviera todo el afo?
i, = 3% es lainflacion mensual, i, es la inflacion anual.

Solucién: 140, =(1+i)?=(1.03) = 1.4258

Respuesta: La inflacién anual seria de 42.58%.

Para anualizar la inflacion mensual se usa el interés compuesto, porque en cada mes la inflacion
se aplica a los precios del mes inmediatamente anterior. Cada mes los precios se multiplican por
(1 + ). Si el nivel inicial de precios es de 100 y la inflacion mensual es de 3%, después de tres
meses el nivel de precios sera:

100(1.03)(1.03)(1.03) = 100(1.03)% = 109.27

Observacion: Ante el problema del ejercicio 3, la mayoria de las personas dirian que la inflacién
anual seria de 36% (12 X 3%), lo que constituye un error muy grave si la inflacion anual es de dos
o tres digitos.

EJEMPLO | 4

EI INPC crecié de 103.25 en diciembre de 1994 a 231.89 en diciembre de 1997.
a) Calcule la inflacion acumulada en el periodo 1994-1997 (3 afios).

b) ¢Cual fue la inflacién anual promedio en ese periodo?

Solucioén:
a) 10041007 = [Wpcﬂ 1JX 100 = (wq X100 = 124.59%
INPC 1 64 103.25
1
b) (1+4) = [fg;g:) = i, = {12;’;22]3 ~1[x 100 = 30.96%
Respuesta:

a) La inflacion acumulada durante los tres afios 1994-1997 fue de 124.59%. Esto significa que los
precios subieron en promedio 2.25 veces.

b) La inflaciéon anual promedio durante ese periodo fue de 30.96%.
Observacion: Seria un error muy grave calcular la inflacion anual como un promedio aritmético:

124.59/3 = 41.53%. El promedio aritmético sobreevalla la tasa de crecimiento cuando el creci-
miento es exponencial.
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Si en el ejemplo 4 quisiéramos calcular la tasa de inflacién mensual promedio durante los
tres afios, también la calcularfamos como el promedio geométrico:

L (231.89
" 103.25

1
)36 —1[x100 = 2.27%

EJEMPLO | 5

La inflacién acumulada en enero-abril es de 6.73%. ¢ Cual seria la inflacion anual si en lo que resta
del ano la inflacion mensual promedio fuera de 1.1%?

Solucién: 1 + i, = 1.0673 (1.011)% = 1.1649

Respuesta: La inflacién anual seria de 16.49%.

EJEMPLO | 6

Utilizando los datos del ejemplo 5, ¢cual debe ser la inflaciéon mensual promedia en lo que resta
del afo, para que se cumpla el objetivo del gobierno de una inflacién anual de 15%?

Solucién: Tenemos que despejar i, de la siguiente ecuacion:
115 =1.0673 (1 + im)8
1+, =1.0775%1% = 1.00937

Respuesta: La inflacién mensual promedio debe ser de 0.937%.

EJERCICIO DE COMPROBACION

La inflacion en enero de 1999 fue de 2.53%. ¢Cual debe ser la inflacion mensual promedio en los
restantes meses del afo, si ha de cumplirse la meta del Banco de México de la inflaciéon anual de
13%.

Respuesta: 0.8878%.

Cuando se estima el rendimiento real de un instrumento a plazo hay que comparar el rendi-
miento nominal de este instrumento con la inflacién esperada en el periodo de su vigencia.

EJEMPLO | 7

Un pagaré a 30 dias tiene una tasa de 48% anual. La inflacién esperada para el mes siguiente es
igual al 3.5%. ¢Cual es el rendimiento anual real del pagaré?

R = 48% anual 0 4% mensual, E()) = 3.5%, r=72
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Solucién: Utilizamos la férmula para la tasa de rendimiento real:

e R—i _0.04-0.035

= = 0.0048
1S 1+ 0.035

Para anualizar este rendimiento, tenemos dos opciones:

tasa anual nominal: 0.0048 X 12 = 0.058 = 5.8%

tasa anual efectiva: (1.0048)"> — 1 = 0.0595 = 5.95%

Respuesta: El rendimiento anualizado real (efectivo) del pagaré es de 5.95%.

Observacion: El proceso de anualizacion se basa en el supuesto de que tanto la inflacién mensual
como el rendimiento de pagarés a un mes se mantendran constantes durante los préximos 12
meses. Si este supuesto es valido, otra manera de resolver el ejemplo 11 es anualizar la tasa de la
inflacién (1.0035)'?, calcular la tasa de rendimiento anual efectiva (1.04)' y aplicar la relacién de
Fisher para obtener el rendimiento real anual (efectivo).

En la practica muchos inversionistas simplemente restarian de la tasa de rendimiento nominal
la tasa de la inflacién y multiplicarfan la diferencia por 12. El resultado es: (0.04 — 0.35)12 =
0.06 = 6%. El resultado no es muy diferente del que obtuvimos con un método exacto.

EJEMPLO | 8

Segun las estimaciones, la inflacion en 1997 sera de 17%. La inflacién mensual en mayo fue de
0.98%. En ese mismo mes un pagaré bancario a 30 dias ofrecia una tasa anual de 15%. ;Cual es
el rendimiento anual real del pagaré?

R = 15% anual 0 1.25% mensual, E(/) = 0.98%, r="7

Soluciodn: Utilizamos la férmula para la tasa de rendimiento real:

R—i _ 0.0125 —0.0098

= = = 0.0027
14 1+ 0.0098

tasa anual nominal: 0.0027 X 12 = 0.0321 = 3.21%

tasa anual efectiva: (1.0027)'? — 1 = 0.0326 = 3.26%

Respuesta: El rendimiento anualizado real (efectivo) del pagaré es de 3.26%.

Observacion: Muchas personas, al comparar el rendimiento nominal (15%) con la tasa de inflacién
esperada (17%), creen que el rendimiento es negativo en términos reales (—2%). Esto se debe a un
uso indebido de los promedios. La inflacién promedio en 1997 sera de 17%, pero este promedio
se debe a una alta inflacion en los primeros meses del afo y una baja inflacion después. Si ya
estamos en mayo, no nos interesa la inflacién pasada de enero a abril. Lo Gnico que nos interesa
es la inflacién en el periodo de tenencia del instrumento (el mes de mayo).
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Otro error consiste en comparar la tasa efectiva de la inflacién con la tasa nominal del pagaré.
Dado que se trata de un pagaré de 30 dias, el ndmero de capitalizaciones en el afio es 12. La
tasa efectiva del pagaré es de 16.08%.

El ejemplo 8 Ilama la atencién sobre dos reglas metodoldgicas:

1. Al calcular el rendimiento real de un instrumento es necesario tomar la tasa de inflacién
del periodo de tenencia del instrumento.

2. Lainflacién anual se calcula como una tasa efectiva. Para compararla con el rendimiento
de los instrumentos financieros tenemos que convertir el rendimiento nominal de dichos
instrumentos en el rendimiento efectivo.

EJEMPLO | 9

En enero de 1998 se espera que la inflacién anual sea de 14%. Sin embargo, la inflacién mensual
en enero fue de 2.18%. En ese mismo mes el rendimiento de los Cetes a 28 dias fue de 18%. ¢ Cual
fue el rendimiento anual real del Cete?

R = 18% anual o0 1.5% mensual, i=218%, r=7?
Solucién: Utilizamos la férmula para la tasa de rendimiento real:

R—i _0.015-0.0218 _

r= —0.0067
B 1+0.0218
tasa anual nominal: —0.0067 X 12 = —0.0799 = —7.99%
tasa anual efectiva: (0.9933)"? — 1 = —0.077 = —-7.7%

Respuesta: En el mes de enero el rendimiento real del Cete fue de —7.99% anual.

EJERCICIO DE COMPROBACION

La inflacién esperada para 1999 es de 16%. Un certificado de depdsito a un mes, comprado el
primero de enero, tiene un rendimiento anual de 25%. ¢Cual fue el rendimiento real (anualizado)
del pagaré si la tasa de inflacion en este mes fue de 2.53%?

Respuesta: —5.23%.

Reflexion sobre matemdticas financieras
Promedio aritmético-promedio geométrico
Si la inflacién anual es de 24%, ;cudl es la inflacién mensual promedio?

Un método incorrecto de contestar a esta pregunta es utilizando el promedio aritmético:

0.24/12 = 0.02 = 2%
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Un método correcto consiste en calcular el promedio geométrico:

(1+024)"2 — 1= 00181 = 1.81%

La inflacién mensual hay que calcularla como un promedio geométrico, porque los precios crecen
de un mes al otro segin el interés compuesto:

. . 12
1+i, =(1+i_)
donde: i es la tasa de la inflacién anual

i es la tasa de la inflacién mensual

Cuando una cantidad crece segin el interés compuesto, el promedio aritmético sobrestima la tasa
de crecimiento promedio.

En general, la media geométrica se usa para promediar porcentajes, indices, relaciones, asi como
para calcular la tasa de crecimiento histérica. La media geométrica tiene dos propiedades:

1. Es menos sensible a los valores extremos que la media aritmética:

Ejemplo: %@5+18+22+25+1®=36

1
(15 x1.8x2.2X25x10)° =2.71

2. El reciproco de la media geométrica de n niimeros es igual a la media geométrica de los recipro-
cos de los nimeros.

L i
(2x3x5) =3.1072 y L) < 03218 = 2
13 5 3.1072

En el caso de la media aritmética, esto no es cierto:

2345 53333 - ;(1+31+51J=O.3444¢

2 3.3333

Gracias a esta propiedad, la media geométrica es adecuada para promediar las relaciones.

La media geométrica es igual a la media aritmética sélo si los valores promediados no mues-
tran ninguna variabilidad. En todos los dem4s casos la media geométrica es menor. Si los va-
lores promediados tienen una distribucién normal, la siguiente férmula aproxima la relacién

entre las dos medias: g - g — 10-2
@ A

COMPOSICION CONTINUA

Cuando la frecuencia de composicién se aproxima al infinito, la férmula general del interés
compuesto puede modificarse para reflejar un crecimiento continuo. El crecimiento continuo
es un crecimiento a una tasa cuya frecuencia de composicién es infinita. El interés se capita-
liza continuamente.
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Para derivar la férmula de la composicién continua empezamos con la férmula del interés
compuesto, con la frecuencia de capitalizacién m:

mt
R
P, =P, (l + ]

Esta férmula también la podemos escribir como:

t
P, =P, (1+§J

Cuando m — o (m tiende al infinito), el limite de la expresién entre corchetes es:

lim (1 +RJ =R
m—yoo m

donde: e = 2.718... es una constante, la base de los logaritmos naturales.

Asi, cuando la frecuencia de composicién es infinita (continua), la férmula del interés com-

puesto se convierte en:

P, = Pyef

Fi 4.2
igura 34

Po=1,R=35%, 304
t = 10. La gréfica
de la funcién ex-

ponencial continua
arriba no tiene es-

calones y crece mds 0.35-t 20+
répidamente que la ¢
funcion discreta.

(14 0.35)

i

t 10.1



Figura 4.3

Tasa de interés
efectiva en funcién
de la frecuencia de
capitalizacién. Tasa
nominal de 20%.
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EJEMPLO 1

Compare las tasas efectivas, cuando la tasa nominal de 15% es compuesta: a) mensualmente,
b) continuamente.

Solucién: a) Re(mensual) = (1 + 0.15/12)'> — 1 = 0.1608 = 16.08%
b) Re(continua) = e%'® — 1 = 0.1618 = 16.18%

Observacion: Cuando la composicion es frecuente (por ejemplo, mensual), la diferencia entre los
resultados que producen las férmulas discreta y continua no es significativa.

La tasa efectiva con la capitalizacién continua es la m4s alta. La diferencia entre la tasa efecti-
va y la tasa nominal crece muy rdpidamente cuando aumentamos la frecuencia de capitaliza-
cién de 1 a 4. Incrementos posteriores de la capitalizacién generan incrementos decrecientes
de la tasa efectiva. La tasa efectiva con capitalizacién diaria es casi igual a la tasa efectiva con
capitalizacién continua. La figura 4.3 ilustra este concepto.

En la calculadora financiera HP 17BII, para efectuar la operacion ¢! seguimos estos pasos:

1. Entramos en el mend MATH (pulsar la tecla dorada y ) que nos ofrece las siguientes

funciones:
LOG 10AX LN EXP N! PI
22.5 4
L2
22
Q\i 21.5
£
g 2
=
20.5
20
1 2 4 12 360

Frecuencia de capitalizacion
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2. Introducimos 0.15 en la pantalla y a continuacién pulsamos la tecla del ment [EXP].
En la pantalla aparece la respuesta, 1.1618.

Una manera alternativa de calcular la tasa de interés efectiva, cuando la tasa nominal de
15% se compone continuamente, es con el médulo CNVI: FIN, CNVI, CONT, 15 %NOM

Al pulsar la tecla %EFE, obtenemos la respuesta: 16.18.

En las finanzas avanzadas se utiliza el crecimiento y el descuento continuo, ya que las
férmulas continuas son mds faciles de manipular, sobre todo cuando se trata de derivacién
e integracién. Ademds, cuando la capitalizacién es frecuente, la férmula continua da casi el
mismo resultado que la férmula discreta. La frecuencia de capitalizacién debe ser congruente
con la frecuencia de depésitos y retiros. Con la popularizacién de la banca electrénica, en la
cual los depé6sitos y retiros pueden efectuarse en cualquier momento, crece la importancia de
las férmulas continuas.

Relacion entre las tasas de interés discretas y continuas
Sean: d la tasa discreta (abreviacion de r,)

c la tasa continua (abreviacién de r_)

(1+d)[=(ec)t = 1+d=¢

log(l +d) =c o d=e"—1

EJEMPLO | 2

¢ Qué tasa discreta, compuesta anualmente, es equivalente a una tasa continua de 15%?
Solucién:d =e° — 1 =e%'® — 1 = 0.1618 = 16.18%.

Respuesta: La tasa discreta de 16.18% produce el mismo crecimiento que la tasa continua de
15%.

EJEMPLO | 3

¢ Qué tasa continua es equivalente a una tasa discreta de 12%?
Solucién: In(1.12) = 0.1133 = 11.33%°

Respuesta: La tasa continua de 11.33% produce el mismo crecimiento que la tasa discreta de
12%.

10Ep este libro se usan sélo los logaritmos naturales. Los operadores log y In son equivalentes.
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FORMULAS DEL CAPITULO

Valor futuro con el interés compuesto

P =P, (1 +R)

Valor futuro con composicién m veces al afio

mt
R

Periodo de duplicacién del capital

L 1og(2)
log(1+ R)

Valor futuro con composicién continua

Pt:POeR[

Términos clave

Anualizacién de la inflacién mensual
Capitalizacién de intereses
Crecimiento exponencial continuo
Crecimiento exponencial discreto
Interés anticipado

Frecuencia de conversién

Método de puntos finales
Multiplicacién del capital

PREGUNTAS Y PROBLEMAS

Valor presente con el interés compuesto
P,
(1+R)

Py =

Tasa efectiva con composicién m veces al afio
m
Rn
Re=[1+22] —1
m

Tasa de crecimiento promedia

Valor presente con composicién continua

P
Tt —Rt
Po=—; =he

e

Periodo de interés

Poder del interés compuesto
Promedio geométrico

Regla de 72

Rendimiento real

Tasa efectiva

Tasas equivalentes

Usura

1. ;Cudl serd el valor de una cuenta de 100 Udis en 7 afios, si la tasa de interés es de 5.5% anual, compuesta

anualmente?

2. ;Cudl serfa la respuesta al problema 1 con la capitalizacién mensual?

Un depésito de $150 produce 15% compuesto anualmente, jcudl sera el valor del depésito después de 27

meses’!

4. El Instituto Tecnoldgico tiene 2 500 alumnos. La matricula crece a un ritmo de 11% anual.

a) ;Cuantos alumnos tendrd en 5 afios?

b) {En cudntos afios se duplicara la matricula?
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10.
11.

12.

13.
14.

15.
16.
17.
18.
19.

20.

21.

22.

23.
24.

25.

26.

;Qué vale mas: $1 000 hoy o $3000 en 3 afios, si la mejor opcién de inversién que tenemos rinde 30%
anual, compuesto mensualmente?

Tiene un certificado de depésito de $1 000 a 90 dias que rinde 40%, compuesto mensualmente. Desea reti-
rar su dinero después de 40 dias (suponiendo que no hay castigo por un retiro anticipado). ;Cuédnto dinero
recibira?

;Cudl es la tasa de interés efectiva si la tasa nominal de 60% se compone a) mensualmente b) diariamente?
;Cudl es la tasa efectiva de un Cete a 28 dfas que rinde 17.4% (anual nominal)?

{Cudl es la tasa equivalente de un Cete a 182 dias a la del Cete del problema 8?

;Cudl es la tasa nominal convertible mensualmente que produce un rendimiento efectivo anual de 60%?

;Cual es la tasa nominal compuesta mensualmente, equivalente a la tasa nominal de 23%, compuesta
semestralmente?

;Cudl es la tasa nominal compuesta diariamente, equivalente a la tasa nominal de 27%, compuesta trimes-
tralmente?

(Cudl es la tasa efectiva, si la tasa mensual de 5% se cobra por anticipado?

Un amigo le presta $100 que tiene que devolver en 3 pagos cuatrimestrales de $40. El amigo dice que le
estd cobrando 20% anual. ;Qué tasa anual le estd cobrando verdaderamente?

{En cudnto tiempo se duplicara el capital, si la tasa de interés es de 14.5%?

;Cudl serfa la respuesta a la pregunta 15 si la tasa de interés del problema se capitalizara mensualmente?
;Cual es la tasa de rendimiento de una cuenta que garantiza la duplicacién de capital cada 12 afios?

Si invierte $20000 a 15%, convertible anualmente, jen cuinto tiempo tendra $100000?

Un proyecto de inversién promete una triplicacién del capital en 12 afios. ;Cudl es la tasa de rendimiento
implicita en este proyecto!

Las ventas de una empresa subieron de 100 a 250 en 3 afios. ;Cudl fue la tasa de crecimiento anual de las
ventas!

Durante una década, la poblacién de un pais crecié de 85 millones a 100 millones. ;Cudl fue la tasa de
crecimiento anual de la poblacién durante esta década?

INPC, 10 1003 = 93-27- INPC e 1997 = 23185,

a) Calcule la inflacién acumulada en este periodo

b) Calcule la inflacién mensual promedio en el periodo mencionado

Si la inflacién mensual de 2.5% se mantiene todo el afio, ;cudl serd la tasa anual de la inflacién?

ienero 98 218%’ ifebrero 98 =~ 1.21%.

a) Calcule la inflacién acumulada en el primer bimestre de 1998

b) Si la inflacién del primer bimestre se mantuviera todo el afio, ;cudl serfa la inflacién anual en 1998?

c) ;Cudl debe ser la inflacién mensual promedio en los restantes meses del afio, si ha de cumplirse la meta
de la inflacién anual de 14%?

En el periodo enero-julio de 1998 la inflacién acumulada es de 9.32%. ;Cuadl debe ser la inflacién en los

restantes 5 meses del afio para que se cumpla el objetivo de la inflacién anual de 14%?

Un titulo produjo un rendimiento efectivo anual de 50%. En ese mismo afio, la inflacién fue de 40%. ;Cual

fue el rendimiento real del titulo?
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E(iyg) = 14%, Rip 30 g = 16:5%, i o5 = 2.18%. ;Cudl fue el rendimiento real anual (nominal)
del certificado de depésito?

(Cuadl es la tasa efectiva, si la tasa nominal de 50% se compone continuamente?
/Qué tasa discreta, compuesta anualmente, es equivalente a una tasa continua de 20%?
/Qué tasa continua es equivalente a una tasa discreta de 10%, compuesta anualmente?

;Qué prefiere: una cuenta que ofrece la tasa de 20% compuesta continuamente, o una cuenta que ofrece el

21.5% compuesta anualmente?

Calcule a tasa efectiva, si la tasa nominal de 20% estd compuesta a) semestralmente, b) mensualmente, ¢
p

diariamente, d) continuamente






CAPITULO 5

Interés compuesto:

valor presente y ecuaciones
de valores equivalentes

Objetivos del aprendizaje

Después de estudiar este capitulo, el alumno serd capaz de:

Calcular el valor presente con base en el valor futuro, la tasa de interés y el
plazo.

Distinguir entre el descuento bancario, el descuento racional y el descuento
compuesto.

Interpretar la tasa de descuento como el costo de oportunidad del capital.
Interpretar el rendimiento requerido como la tasa base ajustada por el riesgo.
Entender la relacién entre la tasa de descuento compuesto y el valor presente.
Calceular el valor presente con el descuento continuo.

Plantear una ecuacién de valores equivalentes.

Escoger la fecha focal para una ecuacién de valores equivalentes.

Resolver diferentes tipos de problemas que requieren un planteamiento
de ecuaciones de valores equivalentes.

Encontrar el tiempo equivalente.

93



94 CAaPiTULO 5

INTERES COMPUESTO: VALOR PRESENTE Y ECUACIONES DE VALORES EQUIVALENTES

En este capitulo, el estudiante aprenderd a calcular el valor presente de los flujos de efectivo
futuros con el método del descuento compuesto. Es el método generalmente utilizado en la
evaluacién de proyectos de inversién y en la evaluacién de instrumentos financieros. Si se
tiene el valor presente y el valor futuro, se puede calcular el rendimiento al vencimiento o,
en el contexto de los proyectos de inversién, la tasa interna de retorno. Finalmente, utilizaremos
el descuento compuesto y el crecimiento exponencial para plantear y resolver las ecuaciones
de valores equivalentes.

VALOR PRESENTE

El valor presente (VP) es el valor actual de una cantidad que se recibira o pagard en el futuro
(VF). Para calcular el valor presente es necesario conocer el valor futuro, la tasa de interés y
el plazo. El proceso de calcular el valor presente se llama descuento. El descuento es lo opuesto
a la composicién. El valor presente se despeja de la férmula del interés compuesto:

VF =VP (1 +R)*
VP :Lt =VF(1+R)
(1+R)
Laexpresiéon: ———— = (1 + R)_t se llama factor de descuento, para la tasa R y el plazo t. Antes

(1+R)'
de las calculadoras electrénicas, los factores de descuento para una amplia gama de tasas y pla-
zos eran publicados en tablas, anexadas a todos los libros de matemdticas financieras. Ahora,
con la disponibilidad de equipo de cémputo, las tablas se volvieron obsoletas.

La tasa, R, en el factor de descuento, puede llamarse tasa de descuento, pero para no con-
fundirla con la tasa de descuento bancario o la tasa de descuento racional, es mejor llamarla
tasa con la que se descuenta el valor futuro o, en el caso de instrumentos financieros, la tasa
de rendimiento. En la evaluacién de proyectos de inversién, la tasa con la que se descuentan
los flujos futuros debe reflejar el costo de oportunidad del capital (k). El costo de oportunidad de
capital es la tasa de rendimiento de un portafolio de activos financieros de riesgo equivalente.
Es la tasa de mercado ajustada por el riesgo.

Segtin el principio fundamental de las finanzas:

Una inversion es aceptable sélo si produce un rendimiento mayor que un portafolio
de activos financieros de riesgo equivalente.

EJEMPLO 1

¢ Cuanto podemos pagar por un bono que ofrece $1000 en un afio, si la tasa de descuento apli-
cable es de 10%?

VF=1000, R=01, t=1



Cuando suben
las tasas de
interés, los
precios de los
bonos bajan.

VALOR PRESENTE

Solucioén:

VE 1000 _ 949,09

(1+ R)t 1.1

VP =

Respuesta: El precio del bono no debe ser mayor a su valor presente de $909.09.

95

Si, como consecuencia del deterioro de la calificacién crediticia del emisor del bono, la tasa de

descuento sube a 15%, el valor presente del bono baja a $869.56.

VPs_o15 = 1000(1.15)7" = 869.56

EJEMPLO | 2

¢ Cuanto debe depositarse en el banco que ofrece una tasa de interés de 36% compuesto men-

sualmente, si se desea reunir la cantidad de $200000 en 3 afios?

VF =200, R = 0.36/12 = 0.03 mensual, t= 3 X12 = 36 meses.

Solucién: Una manera alternativa de formular este problema es: ;cual es el valor presente de

$200000 en 3 afios, si la tasa de descuento aplicable es de 36%, compuesta mensualmente?

La solucion consiste en calcular el valor presente, recordando que hay que utilizar la tasa mensual

(86%/12 = 3%) y que el periodo es de 3 X 12 = 36 meses.

yp_ _ VF__ 200000 _ 200000 _ 0o o

(1 N R)t 1.03% 2.8983

Respuesta: El valor presente de $200000 en 3 afios es $69006.48.

SECUENCIA EN LA CALCULADORA FINANCIERA:

12 PAN, MODO FINAL, CLEAR DATA, N = 36, %IA = 36, VF = 200000.

Al pulsar la tecla , obtenemos la respuesta: 69 006.48 (con el signo negativo).
El ejemplo anterior ilustra el valor del dinero en el tiempo:

Si el costo de capital es de 36%, $200000 en 3 afios es equivalente a $69 000 hoy.

200000

69 006
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INTERES COMPUESTO: VALOR PRESENTE Y ECUACIONES DE VALORES EQUIVALENTES

Si vamos a recibir varios flujos de efectivo en diferentes momentos en el futuro, para
compararlos necesitamos calcular el valor presente de todos los flujos, utilizando una tasa de
descuento que representa el costo de oportunidad del dinero (la tasa de mercado ajustada por
el riesgo).

EJEMPLO | 3

Un proyecto promete los siguientes flujos de efectivo netos al final de cada uno de los 3 afos de
su vida: 100, 300, 200. ;Cual es el valor presente de los flujos de efectivo esperados del proyecto,
si el costo de capital de la empresa aplicable para este tipo de proyectos es de 28%7?

FE; =100, FE, =300, FE;=200, k =28% (el costo de capital)

Solucidn: El valor presente de los flujos de efectivo es la suma de los valores presentes de cada
uno de los flujos, descontados con la tasa de interés que representa el costo de capital. La solu-
cién consiste en calcular por separado el valor presente de cada uno de los flujos esperados en
el futuro y después sumarlos.

Podemos visualizar el problema en la linea de tiempo:

0 1 2 3
I | | |
v Y Y
VP(100) < 100 300 200
VP(300) ¢ ‘
VP(200)

La solucion analitica esta plasmada en la siguiente ecuacion:

FE FE, FE,
VP = LI 2 4 S

(1+K) (1+k) (1+k)

Sustituyendo los datos del problema en esta ecuacion, tenemos:

yp 100 , 300 200

128 1082 1.28°

= 356.6

Respuesta: El valor presente de los flujos de efectivo esperados del proyecto es de $356.60.

Es el valor presente bruto, ya que no toma en cuenta el costo del proyecto.
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EJEMPLO | 4

En la compra de una casa se pagan $100000 y los restantes $300000 se liquidaran dentro de 3
anos. ¢Cuadl es el valor presente de la casa si el duefio puede obtener un rendimiento anual de
20% compuesto trimestralmente?

VF = 300000, R =20%, m =4, t=3anos.

Solucion: El valor presente de la casa es $100000 mas el valor presente de $300000 dentro de
3 afnos:

VP(Casa) =100000 + _ SOUY 100000 +167051.23 = 267 051.23

3x4
1,02
4

Respuesta: Para el duefio, el valor presente de la casa es de $267 051.23.

Dado el valor presente, el valor futuro y el plazo, podemos calcular la tasa de descuento com-
puesto que iguala el valor presente con el valor futuro. Dicha tasa es la tasa interna de retorno
del proyecto, o rendimiento al vencimiento, en el caso de algin instrumento financiero. En
cualquier caso, la tasa con la que se descuentan los flujos futuros debe ser mayor que la infla-
cién esperada, porque de lo contrario tendrfamos un rendimiento real negativo.

EJEMPLO | 5

Nos proponen una inversion que cuesta $100000 y dentro de 2 afios producird un ingreso de
$200000. Se espera que durante los préoximos 2 afios la inflacién promedio sera de 45% anual.
¢ Conviene hacer la inversion?

VP = 100000, VF =200000, R =7, E()=45%, t=2

Solucidn: La solucién consiste en comparar el costo presente de la inversion con el valor pre-
sente del ingreso producido por la inversion dentro de 2 afos y después despejar de la ecuacién
la tasa de descuento que, en este caso, se llama tasa interna de retorno (TIR)' o rendimiento al
vencimiento.

200
@+m2

100 =

Para despejar R, multiplicamos ambos lados de la ecuacién por (1 + R)?y dividimos entre 100.

(1+R)2=

I'La TIR es la tasa de descuento que iguala el valor presente de los flujos de efectivo futuros con el costo presente de
la inversién.



98 CAPITULO 5 INTERES COMPUESTO: VALOR PRESENTE Y ECUACIONES DE VALORES EQUIVALENTES

Ahora, sacamos la raiz cuadrada de ambos lados de la ecuacién y despejamos R:
1+R=2"=14142 = R=4.42%

Respuesta: El rendimiento de la inversion es menor que la inflacién esperada, lo que implica un
rendimiento negativo. La inversion no debe hacerse.

Para calcular el rendimiento real aplicamos la ecuacion de Fisher:

_R-i_04142-045 _

= —0.0247 = —2.47%
il41 1.45

El rendimiento negativo de la inversién es de —2.47%.2

Observacion: El método de Fisher reduce el valor absoluto de la tasa de interés real, independien-
temente de si ésta es positiva o negativa.

EJEMPLO | 6

Un bono sin cupones que promete pagar $100 en 5 afos cuesta $70. ;Cual es el rendimiento al
vencimiento del bono?

VP =70, VF=100, t=5, R="7

Solucién:
100

70 =
5
(1+R)
Para despejar R, multiplicamos ambos lados de la ecuacién por (1 + R)®y dividimos entre 70.
(1 + R)® = 1.4286
1+ R = 1.4286%2 = 1.0739 = R =7.39%

Respuesta: El rendimiento al vencimiento del bono comprado a $70 es de 7.39%.

;Cuanto pagarfa por el bono del ejemplo 6, si su rendimiento requerido para ese tipo de bonos
fuese de 8%?

V= 100 = 68.0583

1.08°

Rendimiento al vencimiento de un bono es el rendimiento calculado con base en el precio
de mercado del bono y sus flujos de efectivo esperados.

Rendimiento requerido es la tasa de descuento que el inversionista usa para calcular el
valor tedrico del bono, es decir, el precio que estd dispuesto a pagar por él.

? Utilizando el método aproximado, dirfamos que la tasa real es de —3.6%.
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Plazo fraccionario

Cuando el plazo es fraccionario, seguimos el procedimiento exactamente igual que en el caso
de plazo entero.

EJEMPLO | 7

Se descuenta en un banco un documento de $5000 con vencimiento a 3 meses. El documento
produce 2% mensual. El banco lo descuenta con una tasa de 23% anual, compuesta anualmente.
¢ Cual es la cantidad que se recibe?

VP = 5000, R;=0.04mensual, t=3meseso 0.25afios.
Solucién:
a) El monto futuro del principal original es:
VF = VP (1 + R)! = 5000(1.02)° = 5306.04

b) El banco descuenta esta cantidad con la tasa anual de 23%, siendo el plazo V4 de un ano:

vp—_VF 562432 543840

Respuesta: Se reciben $5038.42. Esto significa que el banco descuenta el documento con una
tasa menor que la tasa de rendimiento del documento.

Para calcular el rendimiento anual efectivo del documento, simplemente anualizamos la tasa
mensual de 2%:

(1.02)12 — 1 = 0.2682 = 26.82%

El rendimiento efectivo del documento es mayor que la tasa de descuento compuesto del
banco, por lo que el banco tiene que pagarnos mds que el valor nominal.
Descuento continuo

En finanzas avanzadas se utiliza con frecuencia el descuento continuo. La férmula del valor
presente con el descuento continuo se deriva de la férmula del crecimiento exponencial con-
tinuo:

VF = VPet

VF

de donde: VP =— =VFe
e
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EJEMPLO | 8

¢Cudl es el valor presente de $1000 en 3 afios, si la tasa de descuento de 14% se compone con-
tinuamente?

VF=1000, R=14%, t=3, VP =7
Solucioén:
VP = VFe fit = 1000e %% = 657.05

Respuesta: El valor presente de $1000 en 3 afos es de $657.05.

ECUACIONES DE VALORES EQUIVALENTES

Mientras mas alejado en el futuro es el periodo en que se recibird el dinero, menor es su valor
actual. Para compensar esa pérdida de valor, al capital original se le agregan intereses, a fin de
que el monto futuro sea equivalente al capital actual. La tasa de interés nominal refleja tanto
una recompensa por la pérdida del poder adquisitivo del dinero causada por la inflacién, como
el costo de oportunidad de usar el dinero (la tasa real).

A fin de establecer una relacién de equivalencia entre varios flujos de efectivo que deben
pagarse (o recibirse) en diferentes momentos, se utilizan ecuaciones de valores equivalentes. El
punto crucial de esta metodologfa es determinar una fecha de comparacién: la fecha focal o
fecha de valuacién. En el caso de interés compuesto, dos flujos de efectivo equivalentes en
una fecha también lo serdan en cualquier otra, por eso puede seleccionarse la fecha focal mas
conveniente sin que esto afecte el resultado.

EJEMPLO 1

Una deuda bancaria consiste en dos pagos de $2500 cada uno, pagaderos en 3 y 6 meses. Se
desea liquidarla en 3 pagos bimestrales. Si el primer pago es de $1000 y el segundo de $2000, ¢a
cuanto ascendera el tercer pago con la tasa de 36% anual compuesta mensualmente?

Solucién: El primer paso consiste en elaborar una gréfica de tiempo y valor® para poder plantear
el problema:

\

\

3 También conocida como linea de tiempo o diagrama de flujo de efectivo.
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Ahora ya podemos formular una ecuacion de valores equivalentes en la cual el valor en el sexto
mes (la fecha focal) de los dos flujos de arriba es igual al valor en la misma fecha de los tres flujos
de abajo, incluyendo el pago final, X.

2500(1 + 0.03)% + 2500 = 1000(1.03)* + 2000(1.03)2 + X
5231.82 = 3247.3 + X = X = 1984.51

Respuesta: El tercer pago debe ser de $1984.51.

Los tres pagos bimestrales son totalmente equivalentes a los dos pagos pactados originalmente.
Este tipo de reestructuracién de la deuda no implica ninguna concesién ni carga. El objetivo
de la reestructuracién es adecuar los pagos a los flujos de efectivo esperados por la empresa.

Para consolidar la metodologia resolveremos otro ejemplo, en el cual la fecha focal con-
veniente es el dltimo periodo.

EJEMPLO | 2

El sefior Aranda recibe un préstamo de $100000 a 4 afios con la tasa de 24%, compuesto men-
sualmente. Después de 2 afios decide hacer una amortizacion de $40000. ¢Cuanto tendra que
pagar al final del cuarto afo si la tasa de interés permanece constante?

Solucién: En la linea de tiempo marcamos arriba lo que el sefior Aranda debe y abajo lo que ya
pago o debe pagar:

100000 > 100000(1.02)%
I I | | +
0 1 2y 3 4y
40000 > 40000(1.02)24
X

La ecuacién de valor afirma simplemente que el valor final de la deuda debe ser igual al valor final
de los pagos:

100000 (1.02)%8 40000- (1.02)?* +x

Valor final de la deuda Valor final de los pagos

258707.04 = 64337.49 + X
Resolviendo esta ecuacion respecto a X, tenemos: X = 194369.55.

Respuesta: El pago final necesario para saldar la deuda es de $194 369.55.

EJEMPLO | 3

Al comprar un automovil se suscriben 3 documentos por $8000 a pagar en 30, 60 y 90 dias.
Posteriormente se decide liquidar la deuda con 2 pagos iguales a 30 y 60 dias. La tasa de interés
mensual es de 2%. ¢Cual es el importe de cada pago?
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Solucién: Primero elaboramos una grafica de tiempo y valor.

-~
8000 8000 8000
f f f i
0 FF1 2 3
X X
-~

A continuacién seleccionamos como la fecha focal el mes 1 y formulamos una ecuacion de valores
equivalentes, en la cual el valor en el primer mes de los 3 flujos de arriba es igual al valor en el
primer mes de los dos flujos de abajo, X, el cual necesitamos determinar.

8000+8000+ 8000

x4+ X
1.02  (1.02)72 1.02

23532.49 = 1.9804 X = X =11882.74

Respuesta: Para saldar la deuda se deben pagar 2 abonos de $11882.74 cada uno.

Tiempo equivalente*

En ocasiones se desea hacer un pago tnico para liquidar un conjunto de obligaciones. La fecha
en la cual se puede hacer dicho pago se llama fecha de vencimiento promedio de las deudas y el
tiempo hasta esta fecha se llama tiempo equivalente.

EJEMPLO | 4

Una empresa adeuda al banco $40000 a 2 meses y $70000 a 6 meses. Desea liquidar la deuda
con un pago Unico de $110000. La tasa de interés mensual es de 3.5%. ¢Cuando debe hacer su
pago (cudl es el tiempo equivalente)?

Solucién: Construimos la grafica de tiempo y valor y seleccionamos como la fecha focal el pe-
riodo cero:

110000
T 035" 110*000
: ——1 . T '
0 1 ' 3 4 5 6l
~————— 40000 .

* Este tema puede omitirse sin pérdida de continuidad.
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La parte superior de la grafica requiere alguna explicacion. La empresa desea saldar sus deudas
mediante un pago Unico de $110000 en el periodo X, que es desconocido. Entonces, el valor pre-
sente de este pago, con la tasa de descuento de 3.5%, es:

_ 110000
R=8.5%  1,035%

VP (110 000)|

El valor presente de los dos adeudos es la suma del valor presente de cada uno de ellos:
VP(adeudos) = 40000(1.035) 2 + 70000(1.035) ©

Asi, la ecuacion de valor equivalente adquiere la forma siguiente:

110000 _ 40000 . 70000
1.035%  1.035% 1.035°

Para despejar X, primero efectuamos la suma del lado derecho:

110000
1.035%

= 37 340.42 + 56 945.04 + 94 285.47

de donde: (1.035)% = 1.1667
Ahora, sacando los logaritmos, tenemos:
X log(1.035) = log(1.1667) = 0.1542
X = 0.1542/log(1.035) = 4.481 meses = 134 dias

Respuesta: Para liquidar las deudas de la empresa es necesario hacer un pago unico de $110000
en 4 meses y 14 dias.

Costo de capital Rendimiento al vencimiento

Descuento compuesto Tasa interna de retorno

Descuento continuo Tiempo equivalente

Ecuaciones de valores equivalentes Valores equivalentes

Fecha focal Valor presente bruto
PREGUNTAS Y PROBLEMAS

1. Un pagaré de $10000 vence en 18 meses. ;Cudnto se recibira por este pagaré hoy, si el banco utiliza la tasa
de descuento compuesto de 2.5% mensual?

2. ;Cuanto podemos pagar por un bono (sin cupones) que promete pagar $1 000 en 3 afios, si el mejor rendi-
miento que podemos obtener en una inversién de igual plazo y un riesgo semejante es de 12%?
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Se tiene un pagaré por $800, pagadero en 9 meses. Se quiere descontarlo en un banco que aplica una tasa
de 40%, compuesta mensualmente. ;Cudnto pagara el banco?

;Cudnto debemos depositar en una cuenta hoy para tener $300000 en 9 meses, si la cuenta rinde 16%,
compuesto mensualmente?

;Cual es el rendimiento al vencimiento de un bono con el valor nominal de 100 Udis y el plazo de 4 afios,
si su precio es de 75 Udis?

Un pagaré promete pagar $70000 en 8 meses. ;Cuil es el rendimiento (anual) que recibe un inversionista
que compra el pagaré por $55000?

Tenemos una deuda que consiste en 4 pagos de $5000 al final de cada uno de los siguientes 4 trimestres.
Deseamos cancelar la deuda con 2 pagos iguales, al final del primer y segundo semestres. ;Cual deberfa ser
el monto de cada pago, si la tasa de interés de 35% es capitalizada mensualmente?

Para comprar un auto usado suscribimos 2 pagarés de $20000 cada uno, a pagar en 2 y en 4 meses. Toma-
mos la decisién de liquidar la deuda con un pago tnico, inmediato. ;Cudnto tenemos que pagar, si la tasa
de interés aplicable es de 48%, compuesta mensualmente?

El sefior Veldzquez firmé dos pagarés: uno por $200000 que vence en 9 meses y otro por $350000 con el
vencimiento en 20 meses. Antes de pagar el primer pagaré se da cuenta de que, de acuerdo con los flujos
de efectivo esperados por su empresa, lo mds conveniente serfa liquidar los 2 pagarés con un pago tnico
al final del mes 12. ;Cual serd el monto del pago final si su acreedor le cobra una tasa de 33%, compuesta
diariamente?

Una empresa contrata una deuda de $500000 a 2 afios a 35% compuesto mensualmente. Después de un
afio, la empresa efectiia un pago anticipado de $200000 y propone liquidar la deuda con un pago final en
un afio y medio més. ;Cudl es el monto del pago final, si en el momento de hacer la reestructuracién de la
deuda la tasa de interés para este tipo de préstamos es de 32%, compuesto trimestralmente’



CAPITULO 6

Anualidades

Objetivos del aprendizaje

Después de estudiar este capitulo, el alumno serd capaz de:

Identificar diferentes tipos de anualidades.

Dibujar el diagrama de tiempo de una anualidad.

Calcular el valor futuro de una anualidad como la suma del valor futuro de todos
los pagos.

Desarrollar la férmula del valor futuro de una anualidad ordinaria.

Seleccionar la tasa de interés adecuada para cdlculos de anualidades a largo
plazo.

Caleular el valor presente de una anualidad como la suma del valor presente de
todos los pagos.

Desarrollar la férmula del valor presente de una anualidad ordinaria.
Calcular el pago periddico y el plazo de una anualidad.

Comprender las repercusiones econémicas y financieras del refinanciamiento de
una deuda hipotecaria.

Usar el concepto de anualidad para plantear y resolver diferentes problemas

econdémicos.
Calcular la tasa de interés implicita en una anualidad.

Resolver problemas que involucran el valor presente y el valor futuro de las anua-
lidades anticipadas.

105
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TIPOS DE ANUALIDADES

La anualidad es un conjunto de pagos iguales realizados a intervalos iguales. El intervalo no
tiene que ser de un afio, puede ser un mes o una quincena. El tiempo que transcurre entre un
pago y otro se llama intervalo de pago o periodo de pago. El plazo de la anualidad es el tiempo
entre el primer pago y el dltimo.

Hay varios tipos de anualidades:

Anualidad cierta

cuando sus fechas son fijas y se estipulan de antemano

Anualidad contingente cuando la fecha del primer pago depende de algtin hecho que se sabe

Anualidad simple

Anualidad general

Anualidad vencida

Anualidad anticipada

Anualidad inmediata

Anualidad diferida

que ocurrird, pero no se sabe cudndo (ejemplo: renta vitalicia que se
otorga a un cényuge tras la muerte del otro)

cuando el periodo de pago coincide con el periodo de capitalizacién
de los intereses

cuando el periodo de pago no coincide con el de capitalizacién de
los intereses

también conocida como ordinaria, cuando los pagos se efectdan al
final de cada periodo

o pagadera, cuando los pagos se realizan al principio de cada periodo

cuando los cobros (o pagos) se efecttian inmediatamente después de
la formalizacién del contrato

cuando se pospone la realizacién de los cobros (o pagos): por ejem-
plo, los abonos empiezan seis meses después de adquirida la mercan-
cia.

Las anualidades mds comunes son la simple, la cierta, la ordinaria y la inmediata. Son las
que analizaremos en el presente texto. Todas las demas anualidades constituyen sélo variacio-
nes (y complicaciones) sobre este tema principal.

VALOR FUTURO DE UNA ANUALIDAD

En adelante utilizaremos los siguientes simbolos:

a cantidad que se paga (o recibe) periédicamente, conocida también como la renta

periédica.

VFAg ,,  valor futuro de la anualidad con la tasa de interés R, que dura n periodos.

VPAy ,, valor presente de la anualidad con la tasa de interés R, que dura n periodos.

n ntmero de periodos que se recibe la anualidad. Es el plazo de la anualidad.

t ntmero del periodo concreto (t = 1,2,3,...n). El tiempo que transcurre entre dos
periodos se llama intervalo de la anualidad, por ejemplo, un mes.

R tasa de interés nominal anual.
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Antes de deducir una férmula general resolveremos un ejemplo, apoydndonos en un
diagrama de tiempo y valor.

EJEMPLO 1

¢ Qué cantidad se acumulara en cinco meses, si al finalizar cada mes se hace un pago de $100 a una
cuenta de inversiones que rinde 36% compuesto mensualmente?

a=100, R=0.03mensual, n=5, VFA;ss="

En el diagrama de tiempo y valor se indicara el valor futuro (en el quinto mes) de cada pago men-
sual.

100(1.03)*
100(1.03)°
100(1.03)®

ﬁ 100(1.03)'

I i | 3 4 5

100 100 100 100 100

En el quinto mes la cantidad acumulada en la cuenta sera:
VFAq 035 = 100 + 100(1.03) + 100(1.03)? + 100(1.03)° + 100(1.03)*
= 100(5.3091) = 530.91

Respuesta: Si se ahorran $100 cada mes en una cuenta que rinde 3% mensual, en cinco meses se
habran acumulado $530.91.

Factorizando 100 en la suma que constituye la solucién del ejemplo 1, obtenemos:

VFAy 35 = 100[1 + (1.03)" + (1.03)* + (1.03)’ + (1.03)*] = 530.91

o en términos simbdlicos:

n—1

VFAg, =a- [1 +(1+R) +(1+R) +--+(1+R) ]
La suma de los elementos que estdn entre corchetes se llama progresién geométrica. Efectuando

la operacién de suma obtenemos:

[1+(1+R)+(1+R)2 +(1+R)3+,..+(1+R)n—1:| :(1+R}Z”_1
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1+R)" -1
La expresion Q representa la suma de los valores futuros de n pagos de $1 a tasa R.
Es el factor del valor futuro de la anualidad, FVFAy, | 'y su valor, para un rango de tasas de interés
y periodos tipicos, se puede encontrar en las tablas incluidas en los libros de finanzas.

Multiplicando el factor del valor futuro de una anualidad por el pago periédico, a, obte-
nemos la férmula para el valor futuro de la anualidad:

VFAg, =a (HRR)_I = ;[(H—R)n —1}

Si la capitalizacién es anual, R significa la tasa anual y n es el nimero de afios. Si la capitaliza-
cién es m veces al afio, la tasa de interés de la férmula hay que dividirla entre m y el nimero
de afios hay que multiplicarlo por m.

VFAR vm = 7508

Reflexion sobre matemadticas financieras
(Cémo sumar una progresién geométrica que contiene n elementos?

Primero designamos la suma de n elementos como S,. A continuacién multiplicamos ambos lados
por (1 + R).

S,=1+(1+R'+(1+R?*+ -+ (1+R"!
(1+RS, =(1+R'+(1+R*+ -+ 1 +R" 1+ (1 +R"
Abhora, aprovechando la propiedad telescépica, restamos la segunda ecuacién de la primera:
S,—(1+R)S,=1-(1+R)"
S,I=(1+RJ=1-(1L+R)"
(=R)S,=1—-(1L+R)"

RS, = (1 +R)"—1, dedonde

Sn:[1+(1+R)+(1+R)2 +(1+R)’ +---+(1+R)”1]=(1+RR)n1
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EJEMPLO | 2

¢ Qué cantidad se acumulara en cinco afos, si al fin de cada mes se hace un pago de $1000 a una
cuenta que rinde 48% capitalizable mensualmente?

a=1000, R =0.04mensual, n = 5(12) = 60 meses, VFA;q, s =7

Solucioén: Al aplicar la formula para el valor futuro de la anualidad, tenemos:

VFAA 004ms0 = i[“ +R)" 1] - %(1.0460 ~ 1) = 23799068

Respuesta: Depositando $1 000 al final de cada mes en una cuenta que rinde 48% anual, compues-
to mensualmente, después de cinco afios tendremos $237990.68.

:De esta cantidad, los depésitos constituyen tan sélo $60000. El resto es el producto de los
intereses acumulados.

Secuencia en la calculadora financiera:

12 PAN, MODO FINAL, CLEAR DATA

N %lA VA PAGO VF
60 48 0 1 000 ?

Al oprimir la tecla obtenemos la respuesta: 237 990.68.

CALCULOS DE ANUALIDADES EN TERMINOS REALES

Parece mucho dinero $237990.68, sobre todo si lo comparamos con el pago mensual de tan
s6lo $1000. En realidad se trata de una ilusién monetaria. Si tomamos en cuenta la inflacién,
el poder adquisitivo de esta suma puede ser bastante modesto. Usualmente, altas tasas de inte-
rés implican altas tasas de inflacién. Si durante los cinco afios del ejemplo 2 la tasa de inflacién
anual fuese de 45%, el valor futuro de los 60 pagos mensuales, pero a precios de hoy, serfa

237990.68

apenas de: W =37129.57 . Esto se debe a que, en términos reales, el valor de nuestra

contribucién mensual decrece répidamente. A precios de hoy, el valor de la Gltima contribu-

cién es de: 1000/1.45° = 156.01.

Cuadro 6.1 Periodo Valor nominal Valor real
Valor real (a precios 1 1000 769.23
de hoy) de la apor-
tacién de $1000 2 1 000 591.72
al final de cada pe- 3 1 000 455.17
riodo, si la inflacién 4 1000 350.13
anual es de 30%.

5 1000 269.33
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En un entorno
inflacionario, los
pagos constan-
tes en términos
nominales sig-
nifican pagos
decrecientes en
términos reales.

ANUALIDADES

Para acumular un fondo con el valor real en un entorno inflacionario tenemos que aumentar
la aportacién mensual al mismo ritmo que la inflacién:

a(t)=agy(1+i)

donde a, esel valor de la aportacién inicial,
a, eselvalor de la aportacién en el periodo t,
i es la tasa de inflacién.

Esto es posible si especificamos la aportacién como un porcentaje fijo de nuestro ingreso y
el ingreso crece al ritmo de la inflacién. Si es factible, entonces en la férmula de anualidad
utilizamos la tasa de interés real. Para calcular la tasa real efectiva necesitamos convertir la
tasa de 48% en la tasa efectiva:

12
(1+M) —1=0.601=60.1%
12
Utilizando esta tasa calculamos la tasa real:

— 0.601—0.45
1.45

Una tasa de 10.42% efectiva implica una tasa nominal de 9.95%. Utilizando esta tasa real
y la aportacién constante en términos del poder adquisitivo calculamos el valor futuro de la
anualidad, en pesos de hoy:

=0.1042 =10.42%

60
1000 11y 00995 1% 11 7733483
0.0995 12
12

Reflexion sobre matemadticas financieras
Un método alternativo para calcular la tasa real consiste en llevar todo el cdlculo en escala mensual.

Si la inflacién anual es de 45%, la inflacién mensual (como promedio geométrico) es:

AL
[1.45 12 —1]-100 = 3.1448%

Asi, la tasa real mensual es:

Lo —1=0.008291 = 0.0995
1.0314 12

El valor futuro del fondo a precios constantes es $77 333.85. De esta cantidad, $60000 son las
aportaciones mensuales y $17333.95 los intereses reales ganados. Es la cantidad cuyo valor
podemos entender facilmente, porque estd expresada en pesos de hoy. En cambio, en cinco
afios el valor nominal de nuestro fondo serd muy grande: 77333.95(1.45)° = $495689.41
y el valor nominal de nuestra dltima aportacién sera de: 1000(1.45)° = $6409.73. Son las
cantidades cuyo valor dificilmente podemos apreciar ahora.
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Cuando lainfla-  El nuevo sistema de pensiones, que consiste en cuentas individuales en las Afores, y el uso
cionesalta,toda e [as Udis son dos acontecimientos que vuelven muy dtil la férmula del valor futuro de una

planeacion finan- . .11idad. Las Udis eliminan el efecto de la inflacién y permiten establecer tasas de interés

ciera a largo plazo 1. .
debe hacerse a vilidas en largos periodos.

precios constan-
tes (en términos

reales). EJEMPLO | 1

¢Qué cantidad se acumulara en 30 afos en una cuenta de retiro denominada en Udis, si la apor-
tacion quincenal es de 500 Udis (se supone que los incrementos salariales del beneficiario apenas
seran suficientes para compensar la inflacion, lo que mantendra la aportacién en Udis constante) y
la cuenta rinde 5% anual compuesto quincenalmente?

a =500, R = 0.05/24 quincenal, n = 30 X 24 = 720 quincenas

Solucion:
500 005"
VFA . = ——|[14+—=| —1|=833928.38
R=5%, n=30, m=24 0.05 24
24

Respuesta: Al retirarse después de 30 anos, el trabajador tendra un fondo de pensiones igual a
833928.38 Udis.

En la calculadora financiera ingresamos los siguientes datos:

24 PAN, MODO FINAL, CLEAR DATA

N %IA VA PAGO VF
720 5 0 -500 ?

Al oprimir la tecla obtenemos la respuesta: 833 928.38.

Sien vez de hacer las aportaciones quincenales el patrén efectuara las aportaciones bimestrales
(con la capitalizacién bimestral), el valor futuro del fondo de pensiones serfa un poco m4s bajo.
Presentaremos sélo la secuencia en la calculadora: 6 PAN, MODO FINAL, CLEAR DATA
N = 180, %IA = 5, PAGO = 2000, VF = 828 940.69.

El hecho de que las aportaciones sean bimestrales en vez de quincenales reduce el valor

futuro del fondo en 4 987.68 Udis.

Anualidades con tasas de interés variables

EJEMPLO | 2

Los datos son los mismos que en el ejemplo 1, pero después de los primeros 10 afios se espera que la
tasa de interés baje a 4% compuesto quincenalmente ;Qué cantidad se acumulara en 30 afios?

a = 500, R = 0.05/24 quincenal las primeras 240 quincenas y R = 0.04/24 las restantes 480 quincenas
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A largo plazo, el
valor de un fon-
do de pensiones
es muy sensible
a los pequefios

cambios en las

tasas de interés.

Solucion: Primero calculamos el valor del fondo después de los primeros 10 afos:

500

A :7(1.002083240 —1) =155487.32
0.002083

A continuacién calculamos el valor de esta cantidad en 20 afos mas:
155487.32[1 + 0.04/24]*° = 345813.1
Ahora tenemos que calcular el valor de la anualidad de los afos 10 a 30 (cambio de R):

A = ﬂ(toom?““ —1) = 367217.92

0.00167

Sumando los dos valores obtenemos el valor del fondo de pensiones en 30 afos:
345 813.1 + 367 217.92 = 713 031 < 833 928

Respuesta: Después de 30 afos el fondo tendra 713 031 Udis.

Reflexion sobre matemadticas financieras
Saldo de una anualidad como una ecuacién en diferencias

Si expresamos una anualidad de pagos iguales como una ecuacién en diferencias, obtenemos una
ecuacion del saldo de la anualidad, m4s general que la ecuacién del valor futuro de la anualidad.

En cualquier momento, el saldo de una anualidad es igual al saldo del periodo anterior m4s el inte-
rés que gano el saldo del periodo anterior, m4s el pago del periodo. En términos simbdlicos:

P =P _,+RP,_ +a=(1+R)P_, +a

donde P, es el saldo en el periodo t, y a es el pago periédico.

Desplazando los subindices un periodo hacia adelante y ordenando, obtenemos una ecuacién en
diferencias lineal de primer orden:

P, —(1+RP =a (1)

La solucién de esta ecuacion representa la trayectoria temporal del saldo de la anualidad en dife-
rentes momentos. La solucién general es la suma de la solucién particular y la solucién comple-
mentaria.

La solucién particular es la solucién constante: P,y = P, = P,.
o L a
Al sustituir Pp en la ecuacién (1) tenemos: Pp = — —

La solucién complementaria es la solucién de la ecuacién homogénea:

P, —(1+RP,=0
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Resulta obvio que la solucién de esta ecuacién es:
P, =A(1+R)

donde A es una constante arbitraria que puede determinarse con base en el conocimiento de las
condiciones iniciales.

La solucién general es la suma de la solucién particular y la solucién complementaria

P,=P +P, :A(1+R)‘—%

Para determinar la constante A, suponemos que en el periodo inicial el saldo es igual a P,

P=A-% = A=P+=
R R

Utilizando este valor de A, escribimos la solucién de la ecuacién en diferencias
a t a
P =|P,+— [(1+R) —— 2

Esta ecuacién nos permite calcular el saldo de la anualidad en cualquier momento t, con base en el
saldo inicial Py y el pago periédico a.

Si el saldo inicial es igual a cero, la ecuacion se convierte en el valor futuro de una anualidad de
pagos iguales.

_ =2 il =
P,=0 = Pt—R[(1+R) 1] = vFa

La solucién de la ecuacién (1) mediante el método de aproximaciones sucesivas permite entender
mejor la naturaleza de la solucién y obtener una expresién muy util de la férmula del saldo:

P, =(1+R)P, +a

P,=(1+R)P, +a=(1+R)' P, +(1+R)a+a

P,=(1+R) Py+a[1+(1+R)+(1+R) +-+(1+R)"]

La expresién que estd entre corchetes es la suma de la progresién geométrica creciente, igual a

L= U+R) -1
[+ =
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Utilizando este resultado, la solucién puede escribirse como:
_ t, 4 -
P[—PO(1+R)+R[(1+R) 1]

El primer componente de la suma es el valor futuro del saldo inicial y el segundo componente es el
valor futuro de los pagos periédicos.

Cuando el saldo inicial es cero, la solucién se convierte en la conocida férmula del valor futuro de
la anualidad de pagos iguales.

VALOR PRESENTE DE UNA ANUALIDAD

(Cudl es el valor presente de la anualidad del ejemplo 17
Urtilizando la férmula del valor presente, podemos calcular:

VFA _ 53091

VPA = (1+R)" 1.03°

=451.97

Para comprobar este resultado podemos usar un diagrama de tiempo y valor semejante al del
ejemplo 1, pero llevando los valores de los cinco pagos al afio cero.

100(1.03)~°

100(1.03)

100(1.03)~

100(1.03)
100(1.03)'|1 sl | | |
! ! ) ! } }

100 100 100 100 100

Al sumar los valores presentes de los pagos mensuales, obtenemos:

1 1 1 1 1
VPA_ =100 — + +
0035 (1.03 1.03%  1.03° 1.03* 1.03

) — 457,97

Utilizando los stmbolos, tenemos:

1 1 1 1
+ + + e 4

(1+R) (1+R)" (1+R)’ (1+R)"

VPAR, =a
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Al sumar las expresiones que estdn entre corchetes tenemos:

S
ARSI S N (IR 1 1
I1+R (1+R)" (1+R) (1+R)" R R (1+R)"

Sustituyendo, obtenemos la férmula para el valor presente de una anualidad:

- 1

VPA, =2 |1- ———
R (1+R)"

Podemos obtener el mismo resultado aplicando la férmula del valor presente a la férmula para
el valor futuro de la anualidad:

VPA, . =VFA L =a(1+R)n_1 L o _af_ U
o o (1+R)" R (1+R)" R{ (1+R)

Formas alternativas de escribir la férmula del valor futuro de una anualidad:

IR YA B (s
R R{ (1+R)" R(1+R)"

VPAR  =a

EJEMPLO 1

Una aseguradora nos ofrece una anualidad de 2000 Udis quincenales durante los proximos 20
afos. La tasa de interés es 6% anual, compuesta quincenalmente. ;Cuanto podemos pagar por
esta anualidad?

a = 2000, R = 0.06/24 por quincena, n = 24(20) = 480 quincenas

Solucion: Aplicamos la férmula para el valor presente de la anualidad:

a2l 1 | 2000 [1 1

. 1™ 50008 = J = 558683.53
(1+R) : 1.0025

Respuesta: En el momento actual, la anualidad vale 558683.53 Udis.

EJERCICIO DE COMPROBACION

Calcule el valor presente de 36 mensualidades de $4 500, si la tasa de interés es de 12%.

Respuesta: VPA = $135483.77
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EJEMPLO | 2

La educacién de un estudiante costara 10000 Udis por semestre, durante los préoximos siete afos. Las
cuentas en Udis rinden 5% anual, compuesto semestralmente. Se quiere establecer un fideicomiso
hoy para que se encargue del pago de las colegiaturas semestrales. ;Cuanto se deberia depositar
en el fideicomiso?

a = 10000, R = 0.05/2 = 0.025 semestral, n = 7(2) = 14 semestres

Solucién: Aplicamos la férmula para el valor presente de la anualidad:

_ 10000 [1_ 1

VPA =
1.025"

=116909.1
0.025,14 0.025 J

Respuesta: En el fideicomiso hay que depositar 116909.1 Udis.

PROBLEMA METODOLOGICO

A todos los padres de familia una universidad les ofrece la posibilidad de adquirir un certificado ne-
gociable de pago de colegiatura por uno o0 mas semestres a precios de hoy, pagando en efectivo. El
certificado de colegiatura sera respetado en el futuro en cualquier campus del sistema.

a) ¢Qué supuestos acerca del ritmo de crecimiento del costo de la colegiatura y las tasas de interés
en el futuro tiene que hacer un padre de familia para aceptar esta oferta de la universidad?

b) ¢Qué supuesto hace la universidad?

Respuesta:

a) La persona que acepta la oferta supone implicitamente que en el futuro las colegiaturas van a
crecer a un ritmo mayor que el rendimiento que él (o ella) puede obtener en el mercado de dinero,
o invirtiendo los fondos en su negocio. Obsérvese que la inflacion esperada no entra directa-
mente en este calculo. Entra indirectamente como un factor en la determinacion de las tasas de
interés en el futuro. Comprar la colegiatura hoy para uso futuro es equivalente a establecer un
fideicomiso, cuyo rendimiento es igual al ritmo de crecimiento anual de las colegiaturas de la
universidad. Es un tipo de ahorro forzoso con un rendimiento garantizado.

&

La universidad supone que utilizando los fondos eficientemente para la expansién de las instala-
ciones obtendra un rendimiento mayor que la tasa de crecimiento de las colegiaturas; ademas,
desea amarrar a los clientes futuros.

EJEMPLO | 3

¢ Qué términos de adquisicién de un automovil son mas ventajosos:
a) pagar $85000 al contado?
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b) pagar un enganche de $20000 y 24 mensualidades de $3000, si la tasa de interés es de 18%
compuesta mensualmente?

a =3000, R=0.18/12 =0.015almes, n = 24 meses

Solucién: Para comparar las dos alternativas es necesario calcular el valor presente de la alternativa
b), dado que el VP de la alternativa a) es igual a 70 000.

El valor presente de las 24 mensualidades es:

3000
VPA = 1
0.015,24 0.015 (

T
1.015%

) = 60091.22

Sumando a esta cantidad el enganche, obtenemos el valor presente de la alternativa b)

VP, = 20000 + 60091.22 = 80091.22 < VP, = 85000

Respuesta: Resulta mas ventajoso comprar el automévil a plazos.

Observacion: Esta respuesta es correcta si la persona que tiene el efectivo lo puede invertir a 18%.

PLAZO

Si conocemos el valor presente de la anualidad y el pago periédico, podemos despejar el nd-
mero de pagos: el plazo de la anualidad.

EJEMPLO 1

Un automovil cuesta $90 000. El enganche es de $20 000. La tasa de interés aplicable es de 18%,
compuesta mensualmente. ¢Cuantos pagos mensuales de $4 000 hay que hacer para comprar el
automovil?

VPA = 50000, a =4000, R=0.015mensual, n=7?

Solucién: El valor presente de las n mensualidades es:

70000 = +9%0 (1 ! )

0.015 N 1.015"

Para despejar n, primero multiplicamos ambos lados de la ecuacién por 0.015 y a continuacion
dividimos entre 4 000.

1

02625 =1— ———
1.015"

Después de reordenar los términos, tenemos:

1
1.015"

=0.7375
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Ahora, dividimos ambos lados entre 0.7375 y multiplicamos por (1.015)".

(1.015)" = 1.3559
Para finalizar, sacamos los logaritmos y despejamos n:
nlog(1.015) = log 1.3559
n = 0.693/0.0392 = 20.45 = 20 meses y 14 dias

Cuando el numero de pagos no es un numero entero, el procedimiento generalmente aceptado es
que junto con el ultimo pago el deudor paga también el saldo restante. Para calcular este saldo,
tenemos que restar del valor de la deuda después de 20 meses el valor de los pagos efectuados.

Después de 20 meses, el valor futuro de los abonos de $4 000 sera:

4000 (1 01520 —1) = 9249467
0.015

Mientras tanto, el valor futuro de la deuda sera:

70000(1.015)2° = 94279.85

La diferencia, esto es, $1785, la tendra que pagar el deudor junto con su abono niimero 20. Esta
diferencia constituye 45% de un abono normal.

Una manera aproximada de calcular la diferencia es multiplicar la mensualidad por 0.45. El resultado
es: 0.45(4000) = 1800, que es una aproximacion aceptable.

Respuesta: Es necesario realizar 20 pagos de $4 000, mas una diferencia de $1785.

Secuencia en la calculadora financiera:

12 PAN, MODO FINAL, CLEAR DATA

N %IA VA PAGO VF
! 18 70 000 —4 000 0

Al pulsar la tecla N, obtenemos la respuesta: N = 20.45.
Para calcular qué saldo queda después de pagar 20 mensualidades de 4000, ingresamos 20 en
el registro N y, al oprimir la tecla VE obtenemos la respuesta: VF = 1785.2. Este saldo de la
deuda después de 20 pagos hay que liquidarlo junto con el dltimo pago.

;Cual serfa la respuesta al problema 1 si, en vez de una mensualidad de $4 000 se tratara
de liquidar la deuda mediante pagos de $1 050 mensuales? Repetimos la solucién sustituyendo

a = 2000:



Si la mensua-
lidad apenas
cubre los inte-
reses, la deuda
no se amortizara
nunca.

El deudor que no
puede pagar un
abono mayor a
los intereses que
genera la deuda
no es sujeto de
crédito.

PLazo 119

7OOOO=1050 (l— L )
0.015 1.015"

1— 1
1.04™

1
1.04™

La ecuacién de arriba sélo puede tener sentido como tendencia, cuando n se vuelve infinita-
mente grande: n — oo,

Este resultado no debe sorprender, ya que $1 050 no es una cantidad cualquiera. Es exac-
tamente igual al monto de los intereses: 70000(0.015) = 1050.

Podemos ir mds alld con nuestro ejemplo:

(Cuéntas mensualidades tendrfa que hacer el comprador si deseara pagar una mensuali-
dad nada ms de $1000?

Repetimos la solucién sustituyendo: a = 1500

70 000 = IOOO(I— ! )

0.015 1.04"
1.05=1- !
1.04"
Lo~ —0.05
1.04"

Esta expresién no tiene solucién. No hay ningin valor de n que la cumpla. La explicacién
l6gica a esta aparente paradoja es sencilla: si la mensualidad no cubre siquiera los intereses, la
deuda no sélo no se pagard nunca, sino que va a crecer.

Antes de la devaluacién de diciembre de 1994 los bancos enfrentaban la siguiente situa-
cién: exceso de fondos prestables, altas tasas de interés y personas con bajos ingresos. La gran
mayoria de los compradores potenciales de las casas no eran sujetos de crédito, porque sus
ingresos eran insuficientes para pagar los intereses. Los bancos “resolvieron” este problema
aparentemente insoluble introduciendo en escala masiva un esquema de refinanciamiento:*

1. El cliente pagaba una mensualidad menor que el interés generado por la deuda.
2. Los intereses no pagados se capitalizaban, aumentando el monto de la deuda.

3. El incremento de la deuda primaria fue financiado por un crédito secundario, que se con-
trataba al mismo tiempo que el crédito primario.

*También conocido como hipoteca con tasa de interés ajustable.
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El refinancia-
miento es util
cuando el deudor
enfrenta proble-
mas de liquidez.
Resulta inacep-
table cuando

el deudor no es
sujeto de crédito.

Los ejecutivos bancarios explicaban a los clientes que de alguna manera la deuda que estaba
creciendo todo el tiempo en el futuro iba a desaparecer. Nadie entendia cémo, pero el esque-
ma parecfa bastante atractivo.

Los hechos demostraron que el esquema de refinanciamiento, aplicado en gran escala, era
muy arriesgado y a la postre resulté ser fatal para los bancos. No se sabe con certeza qué célculos
hicieron los bancos al aplicar este esquema. Sélo podemos conjeturar que el supuesto en que
se fundamentaba el refinanciamiento era que en el futuro las tasas de interés iban a bajar y/o
los ingresos de los deudores iban a subir. Después de la devaluacién ocurrié exactamente lo
contrario. Estallé la crisis de la cartera vencida y en 1995 todos los bancos mexicanos se encon-
traban en quiebra técnica. Los bancos fueron rescatados por Fobaproa,! pero el problema de la
cartera vencida todavia no esta resuelto.

Algunos deudores demandaron a los bancos ante los tribunales, alegando que el esquema
de financiamiento no fue un error financiero, sino una trampa. Segln este argumento, los
bancos proponfan a sus clientes un esquema incomprensible, pero que inevitablemente con-
ducfia a la insolvencia. El esquema de refinanciamiento nunca era viable, aumentaba la deuda
en forma continua y tenfa que desembocar en la suspensién de pagos. Segtin los abogados de
los deudores, los bancos sabfan todo esto y simplemente deseaban adjudicarse las garantfas (las
casas compradas con créditos hipotecarios). Si fuese asf, los contratos no tienen valor legal,
porque desde inicio se basaban en mala fe y en un afin de engafio.

Resulta dificil juzgar si el esquema de refinanciamiento en los créditos hipotecarios antes
de 1995 fue un error financiero, o un esquema fraudulento por parte de los bancos. De cual-
quier manera es un buen ejemplo de que el desconocimiento de las matemdticas financieras
puede conducir a situaciones desastrosas.

PAGO PERIODICO (FLUJO ANUAL EQUIVALENTE)

El pago periédico (o renta) es el flujo anual (periédico) equivalente al valor presente o al valor
futuro. Su valor se puede obtener despejando a de las férmulas del valor presente (o futuro) o
calculando la variable PAGO en el médulo VTD de la calculadora financiera.

EJEMPLO 1

Un préstamo hipotecario de $200000 a 10% debe ser liquidado en tres pagos anuales (al final de
cada ano). ¢ Cual debe ser el pago anual?

a="1?, R=0.1anual, n=3afos

Solucion: El valor presente de las tres anualidades es:

200000 = -2 [1- — | = 2(2.4869)
0.1 1.13

LEl Fobaproa (Fondo Bancario para la Proteccién del Ahorro) en 1999 fue sustituido por el IPAB (Instituto de
Proteccién al Ahorro Bancario).



PAGO PERIODICO (FLUJO ANUAL EQUIVALENTE) 121

a =200 _ g553

2.4869

Respuesta: El pago anual es $80 423.

Secuencia en la calculadora financiera:

1 PAN, MODO FINAL, CLEAR DATA, N = 3, %IA = 10, VA = 200000

N %IA VA PAGO VF
3 10 200 000 ! 0

Para obtener la respuesta pulsamos la tecla: PAGO = -80 422.96

La férmula general para el pago periédico es:

R-VPA _R-(1+R)"-VPA

5
(1+R)"

El concepto de flujo anual equivalente es muy dtil para comparar anualidades de diferente
duracién (proyectos con vidas diferentes), o para comparar flujos de efectivo irregulares. En
este tltimo caso, llevamos todos los pagos al presente (o al futuro) y calculamos el flujo anual
equivalente a los pagos irregulares. Dado que en el médulo ECA] de la calculadora financiera
el flujo anual equivalente lleva el nombre de SNU (serie neta uniforme), de aquf en adelante
utilizaremos SNU como sinénimo del flujo anual equivalente.

EJEMPLO | 2

Un automovilista puede comprar una llanta normal que cuesta $250 y dura 40000 kilémetros, o una
llanta sUper que cuesta $500 y dura 100000 kildmetros. Mientras duran, las dos llantas ofrecen la
misma seguridad y comodidad. La tasa de interés es de 15% anual. ;Qué llanta deberia seleccionar
el automovilista?

Solucion: Una revista del consumidor proporcioné una respuesta incorrecta. La llanta stper es mas
econdmica porque cuesta menos por cada 1 000 kilémetros: $5 contra $6.25 de la llanta normal. Esta
respuesta es errénea porque ignora el valor del dinero en el tiempo. La respuesta correcta depende
de cuantos kilémetros en promedio recorre el automovilista en un afio.

Caso 1
Se supone que el recorrido de nuestro automovilista es de 10 000 kilémetros por afio.

Ahora tenemos que convertir el precio de la llanta en un costo anual. Es necesario contestar la si-
guiente pregunta: ¢qué flujo de efectivo anual durante la vida de la llanta es equivalente al precio de
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la misma? Obviamente se trata de una anualidad en la cual el precio de la llanta es el valor presente
de la anualidad y la vida de la llanta en afios es el periodo.

VPA = a[1 —1]
Rl (1+R)"

Llanta normal: n = 4, VPA = $250, R = 15%
Sustituyendo estos datos despejamos la renta: a = 87.56
El costo anual de la llanta normal (costo anual equivalente) es de $87.56.

Tenemos aqui una importante ilustracion del concepto de los flujos equivalentes: $250 ahora es
equivalente a cuatro flujos de efectivo de $87.56, pagaderos al final de cada uno de los siguientes
cuatro afos. El vendedor de llantas, en vez de cobrar en efectivo, pudo haber cobrado una renta
anual de $87.56 por el derecho de usar la llanta.

Alternativamente, si en vez de comprar la llanta, el automovilista hubiera depositado los $250 en una
cuenta que rindiese 15% anual, habria recibido cuatro pagos anuales de $87.56 cada uno. Desde
este punto de vista, $87.56 es el costo anual de la llanta (costo de oportunidad).

Ahora calculamos la renta equivalente para la llanta super, utilizando en este caso la calculadora
financiera:

1 NO.P ANO, MODO FINAL, CLEAR DATA

N %IA VA PAGO VF
10 15 500 ? 0

Al pulsar la tecla PAGO, obtenemos la respuesta: $99.63.
El costo anual de la llanta stper es de $99.63.

Respuesta 1: Si el recorrido anual es de 10000 kilémetros, la llanta normal resulta mas econémica,
porque su costo anual equivalente resulta mas bajo.

Reflexion sobre matemadticas financieras
Interpretacion econémica

La debilidad de la solucién del ejemplo 2 es el uso de la tasa de interés nominal. Una tasa nominal
alta incluye un fuerte componente de la inflacién, por lo que es dificil suponer que se mantendra
constante en periodos prolongados. La inflacién alta es, al mismo tiempo, inestable: igualmente
puede subir o bajar. En nuestro caso, si la inflacién subiera, la llanta m4s duradera hasta cierto
punto nos protegerfa contra la inflacién. Después de cuatro afios no tendrfamos que reemplazar la
llanta a un precio seguramente mucho mds alto que ahora. En un ambiente inflacionario puede ser
preferible comprar productos m4s duraderos aunque sean méds caros.
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Desde el punto de vista de métodos para evaluar proyectos, el de las llantas es un caso de dos
proyectos mutuamente excluyentes con vidas diferentes.

Caso 2

Repetiremos el calculo para un automovilista que recorre 25000 kildmetros al afio.
Llanta normal: n = %/, = 1.6, VPA = $250,R =15 = a=187.14

Llanta stper: n = 4, VPA = $500, R = 15 = a=175.13

Respuesta 2: Para un recorrido anual de 25000 kildmetros la llanta super es mas econémica.

EJEMPLO | 3

Continuamos con el ejemplo 2. Los investigadores del productor de llantas descubrieron un método
para prolongar la vida de la llanta super a 125000 kilometros, pero el costo de produccion seria mas
alto. Una investigacion de mercado indica que un automovilista promedio recorre 25000 kilbmetros
al afoy R = 15%. ¢Qué precio puede cobrar el productor por la nueva llanta stper extra?

Solucién: Hay dos maneras de resolver el problema:

1. Para un automovilista promedio, la nueva llanta durara un afo mas (cinco en vez de cuatro). En
el quinto ano, la llanta proporcionara el servicio, cuyo valor anual es de $175.13. El incremento
del precio de la llanta no puede ser mayor que el valor presente de esta cantidad:

175.13
1.15°

VP(175.13) = - 87.07

2. ¢Cuél es el valor presente de una anualidad de $175.13 que dura cinco afios?
Utilizando la calculadora financiera, tenemos:
1 PAN, MODO FINAL, N = 5, %IA = 15, PAGO = 175.13 = VP = 587.07

Respuesta: El productor no puede cobrar por la nueva llanta mas de $587.07. Si cobra menos, la
nueva llanta puede ser atractiva para un automovilista comun. A precio de $587.07 la nueva llanta
seria rentable para los automovilistas que recorren mas de 25 000 kilémetros al afio. Si el costo adi-
cional de la nueva llanta es menor de $87.07, puede ser rentable iniciar la produccion.

En el capitulo siguiente aprenderemos a resolver problemas como los de los ejemplos 2 y 3
utilizando el concepto de costo capitalizado.

TASA DE INTERES

Resulta imposible despejar la tasa de interés de la férmula del valor futuro (o presente) de
una anualidad. En estos casos se aplica un procedimiento de tanteo (prueba y error o aproxi-
maciones sucesivas). Cuando los resultados ya se acercan al resultado correcto, se aplica el
procedimiento de interpolacién.
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EJEMPLO 1

Un banco presta $2401.8 a cambio de un pagaré en el cual uno se compromete a pagar $1000 al
final de cada uno de los tres afios siguientes. ;Qué tasa de interés esta cobrando el banco?

VPA =24018, a=1000, n=3, R=7?

Solucion: Utilizamos la formula del valor presente de una anualidad:

VA, = 24018 =120 [y T
' (1+

R)’

Ensayamos: R=011 = VPA;3=2443.7

R=0.13 = VPAy,,=2361.1

Con base en estos dos ensayos podemos constatar que, puesto que el valor del préstamo (2401.8)
esta en el intervalo (2361.1, 2443.7), la tasa de interés deberia estar entre 11 y 13%, mas o menos,
entre estas dos tasas. Conjeturamos que la tasa correcta es R = 12%.

Efectivamente, si R=012 = PVA;,3 =2401.8

Respuesta: El banco cobra una tasa de 12%.

En la practica no es tan fécil atinar. Las aproximaciones sucesivas e interpolaciones pueden
ser muy molestas. Afortunadamente la tecnologfa viene al rescate. La calculadora financiera
permite encontrar la tasa de interés de una anualidad si se tienen los valores de las demds
variables. Las calculadoras cientificas (TI Voyage 200) tienen la funcién solve, que permite
introducir una ecuacién y después calcular el valor de cualquiera de sus variables, si se propor-
cionan los valores de las variables restantes. También se pueden utilizar paquetes matematicos
para la computadora, como el Maple, u hojas de cédlculo (Excel).

La secuencia de pasos para resolver el ejemplo 1 en la calculadora HP 17BII:

FIN, VDT, 1 PAN, MODO FINAL, CLEAR DATA

N %IA VA PAGO VF
3 ? 2401.8 -1 000 0

Al pulsar la tecla obtenemos la respuesta: 12.0008.

El procedimiento de aproximaciones sucesivas e interpolacién se aplica sélo cuando no
tenemos acceso a ninguna de las herramientas que proporciona la tecnologia moderna.

En los anuncios de los diferentes planes de financiamiento tipicamente no se menciona la
tasa de interés, o la tasa de interés publicada no es la que verdaderamente pagar4 el cliente.
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EJEMPLO | 2

El anuncio para vender un automovil proporciona la siguiente informacion:

Un atractivo precio de contado de $162000, o $56 700 de enganche y 36 mensualidades fijas de
$4298. ;Qué tasa de interés esta cobrando el distribuidor?

n=236, a=4298, R=7?
Solucion: El valor presente es el precio al contado menos el enganche:

VP = 162 000 - 56 700 = 105 300

Ahora buscamos una tasa de interés que iguala el valor presente de $105300 con 36 pagos men-
suales de $4298 cada uno.

Para encontrar la tasa de interés utilizamos la calculadora financiera:

FIN, VDT, 12 PAN, MODO FINAL, CLEAR DATA

N %IA VA PAGO VF
36 ? 105 300 -4 298 0
Al pulsar la tecla obtenemos la respuesta: 26.98%.

Respuesta: El distribuidor de automoéviles cobra una tasa de interés de 27% compuesta mensual-
mente. La tasa efectiva es de 30.58%.

Dado que en el momento de aparecer este anuncio de venta el rendimiento de los Cetes a
un afio era de 16%, con tendencia a la baja, la tasa de interés que cobra el distribuidor era
bastante elevada.

EJEMPLO | 3

En el mismo anuncio del ejemplo 2 se proporciona una alternativa llamada Plan Multiopcion. Segun
este plan, el enganche es de $40500, 24 mensualidades fijas de $3936.92 y el valor futuro minimo
garantizado de $81000. ¢ Qué tasa de interés esta cobrando el distribuidor?

n=24, a=23936.92, VF=281000, R="?
Solucion: El valor presente es el precio al contado menos el enganche:
VP = 162000 - 40500 = 121500

Ahora buscamos una tasa de interés que iguala el valor presente de $121500 con 24 pagos men-
suales de $3936.92 mas el pago final de $81000.
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FIN, VDT, 12 PAN, MODO FINAL, CLEAR DATA

N %IA VA PAGO VF
24 ? 121 500 —3936.92 —81000

Al pulsar la tecla obtenemos la respuesta: 26%.

En realidad no sabemos qué significa la expresion “el valor futuro minimo garantizado”. Si el valor
futuro es mayor, como consecuencia de una mayor inflacion de la que se prevé ahora, la tasa de
interés ex post también resultara mayor. Por ejemplo, si el pago de liquidacion fuera de $100000, la
tasa de interés seria de 32.49%.

EJEMPLO | 4

Un anuncio de Chrysler 300M, aunque un tanto confuso, sirve para ilustrar varios conceptos de
matematicas financieras. El anuncio dice: $318700 al contado o 24 mensualidades de $12 102 mas
35% de enganche con 18% de interés. ¢ Es consistente este anuncio?

n=24, a=12102, R=18%

Solucién: Primero calculamos que el valor presente de 24 mensualidades de $12 102 con la tasa de
18% es igual a $242407.97. Dado que el enganche es de 35%, esta cantidad debe constituir el 65%
del precio. Asi, el precio debe ser:

0.65P = 242407.9 = P = 372935.33
Si el precio es de $372935.33, el enganche debe ser de (0.35) - 372935.33 = 130527.37. Si selec-

cionamos el plan de financiamiento dejamos de pagar la diferencia entre el precio al contado y el
enganche:

318700 — 130527.37 = 188172.63

A cambio de ese ahorro nos comprometemos a pagar 24 mensualidades de $12102. ;Cuél es la
tasa de interés que iguala el valor presente de $188172.63 con 24 pagos de $12102? Utilizando
la calculadora financiera tenemos:

N %IA VA PAGO VF
24 ? 188 172.63 —-12 102 0

Al pulsar la tecla obtenemos la respuesta: 45.71%.

La tasa de interés implicita en el anuncio es de 45.71% nominal, o sea 56.6% efectiva. Dado que los
Cetes rinden sélo 16%, este resultado nos parece inverosimil. Para averiguar los datos acudimos a
la pagina de Chrysler en internet y conseguimos la siguiente cotizacion, igualmente inconsistente:
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CHRYSLER 300M 24 MESES 18.00% INTERES

Precio de lista: $342 078.70
Enganche: $127 220.80
Mensualidad: $12 105.95
Plazo: 24 meses

El enganche de 35% deberia ser: 0.35(342078.7) = 119727.54. La diferencia se debe al seguro
obligatorio en las compras a crédito. Incluso si el enganche fuera de $119727.54, es facil demostrar
que la tasa de interés sobre el saldo insoluto es mucho mas alta que el 18% anunciado.

Seleccionando el plan de financiamiento dejamos de pagar la diferencia entre el precio al contado
(no el precio de lista) y el enganche:

318700 — 119727.54 = 198972.45
A cambio de ese ahorro nos comprometemos a pagar 24 mensualidades de $12105.95. La tasa de
interés que iguala el valor presente de $198972.45 con 24 pagos de $12105.95 es de 39.36%

La diferencia en las tasas de interés se debe a que Chrysler calculé su tasa con base en el precio
de lista, mientras que el cliente que compara las alternativas al contado contra financiamiento debe
tomar como base el precio al contado, que incluye un fuerte descuento.

La moraleja es que, al evaluar todo tipo de planes de financiamiento, uno debe ser muy cuidadoso
y aplicar correctamente los principios de matematicas financieras.

Cobro de intereses sobre el saldo inicial

EJEMPLO | 5

Un anuncio en el periédico proporciona los siguientes datos:
Precio al contado: $120000, enganche: $40000, n = 24 meses, a = 4533.33 mensual, R = 18%.
¢ Es consistente este anuncio?

Solucion: Introduciendo los datos del problema en el médulo VDT, tenemos:

FIN, VDT, 12 PAN, MODO FINAL, CLEAR DATA

N %IA VA PAGO VF
24 ? —180000 | 4533.33 0

Al pulsar la tecla obtenemos la respuesta: 31.45% (con la tasa de interés de 18% el pago
mensual seria $3993.93).

¢ Como calculd el autor del anuncio la mensualidad con la tasa de interés de 18%?
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Respuesta: Cobr¢ los intereses por anticipado, calculando todos los intereses sobre el saldo inicial.
Esto viola la regla fundamental que dice que los intereses deben calcularse sobre el saldo insoluto.

Interés total = 0.18 x2 afos x80 000 del saldo inicial = 28 800

+
Pago mensual = %480%0 = 4533.33

El cobro de intereses sobre el saldo inicial es un método para disfrazar la tasa de interés que se esta
cobrando en realidad. En nuestro ejemplo se esta cobrando la tasa de 31.45%, pretendiendo que
es apenas de 18%.

ANUALIDADES ANTICIPADAS

Figura 6.1

El valor futuro de
una anualidad
anticipada es el
valor futuro de una
anualidad ordinaria
llevado un periodo
hacia el futuro [mul-
tiplicado por

(1 +R)].

En el caso de las anualidades anticipadas los pagos se efectdan al principio de cada periodo.
En la prictica hay pocas anualidades de este tipo. El cédlculo de estas anualidades requiere
una modificacién de las férmulas de las anualidades ordinarias. En todos los paquetes compu-
tacionales (y las calculadoras) hay que especificar cudndo se recibe el pago. El programa ya
se encarga de modificar las férmulas pertinentes. En la calculadora HP 17BlI, por ejemplo,
cambiamos el MODO FINAL al MODO INICIAL.

La anualidad anticipada es la anualidad ordinaria desplazada un periodo hacia adelante.
En la anualidad anticipada cada pago tiene un periodo mds en que producir intereses. En
consecuencia, el valor futuro de una anualidad anticipada es el valor futuro de una anualidad
ordinaria multiplicado por (I + R).

VFA = (1 + R)VFA

anticipada ordinaria

— VFA (ordinaria)

( a a a ) (1+—R)> VFA (anticipada)

VFA (ordinaria)
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EJEMPLO 1

Un trabajador deposita $100 al principio de cada mes en una cuenta que rinde 2% mensual. ;Cual
sera su estado de cuenta el ultimo dia del afio?

a =100, R =0.02, n=12, VFA =?

Solucién: Si consideramos el dia 1 de diciembre (cuando el trabajador hace su ultimo deposito), el
saldo de la cuenta sera igual al valor futuro de una anualidad ordinaria.

(1+R)" —1 (1.02)"* - 1
VFAL _o02,n=12 = @ R = 100 e —1341.2

Durante diciembre, esta cantidad aumentara por el interés ganado en este mes:
1341.2(1 + 0.02) = 1 368

Respuesta: El Gltimo dia del afio el saldo sera de $1368.

En la calculadora financiera seguimos esta secuencia de pasos:

En el médulo VDT pulsamos OTRO, INIC, EXIT; la pantalla debe decir:
1 NO.P ANO, MODO INICIAL. Pulsamos CLEAR DATA e introducimos los datos.

N %IA VA PAGO VF
12 2 0 100 ?

Al oprimir la tecla del mend VF obtenemos la respuesta correcta: 1368.03.
Expresando simbdlicamente lo que hicimos en el ejemplo 1, tenemos:

VFA s = (L R) S [(1+R) ~1] = (%) [(+R)" 1]

En el caso del valor presente de una anualidad anticipada se procede en forma semejante.

EJEMPLO | 2

Rentamos una casa por la cual tenemos que pagar $1000 al principio de cada mes. Tenemos efec-
tivo y deseamos averiguar cuanto hay que pagar para liquidar la renta anual con un solo pago el 1
de enero. La tasa de interés mensual es de 3%.

a=1000, R=0.03, n=12, VPA=7?
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Solucién: La renta del primer mes ya esta en su valor presente. A ella hay que sumar el valor pre-
sente de las restantes 11 rentas, que se calcula aplicando la férmula para el valor presente de una
anualidad ordinaria (de 11 pagos).

VPA

anticipada

—1000+ 000 f4 111 = 1000 +9252.6 = 10252.6.
Y (1.03)

Respuesta: Podemos liquidar la renta anual con un pago Unico de $10 252.6.

En la calculadora:
1 NO.P ANO, MODO INICIAL, CLEAR DATA

N %IA VA PAGO VF
12 3 ! 1000

Al oprimir la tecla del ment VF obtenemos la respuesta correcta: 10252.62.

Expresando simbélicamente lo que hicimos en el ejemplo 1, obtenemos una férmula para el
valor presente de una anualidad anticipada:

VPAanticipada =a+ i |:1 - (1:|

Figura 6.2 |

El valor presente de

una anualidad an- 0 1 2 3 l
ticipada es la suma \ Y

del primer pago y 4 4 B

el valor presente
de una anualidad
ordinaria en la cual
el nimero de pagos Y

esn—1. C )
a a a

VPA (ord.,,R,n — 1) *+—
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EJERCICIO DE COMPROBACION

Calcule el valor presente de cinco pagos trimestrales de $36 000, si la tasa de interés es de 14%.
Los pagos deben hacerse al principio de cada trimestre.

Respuesta: $168 230.3.

En la prictica, el calculo de las anualidades puede ser bastante complicado. Existen posi-
bilidades ilimitadas de combinacién de diferentes casos. En el siguiente capitulo estudiaremos

las anualidades m4s complicadas.

FORMULAS DEL CAPITULO

Valor presente

Anualidad vencida

VPA, =411
" Rl (1+R)

Anualidad anticipada

a 1
VPA =a + |1 - —————
" R|: (1 R)n1:|

Términos clave

Anualidades anticipadas

Anualidades simple, ordinaria e inmediata
Célculos en términos reales

Cartera vencida

Deudor sujeto de crédito

Flujo equivalente

[lusién monetaria

Interpolacién

Valor futuro

Anualidad vencida
a n
VFA,, = E[(1 +R)" 1]

Anualidad anticipada

VFA, = (1 +R) % [(1+R)" 71]

Pago periédico

Plazo

Progresion geométrica

Refinanciamiento

Sensibilidad del valor futuro respecto a las tasa
de interés

Valor futuro de una anualidad

Valor presente de una anualidad
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PREGUNTAS Y PROBLEMAS

10.

11.

;Qué cantidad acumularemos en ocho meses, si al finalizar cada mes efectuamos un pago de $1 000 en una
cuenta que rinde 21.4% anual compuesto mensualmente?

Al final de cada mes, un trabajador hace un depésito de 1000 Udis en su cuenta de retiro voluntario, que
tiene un rendimiento garantizado de 5% anual, compuesto mensualmente. ;Qué cantidad tendré el traba-
jador en su cuenta después de 15 afios?

Cada quincena un nifio efecta un depésito de $150 en su cuenta de ahorro que rinde 20%, compuesto
quincenalmente. ;De qué cantidad dispondra el nifio para sus vacaciones, después de 10 meses de ahorro?

El sefior Védzquez quiere comprar un automévil al contado. Estima que en un afio y medio el automévil que
¢l desea costard $250000 pesos. ;Qué cantidad tendra que ahorrar cada mes para comprar el automévil en
18 meses, si su cuenta de ahorro le rinde 18% compuesto mensualmente?

Una empresa compré una maquina por $1 millén. La maquina se deprecia en linea recta en cinco afios.
Supongamos que el monto de la depreciacién anual se invierte en un fondo que rinde 23% anual.

a) ;Qué cantidad se acumulara en cinco afios?

b) ;Serd suficiente esta cantidad para reemplazar la méquina, si durante los afios siguientes el costo de este
tipo de mdquina crece en promedio a un ritmo de 15% anual?

Est4 usted haciendo una planificacién de su retiro. La aportacién bimestral de su patrén a la cuenta de
retiro es de 1500 Udis. Calcule el estado de su cuenta de retiro después de 30 afios para tres escenarios
posibles:

a) El rendimiento de la cuenta serd 4.5% durante todo el periodo.
b) El rendimiento serd de 4.5% en los primeros 10 afios y 3.5% en el periodo restante.

c) Elrendimiento serd de 4.5% en los primeros 10 afios, 3.5% durante los siguientes 10 afios y tan sélo 2%
durante los dltimos 10 afios.

Un jubilado compra una anualidad de $80000 anuales por 20 afios. La aseguradora que vendi6 la anualidad
se compromete a mantener el poder adquisitivo de la misma y utiliza la tasa de interés de 4%. ;Qué canti-
dad pagé el jubilado por la anualidad?

Para comprar un automévil es necesario hacer un pago inicial de $45 000 y 36 pagos mensuales fijos
de 4500 cada uno. ;Cudl es el valor equivalente del automévil al contado, si la tasa de interés es de 28%
compuesto mensualmente?

En un semestre mds su hijo empieza su carrera de nueve semestres en una universidad privada. El costo de
la colegiatura, seguro y otras cuotas es de 12000 Udis por semestre. ;Cudnto le costara hoy un fideicomiso
que pagaré las colegiaturas de su hijo, si el rendimiento en Udis es de 4.5% anual?

Compra una casa con un crédito hipotecario de $400000. La tasa de interés es de 30% anual. ;Cual debe
ser el pago mensual si la hipoteca es por 25 afios?

Observacién: Si la tasa de interés es variable, lo que calcula usted es la mensualidad inicial, mientras la tasa
de interés no cambie.

En su cuenta en el fondo de jubilacién de su empresa, el sefior Ramirez acumulé $950000. ;Qué mensua-
lidad (ajustada periédicamente por la inflacién) puede ofrecerle el fondo durante los préximos 25 afios, si
el rendimiento promedio que genera el fondo es de 5.5% en términos reales?
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Una empresa solicita un préstamo de $400000 a un afio. El préstamo serd liquidado mediante 12 mensua-
lidades, pagaderas al final de cada mes. La tasa de interés anual es de 48%.

a) ;Cuadl es el monto de cada mensualidad?
b) Al terminar de pagar su deuda, ;qué cantidad habrd pagado la empresa por concepto de intereses?

Se contraté una deuda hipotecaria por $200000 a 15 afios a una tasa anual de 24%. Calcule el monto de
la mensualidad.

Un Jetta VR6 cuesta 100000 Udis y puede recorrer 250000 kilémetros. Un Mercedes Cldsico cuesta 150000
Udis y puede recorrer 500000 kilémetros. Los Udis rinden 4% anual. Supongamos que el costo anual de
mantenimiento (tenencia, seguro, gasolina, etc.) de los dos automéviles es igual.

a) Qué automovil tiene un costo (anual) de adquisicién mds bajo para un automovilista que recorre
25000 kilémetros al afio?

b) Calcule la tasa de interés para la cual son iguales las dos opciones.

Se pretende pagar una deuda de $100000 con mensualidades de $3 500. La tasa de interés es de 3% men-
sual. ;Cudntas mensualidades hay que pagar?

Para saldar una deuda de $80000 hay que pagar 24 mensualidades de $5000. ;Cu4l es la tasa de interés
mensual?

Una aseguradora ofrece al candidato a jubilarse el siguiente trato: si paga hoy el equivalente de 200000
Udis, durante los siguientes 25 afios recibird una renta mensual de 1000 Udis. ;Qué tasa de interés ofrece
la aseguradora?

Usted recibe un préstamo de $30000 a cambio del cual firma 20 pagarés de $2 000 cada uno, pagaderos al
final de cada uno de los siguientes 20 meses. ;Qué tasa de interés (nominal anual) estd implicita en este
trato!

;Cudntas quincenas es necesario hacer una aportacién de 600 Udis para acumular un fondo de retiro de
400000 Udis, si la cuenta de retiro rinde 5% anual, compuesto quincenalmente?

Usted compra un automévil a crédito, incurriendo en una deuda de $120000. ;Cuéntos pagos mensuales
de $3000 tiene que hacer para pagar su deuda, si el banco le cobra una tasa de 30% compuesta mensual-
mente’

Al principio de cada quincena, un trabajador hace un depésito de $500 en una cuenta que rinde 18%.

;Cudnto se acumulara en la cuenta al final del afio?

Usted desea reunir $150000 mediante 18 pagos al principio de cada mes. ;Cudl debe ser el pago, si la
cuenta de ahorro rinde 16%?

La renta de una casa es $3 000 mensuales, pagaderos al principio de cada mes. ;Qué cantidad puede liquidar
la renta anual el 1 de enero, si la tasa de interés es de 28%?

El duefio de la casa le ofrece la siguiente opcién: un pago anual de $30000 el 1 de enero, o 12 pagos men-
suales $3 000 cada uno al principio de cada mes. ;Qué tasa de interés le estd cobrando el casero en el caso
de los pagos mensuales?

;Qué renta mensual al principio de cada mes es equivalente a un pago anual adelantado de $30000, si la
tasa de interés es de 28%?
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Apéndice

ANUALIDADES IRREGULARES

Una anualidad que empieza en algiin momento diferente que el fin del periodo 1 se llama
anualidad desplazada. Una anualidad anticipada, por ejemplo, es un tipo de anualidad des-
plazada. Cuando los pagos empiezan después del fin del periodo 1, hablamos de anualidades
diferidas.

Una anualidad que, ademds de pagos regulares, tiene flujos irregulares en periodos dife-
rentes se llama anualidad con flujos aleatorios.

Anualidades diferidas

EJEMPLO 1

Para amortizar una deuda necesitamos hacer cinco pagos mensuales de $10 000. El primer pago se
efectuara en seis meses a partir de hoy. Calcule el valor presente de la deuda, si la tasa de interés
es de 12% anual.

Primero dibujamos la linea de tiempo:

10

=

1 10

iO

Una manera mas sencilla de resolver este problema seria llevar todos los pagos al presente y su-
marlos. Sin embargo, si el nUmero de pagos es muy grande, este procedimiento es ineficiente. Un
modo eficiente consiste en tratar los cinco pagos como una anualidad ordinaria y, una vez calculado
su valor presente o futuro, desplazarlo hasta el periodo cero.

6 7
| |
| | | | | | l l
10 10 1

1. Calculamos el valor futuro de la anualidad en el periodo 10 y después lo llevamos al presente,
descontando con un factor de descuento de 10 periodos.

VPA = % =46178.73

o1’

2. Calculamos el valor presente de la anualidad en el periodo 5 y lo llevamos al periodo 0, descon-
tado con un factor de descuento de cinco periodos.

vea, =211 |- 100000, 1 )_ 455543
Rl (1+A)| o001 1.01

~ 47134.59
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Para conceptualizar mejor el procedimiento del método 2 renumeramos la linea de tiempo, de ma-
nera que el periodo 5 se convierta en el periodo 0.

VPA, VPAs
0 1 2 3 4 5T 6 7 8 9 10
I | | | | | | | | I
| | | [ ol 1[ 2l 3l 41 5l
10 10 10 10 10

Es muy importante que el estudiante ubique el valor presente de la anualidad ordinaria de cinco
pagos en el periodo 5 y no en el periodo 6. Es una fuente de error muy frecuente.

ANUALIDADES CON PAGOS IRREGULARES

Algunas veces encontramos anualidades con pagos uniformes que ademds incluyen flujos
irregulares en intervalos aleatorios. Para resolver este tipo de series complejas tenemos que

descomponerlas en series estdndar, calcular el valor presente (o futuro) de cada una y sumar
los resultados.

El método consiste en los siguientes pasos:

1. Dibujar cuidadosamente la linea de tiempo, destacando los pagos irregulares con una
flecha m4s larga o mas gruesa.

2. Llevar todos los flujos irregulares al presente (o futuro).

3. Calcular el valor presente (o futuro) de los flujos regulares vy, si la serie es desplazada,
llevar este valor al periodo 0.

4. Sumar los valores de todos los flujos en el mismo periodo.

EJEMPLO | 2

El duefio de 50 hectareas de un valioso bosque pide por su venta el siguiente flujo de efectivo: 10
pagos anuales de $12 000 al final de cada uno de los siguientes 10 afios y, ademas, al final del cuarto

afo una cantidad de $20 000 y al final del afio 8, $30 000. ¢ Cudl es el valor presente del bosque, si
la tasa de interés es de 8% anual?
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Como se puede apreciar en la linea de tiempo, la anualidad compleja consiste en tres series sim-
ples:

1. 10 pagos anuales de $12000 cada uno,
2. Un pago de $20000 al final del cuarto afio, y
3. Un pago de $30000 al final del octavo afio.

Ahora calculamos el valor presente de cada una de estas series:

12000 1
1. VPA 01 2000, 8% = W( - 1.0810) = 80520.9¢
2. VP(20000) = 20000 _,, 7006
1.08*
3. VP(30000) = ‘:O 900 _ 46 208.07

088

Sumando estos tres valores, obtenemos la respuesta: $111429.64.
Respuesta: El valor presente del bosque es de $111429.64.

Una vez que tengamos el valor presente (o futuro) de una serie irregular es muy facil convertirla en una
serie regular.

EJEMPLO | 3

¢ Cudl es el pago anual equivalente (SNU) a los flujos de efectivo del ejemplo 2?
Para resolver este problema utilizamos la calculadora financiera:

1 NO.P ANO, MODO FINAL

N %IA VA PAGO VF
10 8 111429.64 ? 0

Al pulsar la tecla PAGO obtenemos la respuesta: $16606.3.

Respuesta: Recibir 10 pagos de $12000 mas dos pagos irregulares es equivalente a recibir 10
pagos de $16606.3 cada uno.

También podemos transformar una anualidad desplazada en una regular con un mayor nimero de
pagos, pero que empiezan inmediatamente.
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EJEMPLO | 4

Transforme la anualidad diferida de cinco pagos del ejemplo 1 en una anualidad ordinaria de 10
pagos mensuales.

Se trata de convertir el valor presente de la anualidad diferida de $46 178.73 en 10 pagos mensuales
que empiezan al final del primer mes. Resulta mas facil hacerlo en la calculadora financiera.

1 NO.P ANO, MODO FINAL

N %IA VA PAGO VF
10 2 46 178.73 ? 0

Al pulsar la tecla PAGO obtenemos la respuesta: $4 875.65.

En la siguiente linea de tiempo presentamos graficamente el concepto de equivalencia entre los dos

flujos:
a(equivalente) = 4 875.65
0| 1] 2[ 3] 4] 5[ 6[ 7] SI QI 10]
I I I I I I l J l j J
a =10 000.0

Dos flujos de Respuesta: 10 pagos de $4875.65 que empiezan al final del primer mes son equivalentes a cinco
efectivo son pagos de $10000 que empiezan al final del sexto mes.
equivalentes si
tienen el mismo El concepto de equivalencia es fundamental en las matematicas financieras. Se refiere a diferentes

valor econémico. cantidades de dinero en diferentes momentos que tienen el mismo valor econémico.







CAPITULO 7

Anualidades:

pagos crecientes, rentas
perpetuas, pagos desiguales

Objetivos del aprendizaje

Después de estudiar este capitulo, el alumno serd capaz de:

Resolver problemas de anualidades con pagos crecientes en una cantidad
constante, G.

Desarrollar y aplicar férmulas para anualidades con pagos crecientes a un ritmo
constante g.

Transformar la férmula del valor presente de una anualidad en la férmula de
perpetuidad.

Obtener la férmula de una perpetuidad en la cual la renta crece a una tasa g.

Interpretar la perpetuidad como un depésito a una tasa fija, del cual sélo se
retiran los intereses.

Hacer una distincién entre la renta perpetua y la renta vitalicia.

Emplear el concepto de costos capitalizados para comparar proyectos con vidas
diferentes.

Calcular el valor presente y el valor futuro de una serie de pagos desiguales.

Entender los conceptos fundamentales de la evaluacién de proyectos.

139
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ANUALIDADES CON PAGOS CRECIENTES: GRADIENTE ARITMETICO

Cuando los pagos de una anualidad aumentan segtin la progresién aritmética, se habla de un
gradiente uniforme. El gradiente es la diferencia entre dos pagos consecutivos. El primero se lla-
ma pago base; el segundo, pago base mas el gradiente; el tercero, pago base m4s dos gradientes,
etc. El gradiente convencional se apega a la convencién del fin del periodo, esto significa que el
primer pago se produce al final del periodo 1.

Para calcular el valor presente de un gradiente es necesario separar los pagos base de los
gradientes y calcular la suma de los dos por separado. Antes de sumar, observemos el flujo de
caja de un gradiente convencional:

a+G
a+ 2G

a+(n — 2)G
at+(n —1)G

a es el pago base; G es el gradiente (la diferencia comin entre dos términos).
Si ignoramos los gradientes, la linea de tiempo representa simplemente una anualidad
ordinaria, con pago periédico a y con el plazo n. Su valor presente es:

vpa . =4 L
a,R,n R (1 +R)n

Si ignoramos los pagos base, el diagrama de puros gradientes es como sigue:

2G
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El valor presente de los gradientes, VP(G), es la suma de los valores presentes de cada
uno de ellos:

VP(G)=—2 4 20, 5O 4+...+(”—Z)aJr(n—l)G
(1+R)" (1+R)" (1+R) (1+R)" (1+R)"

Ahora multiplicamos ambos lados de esta ecuacién por (1 + R):

G 2G 36 .., (m=2)6  (n-1)G

(1+R)VP(G) = (1+R)' ! (1+R)* ! (1+R)’ (1+R)"™  (1+R)""

Al restar la primera ecuacién de la segunda, tenemos:

RXVP(G)= ¢, ¢ , 6 ., 6 , G _ nG

I+R  (1+R)" (1+R)’ (1+R)"™" (1+R)" (1+R)"

Sin el dltimo término, el lado derecho es una serie geométrica decreciente, cuya suma es:

G G G G G[ 1 }
e 1_

+ 2+ n—1+ n:7 n
I+R  (1+R) (1+R) (1+R) R (1+R)

Al utilizar este resultado, factorizando G y dividiendo ambos lados entre R, obtenemos la
féormula del walor presente del gradiente:

vP(G):G[(1+R)”—1 o ]

R| R(1+R)"  (1+R)"

Las formas alternativas de escribir el valor presente del gradiente son:

SRR (IS B S

R(1+R)"| R R[1+R]'

La férmula ya es bastante complicada, pero atin no terminamos. El valor presente de una
anualidad, cuyos pagos crecen segiin una progresién aritmética, es la suma del valor presente
de la anualidad de los pagos base y el valor presente de los gradientes:

VPA %[(1+R)”—1]+ G {(HR)n_l—n}

Grad. arit. R(l i R) R(l " R)n
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EJEMPLO 1

La vida util de una maquina es de 10 afios. Al final del primer afio el costo de mantenimiento de la
maquina es de $10000. Se supone que el costo de mantenimiento crecera $1 000 cada uno de los
siguientes nueve afos. ¢Cudl es el valor presente del costo de mantenimiento de la maquina, si la
tasa de interés es de 12%?

a=10000, G=1000, n=10, R=12%.

Solucidn: La linea de tiempo nos permite visualizar los pagos por concepto de mantenimiento:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
| | | |
[ \ \
10000
1100
2000
13000
14000
15
16000
17000
18000
19000
Al sustituir los datos del problema en la formula, tenemos:
10 _
VP = 10000 1 1 +1000 1.12 1 10
012 1.1210

0.12 0.12(1.12)10 112"

= 56 502.23 +20254.09 = 76 756.32

Respuesta: El valor presente del costo de mantenimiento de la maquina es de $76756.32."

Una manera alternativa de resolver este problema es sumar el valor presente de todos los
costos:

10000 11000 12000 13000 14000 15000 16 000 17 000
= + + + + +

1.12 L1220 1122 w1t 1122 1120 12t o128
+ 18000 19000 _ 0056 35

1127 1.12°

VP

Este tipo de suma es muy fdcil de hacer en una hoja de célculo. Se invita al lector a que lo haga.
Ademis, deberd utilizar el médulo ECAJ de la calculadora financiera para comprobar el resultado.
Este ejercicio le servird también para verificar qué método se ajusta mejor a sus preferencias.

' En esta solucion se supone que al final del afio 10 también se hace un mantenimiento, cuyo costo es de $19 000,
posiblemente con el objetivo de obtener un mayor precio de rescate.
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Una manera tal vez m4s elegante de resolver el problema del gradiente aritmético es con-
vertirlo en un pago periédico uniforme equivalente, que designaremos a(G). Para lograr esto es
necesario comparar la férmula del valor presente del gradiente con el valor presente de una
anualidad de pagos uniformes.

R-(1+R) C(+R)'| R ‘1_(1+R)R

G (1+R) n _ a(G) 1
R

donde a(G) es un pago periédico uniforme equivalente al gradiente geométrico.

1 n

R (1+R)" -1

La expresién entre corchetes se llama factor del valor anual del gradiente uniforme (uniform-gra-
dient annual-value factor).

Para resolver el problema 1 con este método primero calculamos el costo anual uniforme
equivalente al gradiente aritmético.

1 10

012 1.12 1

a(G)=1000- [

Al sumar esta cantidad al pago base: 10000 + 3584.65 = 13584.65 obtenemos un costo
anual uniforme equivalente al costo base m4s el gradiente aritmético.
Si se sustituye este valor en la férmula del valor presente de anualidad resulta:

ypa = 1338465 [1 _— }: 76756.32
0.12 1.121°

Para obtener la férmula del valor futuro de un gradiente aritmético multiplicamos la férmula
del valor presente por (1 + R)™

El valor futuro de una anualidad cuyos pagos crecen segiin una progresién aritmética es la suma del
valor futuro de los pagos base y el valor futuro del gradiente:

a N G|(1+R)"—1
VFAGradarit.: ﬁ |:(1 * R) N 1} + E l:(R) - n‘|




144 CAPITULO 7 ANUALIDADES: PAGOS CRECIENTES, RENTAS PERPETUAS, PAGOS DESIGUALES

EJEMPLO | 2

¢ Cual es el valor futuro del costo de mantenimiento de la maquina del ejemplo 1?
a =10 000, G =1000, n=10, R=12%
Solucioén: Al sustituir los datos del problema en la férmula, tenemos:

10 _
/F_ 10000 [1_121071} 1000 (11201 o f
0.12 012 | 0.2

=175487.35 + 62 906.13 = 238 393.48
Respuesta: El valor futuro del costo de mantenimiento de la maquina es de $238393.48.

Obviamente, pudimos haber obtenido el mismo resultado multiplicando el valor presente por
1421,

EJEMPLO | 3

Hoy hace un depdsito de $1000 en su nueva cuenta de ahorro. Cada mes aumenta su aportacion
en $100. ¢ Cuanto se habra acumulado en su cuenta de ahorro después de seis afios, si la cuenta
rinde 18% anual? Su Ultima aportacion es un mes antes de pedir el saldo.

a = 1000, G = 100, n = 72 meses, R = 1.5% mensual

Solucidn: Este es un caso de anualidad de pagos crecientes segun la progresién aritmética, con
la complicacion de tratarse de una anualidad anticipada. El valor futuro de esta anualidad es la
suma del valor futuro de los pagos base y el del gradiente. Primero calculamos el valor futuro de
los pagos base:

VFA,, =1.015 % . (1.01572 - 1J: 129998.36

Ahora calculamos el valor futuro del gradiente:

~ 100 [1.0157% —1

= —72|=373847.98
0.015 0.015

Este valor se producira en el mes 49, junto con el Ultimo pago. Para calcular el valor del gradiente
en el mes 50 tenemos que multiplicar nuestro resultado por 1.015. El valor del gradiente en el mes
50 es de $379455.7. Al sumar éste al valor futuro de los pagos base obtenemos el valor futuro de
sus ahorros:

129998.36 + 379455.7 = 509454.1

Respuesta: Después de seis afios el saldo de su cuenta de ahorros sera de $509454.1.
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Reflexion sobre matemadticas financieras
Gradiente aritmético como ecuacion en diferencias

Para personas mds avanzadas en matemdticas resulta mas facil tratar el problema del gradiente arit-
mético como una ecuacién en diferencias. Al final del periodo t el saldo es la suma del saldo del pe-
riodo anterior, mds el interés que gané este saldo, mds el pago base, més el gradiente del periodo.

P, =P +RP +a+Gt

Si reordenamos los términos obtenemos una ecuacién en diferencias lineal de primer orden con un
coeficiente constante y un término variable:

P, —(1+R)P, =a+Gt (1)

La solucién general consiste en la suma de la solucién particular y la solucién complementaria. La
solucién complementaria es la solucién de la versién homogénea de la ecuacién:

P.=C(1+R)
donde C es una constante arbitraria.

Para encontrar la solucién particular podemos utilizar la siguiente solucién de ensayo:

P, =A+Bt
donde A y B son coeficientes por determinar.
Enestecaso P,,, = A+B(t+1)=A+Bt+B
Al sustituir la solucién de ensayo a la ecuacién (1) tenemos:

A+Bt+B—(1+R)(A+Bt)=B—RA —RBt=a+Gt

Al comparar los términos iguales obtenemos un sistema de ecuaciones cuya solucién son los co-
eficientes A y B.

1(G
B—RA =a A“E(}*“)
~RB=G] G
B=—_"2
R
Asf, la solucién particular es: P =-— 16 _a_ Et

Cuandot =0 C =17+
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La solucién definida es: P = |:pO e i(g + a):|(1 +R) — i(g AL g A Gt)
‘ R\R R\R

Cuando el saldo inicial es cero, Py = 0, la solucién se puede escribir como:

P.==[0+R) -1 +§[(1 “3 - —t:|

Obviamente es la misma férmula que obtuvimos al sumar las series.

Al lector puede interesarle la cantidad del dltimo pago. Para contestar a esta inquietud necesi-
tamos desarrollar la férmula para el n-ésimo término de la progresién aritmética. Esto se logra
al observar los términos sucesivos.

a, =a el primer término es el pago base,
a,=a+ G elsegundo término es el pago base més un gradiente,
a; = a+ 2G el tercer término es el pago base mds dos gradientes,

a, = a + (n — 1)G n-ésimo término es el pago base mds (n — 1) gradientes.

Al sustituir los datos del problema en esta férmula se obtiene el valor del término nimero 50:
as, = 1000 + (50 — 1)100 = 5 900

Asi, la dltima aportacién a su cuenta de ahorro es de $5900.

EJEMPLO | 4

Se otorga un préstamo de $150 000 a 24%. El préstamo debe ser pagado mediante 36 pagos
mensuales, cada mensualidad sera $300 mayor que la anterior. ;Cudl sera el importe del primer
pago?

G =300, n=36meses, R=2% mensual, a="?

Solucién: El valor de la primera mensualidad se despeja de la férmula del valor presente del
gradiente aritmético:

150000 = —2—

1 300 | 1.02%6 —1 36
1-— +—
0.02

36 36 B 36
1.02 o 0.02(1.02) 1.02

Al resolver esta ecuacion respecto de a, hallamos que a = 1270.67.

Respuesta: El primer pago es de $1270.67.

(Cuadl serd la cantidad del dltimo pago?

ay, = 1270.67 + 35(300) = 11770.67
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36(1270.67 + 11 770‘67)
2

Si la deuda se liquida con pagos iguales, el pago mensual serfa de $5884.93 y la suma de los
pagos serfa de 211857.4. La suma de los pagos con el gradiente aritmético es mayor porque se
concentran cerca del vencimiento.

=234744.12

La suma de los pagos es:

EJERCICIO DE COMPROBACION

Las ventas de una empresa son de $50000. En virtud de un programa de introduccion de nuevos
productos, la empresa espera elevar sus ventas a $100000 en cinco afios. Se supone que las
ventas anuales creceran segun una progresion aritmética. a) Determine el flujo base, el gradiente,
y dibuje el diagrama de tiempo de las ventas esperadas. b) Calcule el valor presente de las ventas
futuras esperadas, si la tasa de interés es de 10%.

Respuestas: a) a = 60 000, G = 10 000, b) VP = $296 065.22.

ANUALIDADES CON PAGOS CRECIENTES: GRADIENTE GEOMETRICO

En muchos casos el pago periédico aumenta en forma exponencial, a una tasa de crecimiento
constante. Las anualidades cuyos pagos periédicos forman una progresién geométrica reciben
el nombre de gradiente geométrico, o serie en escalera:

t
a, = a, (I + g)
donde: a, es el valor del pago en el periodo t,
a, es el valor del pago inicial,
g es la tasa de crecimiento del pago,

(1 +¢g) eslarazén comin de la progresién geométrica,

t es el nimero del periodo.

En el caso de una anualidad ordinaria (vencida), el primer pago es a,. Este pago se da al final
del primer periodo. Es un equivalente del pago base del gradiente aritmético. Un equivalente
del gradiente es el multiplicador (1 + g)". La linea de tiempo del gradiente geométrico aclara
la situacion:

0 1 2 3 n-1 n
| | | | |
4
1
al( +g) al(l +g)z
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El valor presente de una anualidad de pagos crecientes es la suma de los valores presentes de
todos los pagos.

1 2 n—1
1 1 1
:1‘11R+a1( +g2) +a1( +g3) +-~-+L( +g)n
+ (1+ R) (1 + R) (1 + R)

Al factorizar el primer elemento de la suma, tenemos:

2 n—1
a 1+ 1+ 1+

1 1+ g + g 4o+ 7g
1+R I1+R (1+R 1+R
La expresién entre corchetes es la suma de una progresién geométrica (creciente o decrecien-
te, dependiendo de si g > R, o viceversa). Al sumar tenemos:

2 n—1 n
1_{_1-|-g_|_ l+g +n_+1+g _1+R 1— 1+g
1+R (I+R 1+R R—g 1+R
Al multiplicar esta expresién por el elemento factorizado, obtenemos la férmula para el valor
presente de una anualidad con pagos crecientes a un ritmo constante, g, caso R > g:

VPA =

n
vPA=-Y |1 |1*8
R—g 1+R

donde: a; = ay(1 + g) es el pago al final del primer periodo.

Cuando la tasa de crecimiento del pago periédico es mayor que la tasa de interés, g > R,
la férmula para el valor presente de una anualidad con pagos crecientes a un ritmo constante
toma la siguiente forma:

n
vpa =41 [[1*e |4
¢—R|I{l+R

Las dos férmulas del valor presente del gradiente geométrico son totalmente equivalentes. El
tnico objetivo de invertir el orden de los términos es evitar los signos negativos.

EJEMPLO 1

¢ Cuanto puede pagar por una anualidad de 20 pagos, si el primer pago (al final del primer afo) es
de $100000 y cada pago siguiente sera 15% mayor que el anterior? La tasa de interés que ofrece
la aseguradora es de 20%.

a,; = 100000, n =20, R=20%, g=15%
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Solucién: Al sustituir los datos del problema en la férmula, tenemos:

VPA

_ 100000 1_(&
02-0.15 12

20
] =1146188.73

Respuesta: El valor presente de los 20 pagos crecientes es de $1 146 188.73.

Reflexiones sobre matemadticas financieras
Anualidad creciente en la calculadora financiera

Para calcular el valor presente de una anualidad creciente en la calculadora financiera es necesario
hacer las siguientes modificaciones. Como tasa de interés se introduce el resultado de la siguiente

1+R a,
te tg

estas modificaciones en el ejemplo 1, tenemos: %IA = (% —1)-100 = 43478 PAGO =
100000

ecuacién: % IA =( —1)'100. En lugar de pago se mete: PAGO = ! . Utilizando

=86956.52
1.15
N %IA VA PAGO VF
20 43418 ¥ 86956.52 0

Al oprimir la tecla obtenemos la respuesta: 1146 188.73, que es el valor presente de la anua-
lidad creciente.

En el ejemplo 1 los pagos crecen a un ritmo anual de 15%, probablemente, para conservar el
poder adquisitivo de los mismos. Esto sugiere que en el periodo en cuestién la inflacién anual
es de 15% vy la tasa de interés de 20% es la tasa nominal. El valor presente calculado con la
féormula para el valor presente de una anualidad con pagos crecientes es el valor a precios del
periodo cero, porque para comprar esta anualidad es necesario pagar por ella inmediatamente
(en el periodo cero).

Una manera alternativa de enfocar el ejemplo 1 es utilizar la tasa de interés real, que es
de 4.35% (1.2/1.15 — 1). En este caso tenemos que calcular el valor presente de una anualidad
de 20 pagos constantes de $100 000 con la tasa de interés de 4.35%.

En la calculadora financiera utilizamos la siguiente secuencia de pasos:

1 PAN, MODO FINAL, CLEAR DATA

N %IA VA PAGO VF
20 4.3478 ! 100 000 0
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Al oprimir la tecla obtenemos la respuesta: 1318117.04, que es el valor presente de la
anualidad a precios del fin del periodo 1. Dado que la inflacién en el periodo 1 fue de 15%
(como en todos los demds periodos), para calcular el valor presente a precios del periodo cero,
tenemos que dividir esta cantidad entre 1.15. Asi obtenemos 1146 188.73, igual que en el
ejemplo 1.

Reflexion sobre matemadticas financieras

Equivalencia entre el calculo en términos reales y el uso del gradiente geométrico,
en el cual el pago periodico crece al ritmo de la inflacién

Supongamos que el pago periédico crece al mismo ritmo que la inflacién: g = i

1+R
o = 1+ r, donde r es la tasa de interés real.
i

Segtin la regla de Fisher

Asf, la férmula del valor presente del gradiente geométrico se convierte en:

VPA = —L 1—(1+g) SN R S VRN P p—
R—g I+R R—i (1+R)" R+i (1+7)"
1+i

Para expresar esta férmula en términos de la tasa real, hacemos la siguiente transformacion:

1

_ 1 _ 1+ _ 1 1
r 1+R_ . R-i R—i r(1+i)
1+

Al utilizar este resultado obtenemos la férmula para el valor presente a precios constantes de los
pagos que crecen al ritmo de la inflacién.

VPA (real) = ——L [1— ! }

T(1+l) (I—I—‘r)n

Dado que el primer pago a precios de hoy es = a,, podemos escribir la férmula como:

VPA (real) = ao|:1 — :|

T (1+7)"

Al sustituir los datos del problema 1, tenemos:

100000 [1 1

_ _ =1146188.73
0.04347(1.15) 1.04347%° ]

Es el mismo resultado que el obtenido con la férmula del gradiente geométrico.
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EJEMPLO | 2

Una deuda debe cancelarse mediante cinco pagos anuales. El primer pago es de $50000 y cada
pago posterior serda 20% mayor que el primero. ;Cual es el valor presente de la deuda, si la tasa
de interés es de 16%?

a, =50000, n=5, R=16%, g=20%

Solucién: Ahora utilizamos la version de la formula, cuando g > R:

Jpa — 50000 [1 20

5
—||—— | —1|=230901.92
0.2-0.16|(1.16

Respuesta: La deuda es de $230901.92.

Para calcular el valor futuro de la anualidad de pagos crecientes, multiplicamos el valor presente
por (1+R)™

VFA = VPA (1+R)" = Ra_lg[(HR)n—(Hg)n]

Cuando la tasa de crecimiento del pago periédico es mayor que la tasa de interés, g > R, la
férmula para el valor futuro de una anualidad con pagos crecientes toma la siguiente forma:

VFA = ga_lR [(1+g)” —(1+ R)”]

A precios constantes (en términos reales), la férmula del valor presente de la anualidad de
pagos crecientes al ritmo de la inflacién es:

a
VFA (preci nstant 2—1[1+rn—l]
(peaos consta es) (i) ( )
Dado que % =a,, se trata de la conocida férmula del valor presente de una anualidad de
i

pagos constantes (en términos del poder adquisitivo), donde el primer pago es deflactado al
periodo cero y la tasa de interés es la tasa real.

Reflexion sobre matemadticas financieras
Gradiente geométrico como una ecuacion en diferencias

Al final del periodo ¢, el saldo es igual al saldo del inicio del periodo aumentado por el interés y el
pago del periodo.

P, =P +RP, +a(l+g)
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Al reordenar los términos obtenemos una ecuacién en diferencias lineal, del primer orden y con
el término variable.

P, —(1+R)P, =a(l+g)

.z . 02 t 9
La solucién complementaria de esta ecuacién es P. = C(1 +R)’, donde C es una constante arbi-
traria.

Para obtener la solucién particular ensayamos la solucién P, = A(l+ g)t) donde A es el coeficien-
te por determinar.

P =A(l+g)" = Al +g)(1+g)

t+
Al sustituir estos valores en la ecuacién en diferencias, tenemos:

Al+g)(1+g) —(1+R)A(1+g) =a(l+g)

a
g¢—R

Ahora disponemos de los elementos para escribir la solucién general:

Al cancelar el factor comiin y despejando A, obtenemos: A =

a

g—R

P, =C(l+R) + (1+g)

a
g—R

Cuandot=0,C =P, —

Asi, la solucién definidaes P = (Po S )(I +R) + a (I+g),o0
g—R g—R

P, =P,(1+R) +—~ R[(1+g)‘ ~(1+R)]

g—

Si el saldo inicial es igual a cero, Py = 0, la solucién adquiere la forma:

Ptzﬁ[(l+g)t—(l+R)t]

Obviamente es la misma solucién que la que obtuvimos al sumar las series. (Para simplificar la
notacién utilizamos como el primer pago a, en vez de a;.)

EJEMPLO | 3

¢ Cuanto acumulara en una cuenta que rinde 25%, si hace 10 pagos crecientes a un ritmo anual de
20%, empezando con el primer pago de $200007?

a; =20000, n=10, R=25%, g=20%
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Solucién:

VFA = ﬂﬁ 250 4 .210] — 1248595.73
0.25- 0.2

Respuesta: El valor futuro de los 10 pagos crecientes es $1248595.73.

En 10 afios 1248595.73 parece hoy mucho dinero. Sin embargo, para poner esta cantidad en
perspectiva tenemos que recordar que la tasa nominal de 25% refleja una alta inflacién. Para
mantener constante el poder adquisitivo de nuestra aportacién tenemos que aumentar el pago
anual en 20% cada afio, esto quiere decir que la inflacién anual es de 20%. Si la inflacién es
de 20%, el valor a precios del fin del primer periodo es:

1248 595.73

=241986.22
1.2°

Observacién: Utilizamos 9 como el ndmero de periodos, porque el primer pago se efectiia
al final del primero, esto es, nueve periodos antes de que se produzca el valor final.

El ejemplo 3 es equivalente a calcular el valor futuro de 10 pagos de $20000 de poder adqui-
sitivo constante (a precios del momento del primer pago), utilizando la tasa de interés real.
Si la tasa nominal es de 25% y la inflacién es de 20%, la tasa real es de 4.17% (1.25/1.2 — 1).
Si utilizamos esta tasa para calcular el valor futuro de una anualidad de 10 pagos de $20000
cada uno, obtenemos el resultado de $241986.22. Es un resultado idéntico al obtenido con la
féormula del valor futuro de anualidad con pagos crecientes, deflactada al final del periodo 1
con la tasa de crecimiento de los pagos.

Secuencia en la calculadora financiera:

1 PAN, MODO FINAL, CLEAR DATA

N %IA VA PAGO VF
10 4.1667 0 —20000 ?

Al pulsar [VA], obtenemos la respuesta: 241936.22.

EJERCICIO DE COMPROBACION

Una empresa necesita reunir 150000 ddlares en cinco afos. Planea hacer cinco depositos al final
de cada afo, de manera que cada uno sera 10% mayor que el anterior. ;Cual sera el primer dep6-
sito, si la tasa de interés es de 5% anual?

Respuesta: 22439.74 dolares.
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RENTA PERPETUA

La renta perpetua, también conocida con el nombre de perpetuidad, es una anualidad que con-
tinda para siempre. En consecuencia, el valor futuro de una perpetuidad es infinito.

El valor presente de una perpetuidad se puede calcular evaluando el limite en la férmula
del valor presente de una anualidad.

vPA, =4|1-—1
R (+R)

En esta férmula evaluamos el limite de la expresién entre corchetes, cuando n se vuelve infi-
nitamente grande: n — %

1

lim —— =0

"> (1 +R)"

El walor presente de una perpetuidad (VPAR) es el limite del valor presente de una anualidad en
la cual el niimero de pagos es muy grande: n — o

VPA, ., =%

La férmula del valor presente de la perpetuidad es muy {til por su simplicidad. Su significado
intuitivo es facil de entender. Supongamos que tenemos $100 depositados en una cuenta que
rinde 10% anual. Cada afio retiramos $10 de interés que gana la cuenta sin tocar el capital.
Si el banco no quiebra y si la tasa de interés no cambia, esta situacién puede continuar para

. 10
siempre: $10 es la renta perpetua y $100 es el valor presente de esta renta: o1 =100. Larenta
es perpetua porque sélo se retiran los intereses ganados y el capital permanece intacto.”
Renta perpetua = principal X tasa de interés.

Aun cuando “perpetuo” parece mucho més largo que, por ejemplo, 50 afios, la diferencia entre
el valor presente de una anualidad de 50 afios y una perpetuidad no es significativa. Si la tasa
de interés es de 10%, el valor presente de la perpetuidad de $10 anuales es de $100, mientras
que el valor presente de la anualidad de 50 afios es de $99.15. Esto se debe a que el valor de la

=0.0085.

diferencia entre una anualidad y una perpetuidad para 50 afios es muy bajo: e

2 Un bono que ofrece un pago anual fijo para siempre se llama Consol.
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Figura 7.1. -
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EJEMPLO 1

Un banco le ofrece una perpetuidad de 2000 Udis quincenales. ¢Cuanto puede pagar por ella, si:
a) latasa de interés es de 6%, compuesta quincenalmente?

b) la tasa de interés es de 4%, compuesta quincenalmente?.

Solucioén:

a) R = 0.06/24 = 0.0025, el valor presente de la perpetuidad es:

VP _a _ 2000

— = = 800000
0.0025> 0025

b) R = 0.04/24 = 0.00167, el valor presente de la perpetuidad es:

a __2000
VP 00167, = = = = 1200000

R 0.00167

Respuesta:

a) Una perpetuidad de 2000 Udis quincenales a 6% compuesto quincenalmente vale 800000
Udis.

b) La misma perpetuidad a 4% compuesto quincenalmente vale 1200 000 Udis.

Observacion:

1) El valor presente de una perpetuidad es muy sensible a la magnitud del factor descuento (la tasa
de interés). El valor presente de la perpetuidad a 4% es 50% mayor que el valor presente de la
perpetuidad a 6%.

2) La diferencia entre el valor presente de la perpetuidad a 6% vy el valor presente de una anualidad
de 20 anos también a 6% (558 683) es solamente de 30.15%.
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Reflexion sobre matemadticas financieras
Renta perpetua versus renta vitalicia

Aunque suenan casi igual, los conceptos renta perpetua (perpetuidad) y renta vitalicia, son muy
distintos. La diferencia salta a la vista si consideramos lo que pasa después de la muerte del bene-
ficiario.

La renta perpetua es como tener un capital en el banco y sélo retirar los intereses en forma peri¢di-
ca. Al morir el duefio, sus herederos tienen derecho a los pagos periédicos (los intereses) o pueden
retirar el capital (el valor presente de la perpetuidad).

En el caso de renta vitalicia que venden algunas aseguradoras, el beneficiario tiene asegurada una
renta periédica mientras viva. Al morir el beneficiario sus dependientes sobrevivientes tienen de-
recho a una parte proporcional de la misma: la esposa hasta su muerte y los hijos hasta la mayorfa

de edad.

Cuando la frecuencia de capitalizacién es mayor que la frecuencia de pagos, para calcular el
valor presente de la renta perpetua es necesario utilizar la tasa efectiva.

EJEMPLO | 2

Un ex alumno hace una donacién de $500000, cada semestre, a su alma mater. Cual es el valor
presente de su donacion, si la tasa de 23.79% se capitaliza cada mes?

Solucién: $500000 es el interés semestral de una cantidad que tenemos que calcular. Dado que
la tasa de 23.79% es capitalizada mensualmente, podemos despejar el valor presente de la per-
petuidad de la siguiente ecuacion:

0.2379

6
VPA - [1 F J —1[=500000, de donde VPA = 4000000.

La expresion entre corchetes es la tasa efectiva semestral, si la tasa nominal de 23.79% se com-
pone mensualmente.

Respuesta: El ex alumno doné $4000000.3

Para resolver este problema con la calculadora financiera, buscamos la tasa semestral efecti-
va, si la tasa nominal de 23.79% es capitalizada mensualmente. Primero calculamos la tasa
nominal semestral, que es exactamente la mitad de la tasa anual: 23.79/2 = 11.895. Ahora
ya podemos utilizar el médulo CNVI de la calculadora financiera. La secuencia de pasos es la
siguiente:

FIN, CNVI, PER, %NOM = 11.895, P = 6. Al pulsar %EFE tenemos: 12.5.

3 Este resultado es un poco redondeado. Para que la respuesta sea $4 millones cerrados, la tasa nominal tiene que ser
23.7893%.
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La tasa efectiva semestral es 12.5%, la cual produce la donacién del ex alumno. Ahora
utilizamos esta tasa para calcular el valor presente de la anualidad.

VPA = 200000 _ 4000000

0.125

Valor de la renta perpetua, cuando los pagos
se efectuan cada cierto nimero de afios

Una metodologfa similar a la del problema 2 es ttil cuando la capitalizacién es anual, pero los
pagos se realizan cada cierto nimero de afios. En este caso se calcula la tasa de interés efectiva
entre un pago y otro. Al dividir el valor del pago entre esta tasa se obtiene el valor presente
de la perpetuidad.

Si los pagos son cada cinco afios, por ejemplo, y la tasa anual (capitalizada anualmente)
es de 10%, la tasa efectiva para el quinquenio es:

RS afios (11)5 —1=10.6105= 61.05%

EJEMPLO | 3

Un municipio construyé un puente de madera por $1200000. Este puente tiene que ser reempla-
zado cada 10 afios. ¢Cual es el valor de un fondo requerido para financiar los reemplazos futuros
del puente, si la tasa de interés es de 8%?

Solucién: $1200000 es el interés que debe ganar el fondo durante 10 afos. Es posible despejar
el valor presente del fondo de la siguiente ecuacién:

VP(Fondo)[(mB)10 - 1] — 1200000, de donde VP(fondo) = 1 035 442.33.

Respuesta: Si el municipio establece un fideicomiso por $1035442.33, los intereses generados
por este fideicomiso seran suficientes para reemplazar el puente cada 10 afos.

Reflexion sobre matemdticas financieras

Valor presente de anualidad como una diferencia entre dos perpetuidades

El valor presente de una anualidad puede ser visualizado como la diferencia entre el valor presente
alR
(1+R)"

de la perpetuidad en el afio cero, a y el valor presente de la perpetuidad en el afio n,
R

AfvpaA=2L__@o/R _a 1
R (1+R)' R (1+R)"
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EJERCICIO DE COMPROBACION

Un filantropo establece una beca de 12000 Udis semestrales que la fundacion ofrecera a perpe-
tuidad a algun alumno meritorio. ¢Cuanto cuesta el establecimiento de un fideicomiso que pagara
la beca, si la tasa de interés de 6% se capitaliza cada mes?

Respuesta: 395029.1 Udis.

COSTO CAPITALIZADO Y FLUJO ANUAL EQUIVALENTE

El costo capi-
talizado de un
activo que tiene
que ser reem-
plazado cada
cierto nimero
de periodos es la
suma de su costo
inicial y el valor
capitalizado de
sus renovaciones
futuras.

El concepto de la renta perpetua tiene importantes aplicaciones en la valuacién de activos
y en comparacién de proyectos con vidas diferentes. La nocién clave en esta metodologia es
capitalizacién, que en este contexto significa el valor presente de las rentas perpetuas generadas
por un negocio, o el valor presente de los costos a sufragar en forma indefinida.

Algunos ejemplos:

El valor capitalizado de la renta perpetua de $1 000 anuales, si la tasa de interés es de 10%, es

de $10000. El valor capitalizado de los costos de reemplazo de un puente de madera cada 10

afios, si el puente cuesta $1 200000 y la tasa de interés es de 8% anual, es de $1035442.33.
El walor presente de reemplazos futuros es un fondo que, durante la vida del activo, genera

intereses suficientes para reemplazarlo.

Costo capitalizado = valor inicial + valor presente de los reemplazos.

Asf, el costo capitalizado del puente de madera del ejemplo 3 es la suma de su costo y el valor
capitalizado de su reemplazo a perpetuidad.

Costo capitalizado del puente = 1200000 + 1035 442.33 = $2235442.33.

Con esta cantidad no sélo es posible construir el puente, sino también reemplazarlo cada vez
que se desgaste.

El concepto del costo capitalizado es ttil para comparar dos proyectos mutuamente exclu-
yentes que ofrecen el mismo servicio, pero que tienen diferentes costos iniciales y diferentes
vidas dtiles.

EJEMPLO 1

Continuamos el ejemplo 3 de la seccién anterior. Una constructora, al enterarse del proyecto de
un puente de madera, propuso una alternativa: un puente de concreto que cuesta $1.8 millones
pero que dura 25 afos. {Qué puente debe construir el municipio, si la tasa de interés es de 8%?

Solucién: Es necesario comparar los costos capitalizados de los dos proyectos. Ya sabemos
que el costo capitalizado del puente de madera es de $2235442.33. El costo capitalizado del
puente de concreto es la suma de su costo inicial y el valor presente de los costos de sus
reemplazos futuros.
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1800000
VP(Costos de reemplazo) =————=23807772.53

(1 .082° —1)
Los costos capitalizados del puente de concreto son:
1800000 + 307772.53 = $2107772.52

Respuesta: A largo plazo resulta mas barato el puente de concreto.

EJEMPLO | 2

Un camién de carga cuesta $500000 y tiene una vida Gtil de seis afios. El costo de capital de la
empresa es de 12%. ¢ Cuanto puede pagar la empresa por un camioén con semejantes caracteris-
ticas, pero con una vida util de 10 afios?

Solucidn: En este tipo de problema es necesario encontrar el precio del camion de mejor calidad
que tenga los mismos costos capitalizados que el camién mas barato. Si designamos el precio del
segundo camion como x, podemos despejar su valor de la siguiente ecuacion:

500000 + 200000 _ X

1.12°% — 1 1,120 — 1

El costo capitalizado del camién mas barato es de $1 013 440.49. El precio del camién méas dura-
ble que tenga el mismo costo capitalizado es x = 687 139 78.

Respuesta: La empresa puede pagar por el camién mas duradero hasta $687 139.78. Si paga
menos, a largo plazo el camion més caro resultara mas barato.

Un método alternativo de resolver el problema 2 es utilizar el costo anual equivalente, el
SNU.

Si el costo de $500000 hay que sufragarlo cada seis afios, el costo anual es el pago periédi-
co de una anualidad que dura seis afios y cuyo valor presente es 500 000. Si la tasa de interés es
de 12%, este pago (SNU) se puede despejar de la férmula del valor presente de la anualidad.

6

500000 = SNU 1y 1
0.12 1.12

} , de donde SNU = 121612.86.

Abhora calculamos el valor presente de una anualidad que tiene el mismo pago periédico, pero
que dura 10 afios.

Upa _ 12161286 [1 1

012 - i :|: 687139.78
. 1.1
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Si el camién que dura 10 afios cuesta menos de $687 139.78, su costo anual serd menor que el
costo del camién con vida de seis afios.

Con frecuencia un ingeniero confronta la necesidad de comparar maquinas que desempe-
fian la misma funcién pero tienen diferente costo inicial, diferentes vidas y diferentes costos
de operacién y rescate. La comparacion directa es imposible porque hay demasiados pardme-
tros. Al calcular el costo anual equivalente (SNU) el ingeniero reduce el niimero de pardmetros
a uno solo, lo que le facilita enormemente la seleccién.

EJEMPLO | 3

Una méaquina cuesta $10000 y tiene una vida Util de 10 afios. El costo anual de operacion (CAO)
es de $1000 y en el quinto afio la maquina requiere un mantenimiento cuyo costo esperado es de
$20000. El valor de rescate es de $1500. Calcule el costo anual equivalente de la maquina, si el
costo de capital de la empresa es de 15%.

Solucion: Para resolver este problema, primero dibujamos la linea de tiempo para visualizar correc-
tamente los flujos de efectivo. Aqui todos los flujos, menos el valor de rescate, son negativos.
1500
I | | | | 5 | | | | 101

R

CAO = 1000

10000

2000

Un método para resolver el problema con flujos irregulares es llevar todos los flujos al presente:

VP(1 500) = L 502) = 370.78 Valor presente del rescate que hay que res-
1.15 tar del costo inicial.
1000 1
VPA(15%, 10000) =—— 1= =5018.77 Valor presente de los costos anuales de
0.15 1.15™° operacion.
2000 o
Vp(g 000) = = 994.35 Valor presente del costo de mantenimien-
1.15 to.

Ahora ya podemos calcular el valor presente de todos los costos de la maquina:
VP(costo) = 10 000 — 370.78 + 5 018.77 + 994.35 = 15 642.34

Al sustituir este valor en la formula del valor presente de la anualidad despejamos el costo anual
equivalente.

15642.34 = %(1— 1
1.1510

= SNU =3116.77
0.15

Respuesta: El costo anual equivalente de la maquina es de $3 116.77. Este costo puede ser com-
parado con los costos anuales de otras alternativas.
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Otro método para resolver el problema 3 consiste en observar que el costo anual de ope-
racién (1000) ya estd en escala anual. Lo tnico que hace falta es traducir al costo anual los
flujos irregulares y sumarlos al CAQ.

El costo inicial m4s el valor presente del costo de mantenimiento menos el valor presente
del rescate es:

10000 + 994.35 — 370.78 = 10623.57

El flujo anual equivalente a este valor es:

10623.57 = SNU( !

sl 11510) = SNU =2116.77

Al sumar el costo anual equivalente del costo inicial y de los flujos irregulares al costo anual
de mantenimiento obtenemos el costo anual equivalente de la maquina.

2116.77 + 1000 = 3 166.77.

EJERCICIO DE COMPROBACION

Los postes de madera que usa la empresa de teléfonos cuestan $1000 cada uno y duran cinco
afnos. Una empresa de impregnacion propone un tratamiento que prolongaria la vida de los postes
en cuatro afos. ¢Cuanto, como maximo, puede pagar la empresa de teléfonos por el tratamiento,
si su costo de capital es de 14%?

Respuesta: $440.8 por cada poste.

Reflexion sobre matemadticas financieras
Equivalencia entre el costo capitalizado y la SNU

Si dividimos la SNU del problema 2 entre la tasa de interés, obtenemos el costo capitalizado

121612.86
0.12

entre la tasa de interés obtenemos el valor presente de la renta anual perpetua (igual a la SNU). El
valor presente de la SNU a perpetuidad es el costo capitalizado. Despejamos la SNU de la férmula
del valor presente de la anualidad.

= 1013 440.5; esto no es ninguna coincidencia. Si la SNU es el costo anual, al dividirlo

o e e o o
SNU = VP -R :(1 R)" -VP-R

- L (1+R) -1
(L+R)"

, donde VP es el costo inicial.
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Dividimos ambos lados entre R y tomando en cuenta que: & =14 I ,
(L+R)" -1 (1+R)" -1
tenemos: S _ va =VP + N — costo capitalizado
R (I1+R)'—1 (I+R)" -1
Esto demuestra que el costo capitalizado es el valor presente de la renta anual perpetua igual a la
SNU.
Costo capitalizado = SNLE
R

SNU _ VP-(1+R)"

R (1+R)" -1
tras que el lado izquierdo es el flujo anual dividido entre la tasa de interés anual, el lado derecho es
el flujo del periodo de n afios dividido entre la tasa (efectiva) del periodo de n afios. El lado izquierdo

es el costo capitalizado (valor presente de la renta perpetua) calculado con base en un flujo anual
y el lado derecho es el mismo costo capitalizado calculado con base en el periodo de n afios.

Al observar con detenimiento la férmula: , podemos constatar que mien-

RENTA PERPETUA CON PAGOS CRECIENTES A UN RITMO CONSTANTE

Para obtener la férmula de una perpetuidad en la cual se espera que el pago periddico va a
crecer a una tasa g, tomamos como punto de partida la férmula del valor presente de la anua-

lidad con pagos crecientes.
vPA = -1 1—(1+g)
R—g 1+R

Si la tasa de interés es mayor que la tasa de crecimiento de los pagos, la expresién entre parén-
tesis tiende a cero, cuando n se vuelve muy grande.

SiR>g = 14_7g<1 = lim (IJrg) =0
1+R n—eo\ 1+ R

Si la expresién entre paréntesis se anula con el tiempo, la anualidad de pagos crecientes se
convierte en una perpetuidad, cuyo valor presente es:

a

VPA, .. =
) R_g

donde a; = ay(1 + g) es el valor del primer pago.
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Si a representa una renta cuyo monto nominal crece junto con la inflacién (i), entonces el
valor de la perpetuidad es el valor de la siguiente renta dividido entre la tasa de interés real (r).

VPA, =2 donde = R
’ r 141

Tanto el pago a como el valor presente de la renta perpetua estén a precios del fin del periodo.
Si lo que deseamos es el valor de la renta perpetua a precios del periodo cero, necesitamos
dividir a entre (1 + i).

VPA, . = S (a precios del periodo cero)

r(141)

Si el flujo de efectivo (la renta) decrece a una tasa g, la férmula de la perpetuidad adquiere la
siguiente forma:

a
R+g

VPAg . =

En un entorno inflacionario esta férmula tiene pocas aplicaciones.

Reflexion sobre matemadticas financieras

Cuando la tasa de crecimiento de los pagos es mayor que la tasa de interés, el valor presente de la
anualidad crece con el niimero de pagos y el valor presente de la renta perpetua serfa infinito.

+ +g Y\
SiR<g = —£>1 = lfm(l g) =0
1+R == {1+R

No existe ninguna cantidad que permita liquidar pagos crecientes a perpetuidad, si la tasa de cre-
cimiento de estos pagos fuese mayor que la tasa de interés.

EJEMPLO 1

¢ Cudl es el valor presente de una renta perpetua de 120000 Udis anuales que crece 5% anual, si
la tasa de interés es de 7%?

a, =120 000, R=7%, g=5%

Solucién: Sustituimos los datos del problema en la férmula de la perpetuidad de pagos crecien-
tes:
a
vPA, - 4 120000

= = 6000000
>~ R-g 0.07—0.05

Respuesta: Para recibir una renta anual perpetua de 120000 Udis, que crece 5% cada afo, es
necesario establecer un fondo de 6 millones de Udis.
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PAGOS DESIGUALES

Cuando los pagos periédicos no son iguales, las férmulas generales para las anualidades no se
aplican. En estos casos, para obtener el valor presente (o futuro) de una serie de flujos, es ne-
cesario usar la calculadora financiera o una hoja de célculo. En el siguiente ejemplo utilizamos
el diagrama de flujo de efectivo para visualizar el problema.

EJEMPLO 1

Una empresa contempla un proyecto de inversién que promete los siguientes flujos de efectivo
netos durante cinco afos (al final de cada afio): 100, 200, 300, 500, 800. ;Cual es el valor presente
de este flujo de efectivo, si la tasa de descuento que refleja el costo de oportunidad de capital
para la empresa es de 10%7?

Solucidn: El diagrama de tiempo y valor tiene la siguiente forma:

800(1, 1)°
500(1.13)~
300(1.13)"2

200(1.13)2

100(1.13)"" ‘—\

| | | | | |
| S S S

100 200 300 500 8

Al sumar los valores presentes de los cinco flujos, obtenemos:

VPA = 100 - 200 + 300 - 500 4800 800 — 131984
1.1°

11 142 148 14¢

En el contexto de evaluacion de proyectos de inversién, la suma de los valores presentes de los
flujos de efectivo netos producidos por el proyecto se llama valor presente bruto (VPB) del pro-
yecto.

FE, FE, L FE,
VPB = + + oo

(1+ k) (1+4) (1K) S(1+k)

donde FE, es el flujo de efectivo neto que se produce al final del periodo t,
k es el costo de capital de la empresa,

n es la vida del proyecto en afos.
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Si del valor presente bruto del proyecto restamos el costo del mismo (/,), obtenemos el valor
presente neto (VPN)

VPN = VPB — |,

Si el costo del proyecto del ejemplo 3 fuera $1000, el valor presente neto seria $319.84. Si el
VPN > 0, el proyecto debe ser aceptado.

Respuesta: El valor presente de los flujos de efectivo generados por el proyecto propuesto es de
$1319.84. Dado que el costo del proyecto es menor que esta cantidad, el valor presente neto es
positivo y el proyecto puede ser aprobado.

En términos simbélicos, el valor presente de una anualidad de flujos desiguales es:

= a
VPA, g, = ), —t—
= (1+R)'

donde a, es el pago (entrada neta de efectivo) en el periodo t.

Para resolver el ejemplo 3 en la calculadora financiera utilizamos el submentd ECA]J del menu
FIN. Al apretar la tecla FIN, en la pantalla aparece ECAJA(5) = ? Esto significa que en
nuestro Gltimo cdlculo tenfamos un problema con cuatro flujos de efectivo. Para poner ce-
ros en todos los registros pulsamos CLEAR DATA. La calculadora pregunta: ;Borro la lista?
Contestamos: Si. Ahora en la pantalla aparece: ECAJ(0) = ? A continuacién presentamos la
secuencia de pasos junto con comentarios:

Teclas Pantalla Descripcion
0 INPUT ECAJ(1) =7 No se conoce el costo del proyecto.
100 INPUT NO.DE VECES(1) = 1 La calculadora sugiere que el flujo 1 igual al
100 se produce una vez.
INPUT E CAJ(2) = La calculadora pregunta por el flujo de caja 2.
200 INPUT, INPUT | NO. DE VECES(2) =1 Lo mismo que en el punto 2.
300 INPUT, INPUT NO. DE VECES(3) = 1
500 INPUT, INPUT NO. DE VECES(4) = 1
800 INPUT, INPUT E CAJ(6) =7 Ya terminé la entrada de los flujos.

EXIT

En la pantalla aparecen los siguientes registros:

| TOTAL | %TIR | 1% | vaN | snu [ ven |

TOTAL es la suma de todos los flujos de efectivo sin descontar.
%TIR es la tasa interna de retorno.
1% es la tasa de descuento que representa el costo de capital.



166 CAPITULO 7 ANUALIDADES: PAGOS CRECIENTES, RENTAS PERPETUAS, PAGOS DESIGUALES

VAN es el valor presente neto (valor actual neto).
SNU es la serie neta uniforme (pago anual equivalente).
VEN valor futuro neto.

Para calcular el valor presente del flujo de efectivo introducimos 10% en el registro 1% y pul-
samos la tecla VAN. La pantalla dice: VAN = 1 319.8366.

Al pulsar la tecla SNU obtenemos: SNU = 348.17. Esto significa que, si la tasa de interés
es de 10%, los flujos de efectivo del proyecto son equivalentes a una anualidad de cinco pagos
de 348.17 cada uno.

La respuesta al ejemplo 1 representa en realidad el valor presente bruto (VPB). Para ob-
tener el valor presente neto (VPN) necesitamos restar del VPB el costo inicial de la inversién
(Iy)- Si el costo de la inversién es de $1000:

VPN =VPB — I, =1319.84 — 1000 = 319.84

Para obtener este resultado en la calculadora, tenemos que introducir el costo de la inversién
en el ECAJ(0). Pulsamos la tecla EXIT y regresamos hasta el flujo de caja cero. Para esto pul-
samos la tecla[ 4 | (la flecha hacia arriba) 11 veces, hasta que en la pantalla aparece: ECAJ(0)
= 2, o pulsamos la tecla dorada seguida por la flecha hacia arriba. Introducimos 1000 en la
pantalla, pulsamos , INPUT, EXIT, CALC. Ahora, al pulsar VAN, obtenemos la respues-
ta: 319.84.

Si pulsamos la tecla %TIR, obtenemos la tasa interna de retorno: %TIR = 18.59%. La
tasa interna de retorno es la tasa de descuento que iguala el valor presente de los flujos de
efectivo generados por el proyecto con el costo presente del mismo.

SNU = 84.37 significa que le valor presente del proyecto es equivalente a una anualidad
de cinco pagos de $84.37 cada uno.

Para efectuar estos célculos en Excel, utilizamos las funciones: VNA, TIR y PAGO. La
siguiente pantalla explica el procedimiento.

B0g 800 [=vraio% D3 D702 |

& VPB= $1,319.84  VPN= $116.84
H BNU= -5348.17 | TIR=[ 18.60%

|
§ [=PAGO(10%.5E8)| VA 0% B BT) |
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Valor futuro de una serie de pagos desiguales

Para calcular el valor futuro de una serie de pagos desiguales tenemos que llevar cada pago al
futuro y sumarlos. En el caso del ejemplo 1, el valor futuro de la serie de los flujos de efectivo
del proyecto es:

VFA = 100(1.1)* 4+ 200(1.1)% 4+ 300(1.1)% 4+ 500(1.1)* 4+ 800 = 2 125.61

En términos simbdlicos, el valor futuro de una anualidad de flujos desiguales es:

—2 (1+R)"

Para calcular el valor futuro de una serie de pagos desiguales en el médulo ECA] de la calcu-
ladora financiera, es necesario pulsar la tecla VEN. Hablaremos con mayor detalle de estos
conceptos en la parte del libro dedicada a los métodos de evaluacién de proyectos.

EJERCICIO DE COMPROBACION

Hace ocho afos un sefior abrié una cuenta que paga 11% compuesto semestralmente con un
deposito de $10000. Dos afios después efectud otro deposito de $20000 y tres afios mas tarde
hizo el Ultimo depdsito de $40000. Dibuje el diagrama de flujo de efectivo y calcule cuanto dinero
tiene su cuenta ahora.

Respuesta: $116 730.49.

FORMULAS DEL CAPITULO

Valor presente

Gradiente aritmético

o S[LH

R

Gradiente geométrico
vpA =4 1—(—1“’)
R—g 1+R

Pago anual uniforme equivalente
al gradiente aritmético

P IR S
a(G)_G[R (1+R)”—1]

RU+R) (1+R)"

Valor futuro

Gradiente aritmético

VF(G) = E |i(1+R)n_1 — n}

R R

Gradiente geométrico

VFA =

[+R) —(1+¢) ]

R—g¢

Valor presente bruto

w3 e
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Valor terminal bruto Renta perpetua

u a
VTB = FE (1+R)"" VPA. =+

t=1

Renta perpetua con pagos crecientes

a
_ %
VPA, ., =
-8
Términos clave

Costo anual equivalente Renta vitalicia
Costos capitalizados Serie en escalera
Gradiente aritmético Serie uniforme equivalente
Gradiente geométrico Tasa interna de retorno
Pago base Valor presente bruto

Renta perpetua (perpetuidad)

PREGUNTAS Y PROBLEMAS

1. ;Cuéanto reuniré en mi cuenta en dos afios, si mi primera aportacién al final de este mes serd de $1 000 y me
propongo aumentarla $150 cada mes? Mi cuenta rinde 12% anual. ;Cual serd el monto de mi tGltimo pago?

2. Parasaldar su deuda una empresa debe hacer 20 pagos mensuales. El primer pago es de $10000 y cada pago
subsiguiente es $1 000 mayor que el anterior. ;Cual fue la cantidad solicitada en préstamo, si la tasa de
interés es de 15%?

3. ;Cual debe ser mi primer ahorro mensual si me propongo ahorrar $40000 en nueve meses y cada una de
mis aportaciones serd $400 mayor que la anterior? La tasa de interés es de 21%.

4. Un préstamo por $120000 tiene que ser desembolsado mediante 18 pagos mensuales, cada uno de los
cuales es $500 mayor que el anterior. La tasa de interés es de 18%. Calcule:
a) el primer pago
b) el dltimo pago
c) lasuma de todos los pagos

5. Si tengo un crédito de $200000 y mi primer pago mensual es de $2460.2, ;cudnto debo aumentar cada
pago subsiguiente (gradiente aritmético) para poder terminar de pagar la deuda en 36 meses? La tasa de
interés es de 18%.

6. Laempresa Escudo debe reunir la cantidad de $500 000 mediante 15 aportaciones mensuales que crecerdn
en una cantidad fija. La primera aportacién es de $14802.97. La tasa de interés es de 30%. ;Cudl debe ser
el incremento mensual de la aportacién de la empresa para poder cumplir con el objetivo?
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Para financiar un proyecto de expansién en cinco afios la empresa Progreso planea hacer depésitos anuales
a un fondo especial que genera un rendimiento de 21%. El primer depésito (al final del primer afio) es de
$200000 y cada depésito subsiguiente serd 15% mayor que el anterior. ;Cudnto dinero reunira la empresa
en el fondo al final del quinto afio?

;Cual es el valor presente de 20 aportaciones mensuales que crecen a un ritmo de 5%, si la primera apor-
tacién es de $5000 vy la tasa de interés es de 24%? ;Cudl serd el valor de la Gltima aportacién?

Este afio la empresa Salud y Fuerza obtendra utilidades netas de $1 000000. Se espera que las utilidades van
a crecer a un ritmo de 17% anual. Calcule el valor presente de las utilidades de los préximos 10 afios, si la
tasa de interés es de 20%.

Un crédito de $250000 debe pagarse en 30 mensualidades, donde cada una debe ser 2.5% mayor que la
anterior. ;Cual debe ser el primer pago, si la tasa de interés es de 24%?

Desea reunir una cantidad de $300000 mediante 36 pagos mensuales, cada uno de los cuales serd 2% ma-
yor que el anterior. Calcule el primer pago si la tasa de interés es de 27%.

El sefior Lépez tiene 10 hectareas de bosque que producen un ingreso anual neto de $100000. ;Cuil es el
valor tedrico de este terreno, si la tasa de interés real es de 4.5% vy el riesgo implicito en la explotacién del
bosque amerita una prima de riesgo de 7.5%?

Calcule el valor presente de una fundacién que dedica cada afio $4 millones a actividades caritativas, si la
tasa de interés a que invierte su patrimonio es de 6% con capitalizacién mensual.

Usted compra un automévil por $150000 y planea venderlo en cinco afios por $50000. La tasa de interés
es de 5%. (Todos los calculos en este ejercicio son en términos de pesos constantes.) ;Cudl es el valor del
fondo que necesita establecer hoy para poder reemplazar el automévil cada cinco afios?

Un taxista enfrenta la siguiente alternativa: comprar un Tsuru que dura cinco afios por $100000, o un
Honda Civic que dura 10 afios pero cuesta $200000. La tasa de interés es de 6%. Se supone que los costos
de mantenimiento de las dos unidades son idénticos y el valor de rescate en los dos casos es cero. ;Qué
unidad debe comprar el taxista si pretende minimizar sus costos a largo plazo?

Observacion: El alumno debe resolver este problema tanto con el método del costo capitalizado como con
el de serie anual uniforme (SNU).

Un ex alumno exitoso establece en su alma mater una citedra patrimonial que pagara a perpetuidad a su
titular (seleccionado cada cinco afios por el senado) un sueldo mensual de $30000. El sueldo aumentara
15% cada afio. ;Cudl es el valor de la donacién del ex alumno, si la tasa de interés es de 20%?

Repita el ejercicio anterior en términos de las Udis y la tasa de interés real. El valor de la Udi es $2.5. ;Por
qué el valor del fondo en Udis es mayor que en pesos?

Después de la graduaciéon usted se enfrenta con la siguiente alternativa. Le ofrecen un empleo con un
sueldo anual de $60000, o puede comprar un negocio (un restaurante) y dedicarse a la administracién del
mismo. El duefio del restaurante pide $500000, pero usted quiere calcular el valor teérico del negocio. De
los estados financieros del restaurante se entera de que las ventas anuales promedio a precios corrientes
son unos $500000 y las utilidades netas son de $120000. El equipo del restaurante tiene el valor de rescate
de $100000. ;Cuanto puede pagar por el negocio (cudl es su valor), si la tasa de interés real es de 5% v la
prima de riesgo en este tipo de actividad es de 20%?

Usted estudia un proyecto que promete los siguientes flujos de efectivo netos (a precios de hoy) durante
cinco afios: 100, 200, 250, 250 y 500.



170 CAPITULO 7 ANUALIDADES: PAGOS CRECIENTES, RENTAS PERPETUAS, PAGOS DESIGUALES

20.

a) {Cual es el valor presente de este flujo de efectivo, si el costo de capital de su empresa es de 12%?
b) ;Cual es el flujo anual equivalente (SNU) de los flujos mencionados?
c) Si el proyecto cuesta $700, ;cuil es el valor presente neto y la tasa interna de retorno del proyecto?

Se estima que un proyecto de inversidn generard los siguientes flujos de efectivo netos durante los cuatro
afios de su vida: 250, 250, 350 y 300.

a) {Cual es el valor presente de estos flujos de efectivo (VPB), si el costo de capital de la empresa es de
14%?

b) Si el costo del proyecto (I;) es $600, ;cudl es el valor presente neto del proyecto y la TIR?

c) (Cudl es el flujo anual equivalente (SNU), de los flujos estimados?

d) {El proyecto debe ser aceptado o rechazado? ;Por qué?



CAPITULO 8

Valuacidn

Objetivos del aprendizaje

Después de estudiar este capitulo, el alumno serd capaz de:

Explicar los diferentes significados de “valor”.

Utilizar el concepto de “renta perpetua” en la valuacién de los activos.

Caleular el valor teérico de una casa de renta.

Distinguir entre el rendimiento requerido y la tasa de capitalizacién de mercado.
Analizar los factores que determinan la prima de riesgo de mercado.

Entender los elementos bdsicos del modelo CAPM.

Desarrollar el modelo de dividendos descontados sin y con el crecimiento de los

dividendos.

Aplicar el modelo de dividendos descontados para estimar el costo de capital
contable de la empresa.

Utilizar el modelo de dividendos descontados en términos nominales y en términos
reales.

Relacionar el multiplo P/E con el rendimiento del capital contable.

Saber utilizar el miltiplo P/E para estimar el valor tedrico de la empresa.

Entender los factores que determinan el valor del mltiplo P/E.

Entender la légica de modelos de valuacién basados en otras razones financieras.
Determinar el valor econémico de las oportunidades de crecimiento de la empresa.

Relacionar la razén P/E con la politica de dividendos y el rendimiento esperado de
las nuevas inversiones.

Explicar las circunstancias que justifican altos niveles de P/E.

171
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INTRODUCCION

El valor funda-
mental de un ac-
tivo es el precio
que los inversio-
nistas racionales,
con la misma
actitud hacia el
riesgo, pagarian
por el activo si
tuvieran acceso
a la misma infor-
macion.

El arbitraje con-
siste en construir
un portafolio de
cero inversion

y cero riesgo
que produce

un rendimiento
positivo.

El precio de
mercado es

el promedio
ponderado de las
valuaciones de
todos los partici-
pantes.

La valuacién es un proceso para calcular cudnto vale un activo. El objetivo es encontrar
activos subvaluados para comprarlos y activos sobrevaluados para venderlos. Los criterios de
sobrevaluacién y subvaluacién son una comparacién del valor teérico con el precio de merca-
do. Un activo es subvaluado si su valor es mayor que el precio de mercado y es sobrevaluado
si su valor es menor que el precio de mercado. Un concepto critico en valuacién es el valor
fundamental, también conocido como walor teérico o valor intrinseco.

En términos mds generales, el valor de un activo es el costo de un portafolio de activos
financieros que produce los mismos flujos de efectivo con el mismo nivel de riesgo que el activo
sujeto a valuacién. Un portafolio asf se llama portafolio de seguimiento (tracking portfolio).

Hay varios enfoques hacia la valuacién. Uno se basa en la ley del precio tinico y la teoria
de arbitraje. Segin este enfoque, los activos semejantes deben tener el mismo precio. Si que-
remos saber cudnto vale una casa, por ejemplo, buscamos precios de casas con caracteristicas
similares. Cualquier violacién de la ley del precio Ginico genera oportunidades de arbitraje. El
arbitraje es una estrategia que genera utilidades sin riesgo y sin uso de recursos propios. En el
uso coloquial, éste consiste en comprar barato y vender caro.

En el caso de los activos financieros, la ley del precio tnico sostiene que los activos con
las mismas caracteristicas deben ofrecer el mismo rendimiento en términos de la misma
moneda. La competencia entre los inversionistas, los arbitrajistas y los especuladores hace
que las diferencias entre los precios de activos semejantes no puedan rebasar los costos de
transaccion.

Se presenta una oportunidad de arbitraje, si el costo del portafolio de seguimiento (TP)
es diferente del precio del activo. Por ejemplo, si el TP cuesta menos que el activo, el arbitraje
consiste en vender el activo e invertir el dinero en TP.

Cuando no se puede aplicar la ley del precio Gnico, porque el activo que pretendemos eva-
luar no tiene un equivalente exacto con precio conocido, es necesario aplicar algtin modelo de
valuacién. Como veremos a continuacion, la aplicacién de cualquier modelo no es un ejercicio
mecdnico, sino que implica juicios cualitativos. Con frecuencia es necesario utilizar mas de un
modelo de valuacién. Si el resultado de diferentes métodos de valuacién es semejante, tenemos
mads confianza en el momento de tomar decisiones.

(Cémo esti relacionado el precio de mercado con el valor? Los participantes en el mer-
cado utilizan toda la informacién disponible y todos los métodos de valuacién para detectar
activos cuyo precio no estd en linea con el valor. Si consideran que el activo es subvaluado, lo
compran. Si juzgan que el activo es sobrevaluado, lo venden. Dado que para un vendedor en
cada transaccién tiene que haber un comprador, en equilibrio el precio de mercado es el pro-
medio ponderado de las valuaciones de todos los participantes, teniendo mayor peso aquellos
participantes que mueven més dinero y poseen mejor informacién. Normalmente quienes
poseen mds dinero también utilizan mejores modelos de valuacién.

El mercado es eficiente si los precios reflejan toda la informacién pertinente al valor fun-
damental de los activos. En un mercado eficiente los precios reflejan de manera fiel el valor,
aunque puede haber algunas discrepancias en el corto plazo, dado que los factores que afectan
el valor cambian constantemente.

En el presente capitulo estudiaremos modelos basados en los dividendos descontados y
modelos basados en las razones financieras. Antes de explicar los aspectos matemdticos de la
valuacién, mencionaremos diferentes conceptos de valor.
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Valor de mercado es el precio del activo en las transacciones mds recientes. El precio cambia
con gran frecuencia a consecuencia del libre juego entre la oferta y la demanda. El precio se
basa en las estimaciones del valor por los participantes. En caso de un activo poco liquido, el
precio puede ser no representativo si hay pocos compradores y vendedores, u obsoleto, si no
habfa transacciones recientes.

Valor en libros es la diferencia entre el valor contable de los activos y el valor contable de los
pasivos. El valor en libros depende de las reglas de contabilidad, que pueden ser bastante arbi-
trarias, y puede alejarse mucho del precio de mercado. En el caso de una sociedad anénima, el
valor en libros dividido entre el nimero de acciones en circulacién se conoce como el valor en
libros por accién (siglas en inglés: BVPS). El precio de mercado muy por debajo del valor
en libros puede sefialar una empresa subvaluada e indicar un potencial de ganancia de capital.

Valor de liquidacién es la cantidad de dinero que se obtendrfa al liquidar la empresa, vendien-
do sus activos y pagando todas sus obligaciones. Es el valor en libros a precios de mercado. El
valor de liquidacién es el piso por debajo del cual no puede caer el valor de las acciones de una
empresa. Si el precio de mercado de accién es menor que el valor de liquidacién por accién,
la empresa se convierte en un blanco facil de una adquisicién hostil.

Valor de reemplazo (o el costo de replicacion) es el costo de establecer una empresa nueva
con las mismas caracteristicas que la existente. Es el valor de mercado de todos los activos de
la empresa: activos fisicos y activos intangibles. El valor de reemplazo de una casa, por ejem-
plo, es el costo de construir una casa idéntica. El valor de reemplazo es el techo del valor de
mercado de la empresa. Si el valor de mercado es mayor que el valor de reemplazo, la compe-
tencia tiene incentivos para replicar la empresa.

Valor de liquidacién < precio < valor de reemplazo

Valor intrinseco es el valor presente de los flujos de efectivo netos que el activo generard en
el futuro. Su cdlculo se basa en los flujos de efectivo descontados. Es un método moderno de
valuacién que utiliza los conceptos de anualidad y renta perpetua.

VALUACION BASADA EN EL CONCEPTO DE RENTA PERPETUA

El concepto de renta perpetua es el fundamento metodoldgico de los modelos de valuacién de
activos basados en los flujos de efectivo descontados. Ya en el siglo XIX David Ricardo utilizaba
este concepto para calcular el valor de la tierra.

Si un terreno genera una renta anual neta de 1000 libras esterlinas (£) y si la tasa de
interés del mercado es de 5%, el terreno debe costar £20 000.

a = £1 000, R =0.05

El valor del terreno es igual al valor presente de una perpetuidad que genera un ingreso anual
neto de £1 000.

V (terreno) = VPAg ,, = % - % — 20000
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En condiciones de certidumbre, para el duefio del terreno serfa lo mismo rentarlo por £1 000
anuales o venderlo por £20000, depositar el dinero en el banco y ganar a perpetuidad un
interés anual de £1 000.

La tasa de interés que se utiliza en la férmula de la perpetuidad se llama tasa de capitali-
zacién de mercado. Es la tasa real ajustada por el riesgo. Se supone que si hubiera inflacién que
aumentara la tasa de interés nominal, también aumentaria el valor de la renta en la misma
proporcién (supuesto de la inflacién neutral).

Reflexion sobre matemadticas financieras

En cada periodo, al descontar la renta nominal un periodo hacia atras, incluimos la inflacién tanto
en el numerador como en el denominador (1 + i).

a(t)  a(l+i)

I+R  (I+n)(1+i) 1

donde a(t) es el valor de la renta en funcién del tiempo,
a es la renta en términos reales,
R es la tasa de interés nominal,
T es la tasa real,
i es la tasa de la inflacién del periodo.

Descontar la renta nominal a (t) con la tasa nominal, R, es lo mismo que descontar la renta real
a, con la tasa real r.

Asi, el valor de la renta en el numerador de la perpetuidad es el valor en términos reales. La
tasa de interés del denominador también debe ser real.

Si la renta que produce un activo no es segura, para obtener la tasa de capitalizacién de
mercado es necesario sumar a la tasa de interés real la prima de riesgo.

k = r + prima de riesgo

donde k es la tasa de capitalizacién de mercado adecuada para calcular el valor presente de
una renta perpetua.

EJEMPLO 1

Una casa se renta por $3500 mensuales. De esta cantidad $500 constituyen los costos para el
duefio (impuesto predial, mantenimiento, etc.). La tasa real de interés en el mercado de dinero es
de 4%. El negocio de rentar casas es bastante riesgoso, por lo que la prima de riesgo adecuada
para este caso es de 8%. Cuanto vale la casa?
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Solucioén:
Renta anual neta = 12(3500 — 500) = 36000
k = r + prima de riesgo = 4% + 8% = 12%

Como tasa de interés se toma la tasa real mas la prima de riesgo, en virtud del supuesto de que la
renta de la casa subira al mismo ritmo que la inflacién. Asi, eliminamos la inflacion tanto del nume-
rador como del denominador.

Valor — —enta 36000 _ 54609

Tasa de interés 0.12

Respuesta: El valor tedrico de la casa es de $300000.

El duefio de la casa no quiere venderla porque considera que se apreciard en el futuro. Con-
cretamente, el duefio piensa que las perspectivas econémicas del pafs son muy buenas vy la si-
tuacién en el mercado de bienes raices mejorard muy pronto. A continuacién mencionaremos
algunos acontecimientos que podrian aumentar el valor fundamental de la casa:

1. Lainflacién a la baja, la apreciacién real de la moneda nacional y la reduccién del riesgo
del pais pueden reducir la tasa real de interés a 2%. Sélo estas condiciones aumentarfan

el valor de la casa a $360000.

2. La recuperacién econémica y la creacién de puestos ejecutivos bien remunerados en la
entidad aumentaran la demanda de las casas en renta, lo cual, aunado al hecho de que en
los dltimos tres afios no habfa ninguna construccién de casas-habitacién, subird la renta
anual neta de su casa a $48000. Sélo estas condiciones aumentarfan el valor de su casa a

$400000.

3. La democratizacién, la estabilidad politica, el avance de las reformas estructurales y la
economia en franca expansién pueden reducir la prima de riesgo en negocios como la renta
de casas a 6%. Ello aumentarfa el valor de la casa a $360000.

Si todas las expectativas del duefio se cumplen dentro de un afio, el nuevo valor de la casa ser4:

Renta _ 48 000

Tasa de interés 0.08

Valor = =600 000

Como podemos observar, cuando el mercado de bienes raices estd deprimido y la situacién eco-
némica mejora, el potencial de ganancia de capital para los duefios de las casas es considerable.

Rentaneta T
Tasareal | = Valor T

Prima de riesgod
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RENDIMIENTO REQUERIDO Y TASA DE CAPITALIZACION DE MERCADO

La tasa de
capitalizacion

de mercado es

el promedio
ponderado de
los rendimientos
requeridos de
todos los com-
pradores de un
activo.

En la valuacién de las acciones, el modelo mas usual es el modelo basado en los dividendos des-
contados. Es una aplicacién directa del concepto de renta perpetua.

Al comprar una accién el inversionista espera obtener un rendimiento del periodo de
tenencia igual al rendimiento requerido. El rendimiento esperado es la suma del rendimiento
por concepto de los dividendos y el rendimiento por concepto de la ganancia de capital.

E(P)— Py
PO PO

donde E(Ry) esel rendimiento del periodo de tenencia esperado,
E(D,) es el valor del dividendo que se espera recibir al final del primer periodo,
E(P,) es el precio de venta esperado al final del primer periodo.

Si la accién de una empresa X cuesta $45 y el inversionista espera venderla en un afio a $49
y recibir un dividendo de $3, su rendimiento esperado en un afio es:

E(Ry) = 279 =% _ 01556 = 15.56%
H 45

De este rendimiento, 6.67% corresponde al rendimiento por concepto de dividendo y 8.89%
corresponde a la ganancia de capital.

{Coémo sabe el inversionista si el rendimiento esperado es adecuado? El rendimiento es
adecuado si es igual al que el mercado ofrece por instrumentos de riesgo equivalente. El con-
senso de mercado acerca de la tasa que compensa el riesgo de un activo particular se denomina
tasa de capitalizacion de mercado, k. Para un inversionista que acepta el precio de mercado, la
tasa de capitalizacién es igual al rendimiento requerido. Para la empresa emisora, la capitali-
zacién de mercado es el costo de capital.

La tasa de capitalizaciéon de mercado es la suma de la tasa libre de riesgo y la prima de
riesgo.

k = Rp + prima de riesgo

El promedio de las primas de riesgo pagadas por todos los activos de riesgo se llama prima de
riesgo de mercado (PRM).

Prima de riesgo de mercado = Ry, — R

El rendimiento de mercado, R,;, es el promedio ponderado de los rendimientos de todas las
acciones. En la prictica se aproxima por el desempefio de algin indice bursétil representativo.
En Estados Unidos el indice utilizado con mayor frecuencia es el S&P 500.

Durante 76 afios, entre 1926 y 2002, el rendimiento medio de las acciones de las empresas
grandes fue de 12.04%, mientras que el rendimiento de los certificados del Tesoro (tasa libre
de riesgo) fue de 3.82%. Esto sugiere que la prima de riesgo para las empresas grandes fue de
8.22%.

Prima de riesgo de mercado = Ry, — R = 12.04 — 3.82 = 8.22
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En términos reales (al eliminar la inflacién) la prima de riesgo es de 4.66%.

La prima de riesgo de mercado no es una constante inamovible. Su valor refleja el opti-
mismo o pesimismo de los participantes en el mercado y cambia todo el tiempo. La prima de
riesgo de mercado sube cuando aumenta la volatilidad de los rendimientos y cuando aumenta
la aversién del puablico inversionista hacia el riesgo.” Baja en casos contrarios.

Volatilidad T

= Prima de riesgo T
Aversién por el riesgo T

Una vez que conocemos la prima de riesgo de mercado, ;qué prima de riesgo asignar a un acti-
vo en particular? La respuesta es que la prima de riesgo de un activo particular debe ser propor-
cional a la contribucién de dicho activo al riesgo de mercado. Un modelo que desarrolla este
concepto es el modelo de valuacién de activos de capital (CAPM, por sus siglas en inglés).
Segiin el CAPM, la prima de riesgo del activo i es la prima de riesgo de mercado multiplicada
por el coeficiente beta que refleja el riesgo sistematico del activo i. Matemdticamente, beta es
la pendiente de la curva de regresién de los rendimientos del activo i, contra los rendimientos
del mercado. Es la derivada de R, respecto a R,

dR,
B: = :
dRy,

B. = 1.2 significa, por ejemplo, que cuando el rendimiento del mercado sube (o baja) en 1%,
el rendimiento del activo i sube (o baja) en 1.2%. En este caso el rendimiento del activo i es
mds voldtil que el promedio del mercado. La inclusién de dicho activo en la cartera de mer-
cado aumenta la volatilidad.

dR,,
dR,,

La beta del mercado es igual a 1: By, = =1

Betas mayores que 1 implican variabilidad de rendimientos mayor que el promedio de merca-
do y betas menores que 1 implican una variabilidad menor. En términos generales las inversio-
nes en activos con beta mayor que 1 se consideran como agresivas y las inversiones en activos
con beta menor que 1 como defensivas.

B > 1 = inversién agresiva

B < 1= inversién defensiva

!'Los datos de 1871 a 1997 arrojan resultados similares. En este periodo el rendimiento promedio de las acciones fue
de 7%, la tasa libre de riesgo de 1.7% y la prima de riesgo de 5.3%, todo en términos reales. (Jeremy Siegel, Stocks for
the Long Run), 3a. ed., McGraw-Hill, 2002.

? Con mayor precisién: R,— R, = 0.1 A-o }zw donde A barra es el coeficiente promedio de aversién hacia el riesgo
y o7, es la varianza de los rendimientos de mercado.
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Estadisticamente, el coeficiente beta se calcula como la razén de la covarianza entre el
rendimiento del activo y el rendimiento de mercado y la varianza del rendimiento de mer-
cado:

B - COV(R,,Ry)
" VAR(Ry)

Continuamos con el ejemplo de un inversionista que contempla la adquisicién de acciones de

la empresa X. Supongamos que la beta de esta empresa es 1.2, la prima de riesgo de mercado

es de 6% vy la tasa libre de riesgo es de 5%. En este caso el rendimiento justo que recompensa

el riesgo del activo X es:

Ry = R; + By (Ry — Rp) = 5% +1.2(6%) = 12.2%

Dado que el rendimiento esperado por el inversionista es de 15.56%, la inversién en las ac-
ciones de la empresa X parece un buen negocio. Si es un buen negocio o no, depende de qué
tan exacta sea la estimacién del dividendo y del precio de venta al final del afio. Todo parece
indicar que el inversionista encontré un activo subvaluado. Si su modelo de valuacion y sus
datos son correctos, obtendrd un rendimiento mayor que el requerido por el mercado para
activos de riesgo equivalente. Habra logrado asf superar al mercado.

Obviamente no todos los inversionistas pueden superar al mercado que, por definicién, es
el promedio. Para cada inversionista que obtiene un rendimiento mayor que el promedio tiene
que haber otro que obtenga uno menor. Ese rendimiento promedio es el requerido por todos
los inversionistas. Es la tasa de capitalizacién de mercado.

El valor de un activo calculado mediante el descuento de los flujos de efectivo esperados
por la tasa de capitalizacién de mercado se llama valor intrinseco.

En nuestro ejemplo, suponiendo que la tasa de capitalizacién del mercado es de 12.2%, el
valor intrinseco de la accién de la empresa X es:

E(D,)+E(P)) _3+49
1+k 1.122

A = 4635

Al comparar el valor intrinseco con el precio de mercado ($45) llegamos a la conclusién de
que la accién es subvaluada. Sin embargo, el grado de subvaluacién es insignificante. Un pe-
quefio error de estimacién de alguno de los pardmetros puede llevar fiocilmente al rendimiento
realizado por abajo del promedio.

Una accién estd subvaluada si su rendimiento esperado es mayor que la tasa de capitaliza-
cién de mercado y su valor intrinseco es mayor que el precio de mercado.

E(Ry) >k
V, >P

= la accién es subvaluada

Los conceptos introducidos arriba, aunque son obvios para un experto, pueden parecer un
tanto confusos para un principiante. Dada su importancia, ofrecemos un breve resumen.
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Reflexion sobre matemadticas financieras
Rendimiento requerido, tasa de capitalizacién, valor intrinseco y precio

El rendimiento requerido por un inversionista, R, concepto subjetivo, es el rendimiento minimo
esperado y necesario para que un inversionista compre un activo. El rendimiento requerido refleja
una evaluacién subjetiva de la prima de riesgo. La tasa de capitalizacién, k, en cambio, es un con-
cepto objetivo que implica el rendimiento promedio requerido. La tasa de capitalizacion refleja la
prima de riesgo evaluada por el mercado.

La tasa de capitalizacién ex post es el rendimiento que los diversos activos producen en el mercado.
Es el rendimiento al vencimiento (TIR), calculado con base en los precios de mercado. Podemos
obtenerla en las paginas de las secciones financieras de los periédicos o en los servicios de infor-
macién computarizados.

Los rendimientos histdricos sirven como puntos de referencia ttiles, pero para fines de valuacién es
necesario calcular la tasa de capitalizacién ex ante. La manera més comun de lograrlo es utilizando el
modelo CAPM, el cual toma en cuenta todos los factores que determinan el rendimiento requerido.

ki =Ri =Re + B; (Rm — R

R, la tasa libre de riesgo, refleja las condiciones macroeconémicas tales como la oferta y la deman-
da, las politicas fiscal y monetaria, la propensién al ahorro, la tasa de crecimiento econémico, la
fuerza de la moneda nacional respecto de las monedas extranjeras, etcétera.

B, refleja el riesgo no diversificable del activo i. ;Qué tanto més (o menos) riesgoso es el activo i en
comparacién con el mercado en general?

(Ry; — Rp), la prima de riesgo de mercado, refleja el grado de volatilidad de los mercados y el grado
de aversién hacia el riesgo del publico inversionista.

El valor intrinseco de un activo es el valor presente de los flujos de efectivo netos que se espera que
produzca en el futuro, calculado al utilizar como tasa de descuento la tasa de capitalizacién de
mercado. Todos los inversionistas calculan el valor intrinseco de los activos al utilizar diferente
informacién y diferentes métodos de valuacién. El objetivo es detectar activos subvaluados o so-
brevaluados.

Cuando el mercado est4 en equilibrio, el precio de mercado refleja el valor intrinseco estimado por
todos los participantes. Obviamente es una media ponderada, en la cual el mayor peso corresponde
a los participantes que compran (o venden) mayores cantidades del activo.

MODELO DE VALUACION DE ACCIONES BASADO
EN DIVIDENDOS DESCONTADOS

Para calcular el valor de una accién es necesario conocer la tasa de capitalizacién de mercado
aplicable a dicha accién y evaluar los dividendos que la empresa pagard en el futuro. En la
seccién anterior discutimos cémo seleccionar la tasa de capitalizacién adecuada. Para obtener
el prondstico de utilidades y dividendos el inversionista puede estudiar los estados financieros
de la empresa por su cuenta o puede utilizar los servicios de las empresas especializadas, como
Value Line, Standard & Poors, Forbes, BusinessWeek, etcétera.
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El valor intrinseco de una accién es el valor presente de la suma del dividendo esperado
y el precio esperado de venta al fin del periodo. Para simplificar la notacién omitiremos el
operador de la esperanza matemética: P, en vez de E(P,)).
y,= Dt
1+k

donde V, es el valor intrinseco de la accién,

D, esel valor del dividendo que se espera recibir al final del periodo 1,
P, esel precio de venta de la accién esperado al final del periodo 1,
k es la tasa de capitalizacién de mercado (rendimiento requerido por el inversio-

nista).

El precio al final del periodo 1 puede evaluarse como el valor intrinseco al término del
mismo.

_Dy+P,

P =YV,
b 4k

Cuando el mercado estd en equilibrio, el precio es igual al valor intrinseco. Al sustituir V, en
lugar de P,, tenemos:

D, ,D,+P,

Utk (1+k)

Si pensamos vender la accién en el periodo m, su valor intrinseco sera:

Dl DZ Dm Pm
= + s+t +
I+k  (1+k) (1+k)™  (1+k)™

Vo

donde D es el valor del dltimo dividendo recibido antes de vender la accién,

P, es el precio de venta de la accién al final del periodo m.

(Cual serd el valor de venta de la accién en el periodo m? Al utilizar el modelo de valuacién
basado en los dividendos, este valor serd igual al valor presente de los dividendos que produci-
rd la accién del periodo m en adelante. Asf, el valor intrinseco de la accién es el valor presente
de todos los dividendos que pagard la accién hasta el infinito:

D, , D, Dy D, i D,

Fo b —2 =
(1+k)*

Yo T T Ty e

t=1

La férmula presentada arriba se [lama modelo de dividendos descontados del precio de accio-
nes, aunque es poco Util porque resulta dificil evaluar el valor de los dividendos m4s all4 del
primer periodo.
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En el caso de algunas industrias maduras, puede ser razonable suponer que en el futuro los
dividendos se mantendrdn constantes en términos reales, es decir, que crecerdn sélo al ritmo
de la inflacién. Si este supuesto es realista, el modelo se reduce a una renta perpetua cuyo valor
presente es:

Al aplicar esta férmula es necesario recordar que la tasa de capitalizacién de mercado debe ser
expresada en términos reales: la tasa libre de riesgo real m4s la prima de riesgo en términos
reales.

k = rz + prima de riesgo real.

Si la tasa real libre de riesgo es de 2% y la prima de riesgo en términos reales es de 5%, el valor
de una accién de empresa que pagara los dividendos constantes de $4 a perpetuidad serfa:

Vo= 5714
0.02+0.05

La valuacién es muy sensible al valor de la prima de riesgo. Si la prima de riesgo baja a 3%, el va-
lor de la accién sube a $80. Si la prima de riesgo sube a 8%, el valor de la empresa baja a $40.

Un caso més general se da cuando es posible suponer que cada afio el dividendo crece a
una tasa constante, g.

DZDO(I-I—g)t = D1=DO(1+g)

t

El modelo basado en este supuesto se llama modelo de dividendos descontados que crecen a una
tasa constante o, simplemente, modelo de Gordon.

La férmula para el valor intrinseco de una empresa que paga dividendos crecientes a un
ritmo constante es:

_Dy(l+g  Dy(l+g)’  Do(l+g’ Do(1+g)”
1+k (1+k)* (1+k)’ (1+k)*

0

Se trata claramente de una renta perpetua de pagos crecientes a una tasa constante. La f6r-
mula para la anualidad de pagos crecientes a un ritmo constante, desarrollada en el capitulo

anterior, es:
n
VPA = - 1—( 1*e )
R—g 1+R

Ya demostramos que si R > g, el valor de esta suma tiende a

a;
R—g
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Al cambiar los simbolos obtenemos la férmula del valor intrinseco de la accién basado en
dividendos descontados que crecen a una tasa constante, g.

El valor teérico calculado asf puede ser comparado con el precio de mercado de la accién. Si el
analista tiene confianza en su modelo y si el precio de mercado es menor que el valor tedrico,
el analista tiene razones para suponer que actualmente la accién se encuentra subvaluada, lo
que puede ser motivo de compra. Lo contrario sucede si el precio de mercado resulta mayor
que el valor tedrico.

El modelo de dividendos descontados con tasa de crecimiento constante es el modelo que
mis se utiliza en la valuacién de acciones. Segiin éste, el valor de una accién crece si:

1. Aumenta el dividendo esperado.

2. Se reduce la tasa de capitalizacién de mercado (a consecuencia de una reduccién de la tasa
libre de riesgo o como resultado de una reduccién de la prima de riesgo de la empresa).

3. Aumenta la tasa esperada de crecimiento de los dividendos.

La prima de riesgo para una empresa puede bajar porque baja su beta o la prima de riesgo de
mercado. Esto tltimo sucede si se reduce la volatilidad de mercado, o si el piblico inversionis-
ta empieza a tolerar mejor el riesgo.

Dividendo esperado T

Tasa libre de riesgo —  Valor T
Prima de riesgo

Crecimiento de los dividendos T

El modelo de dividendos descontados es sensible al supuesto de que la tasa de crecimiento de
los dividendos debe ser menor que el costo de capital: g < k. Recordemos que la derivacién de
la férmula se hizo con base en este supuesto. Si los dividendos crecieran a una tasa mayor que
el costo de capital, el valor de la empresa serfa infinito. Un momento de reflexién es suficiente
para constatar que el supuesto g < k es bastante realista. Aun cuando en unos cuantos afios
la tasa de crecimiento de los dividendos pueda rebasar el costo de capital, esta situacién no
durard indefinidamente.

La férmula del valor basado en dividendos descontados explica por qué una politica mo-
netaria restrictiva del Banco Central invariablemente reduce el valor de las acciones. Al redu-
cirse la oferta monetaria, suben las tasas de interés y al mismo tiempo bajan las proyecciones
de las utilidades (y dividendos).

kT

Restriccién monetaria = = Vi

E(D)!

donde E(D) son dividendos esperados.



La restriccion
monetaria redu-
ce el valor de las
acciones.

Segtin el modelo
de dividendos
descontados,

el precio de la
accion y el valor
de la empresa
deben crecer al
mismo ritmo que
los dividendos.
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En cambio, una politica monetaria expansiva tiene un impacto un tanto ambiguo. Por
un lado, las tasas de interés reales bajan, lo que reduce la tasa de capitalizacién de mercado,
y las expectativas sobre las utilidades futuras mejoran. Por otro lado, aumenta la inflacién es-
perada, lo que sube la tasa de capitalizacién en términos nominales y pueden, asimismo, subir
las primas de riesgo porque la expansién monetaria generalmente anuncia una inestabilidad
econdmica futura.

rd
g . E@)T VT o Vi
Expansién monetaria => =
(Ry—Rp)T Resultado indeterminado
E(D)T

Otra consecuencia importante del modelo basado en dividendos descontados con crecimien-
to constante es que el precio de las acciones crece a la misma tasa que los dividendos. Para ver
esto escribimos las férmulas:

Py = ) P = ) D, =D, (l1+g)

EJEMPLO 1

Se espera que al final del afio la empresa X pague un dividendo de $5.5. Durante los Ultimos afios,
éste crecid a un ritmo anual de 6% que, suponemos, no cambiara. El rendimiento requerido para
este tipo de empresas es de 16%. ¢Cual es el valor tedrico de la acciéon de la empresa X?

Solucioén:

D, = 5.5, k=16%, g=6%
Al sustituir los datos del problema en la férmula de valor de la accién, tenemos:
D, 55

— 1 —
v, = ——= - =
k—g 0.16—0.06
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Respuesta: El valor teérico de la accion de la empresa X es de $55. Si el precio de mercado de la
accion es mucho mas bajo, podemos comprarla en espera de una posible apreciacion.

Al invertir la férmula del valor de la empresa basado en los dividendos descontados se puede
calcular el costo de capital contable de la empresa. Explicaremos este concepto mediante un
ejemplo.

EJEMPLO | 2

Supongamos que la misma empresa X del ejemplo 1 contempla un proyecto de inversion y preten-
de financiarlo con una emisién de nuevas acciones. Estas se venden en la bolsa de valores a $48.
¢ Cual es el costo de capital contable de la empresa aplicable al descuento de los flujos de efectivo
esperados del proyecto de inversion?

P, = $48, D, =525, g=6%

Solucién: En el contexto de este problema no tenemos el rendimiento requerido. Lo que tratamos
de calcular es el costo de capital contable de las nuevas acciones kg, igual a la tasa de capitaliza-
cién del mercado. En este caso la férmula del valor de la empresa se convierte en:

donde el precio de la accion, P, es determinado por el mercado.

Al despejar de esta formula k; obtenemos una formula para el costo de capital contable de la em-
presa, determinado con base en el precio de acciones.

Al sustituir en esta férmula los datos del problema tenemos:

Kk = % +0.06 = 0.1746 = 17.46%

S

Respuesta: El costo de capital de la empresa X, aplicable para el descuento de los flujos de efec-
tivo de un proyecto de inversion financiado con la emision de nuevas acciones es de 17.46%.

El bajo precio que la empresa obtuvo en la venta de las nuevas acciones se refleja en un
alto costo de capital. Es posible que el mercado considere que el nuevo proyecto es bastante
riesgoso.
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El primer término de la férmula del costo de capital contable (D,/P,) es el rendimiento
por concepto de dividendos. Su valor esta disponible en las publicaciones financieras. El se-
gundo término, g, es la tasa de crecimiento de los dividendos. Explicaremos cémo estimar su
valor m4s adelante.

El rendimiento requerido por el mercado (la tasa de capitalizacién de mercado) representa
para la empresa el costo de capital contable adecuado para descontar los flujos de efectivo de
proyectos financiados con la emisién de nuevas acciones. Es el consenso de mercado acerca
de la prima de riesgo que debe pagar la empresa. El procedimiento para evaluar la tasa de des-
cuento del proyecto de inversién, esbozado arriba, es correcto siempre y cuando el riesgo del
proyecto sea igual al riesgo promedio de la empresa.

EJERCICIO DE COMPROBACION

Para financiar su expansion, la empresa Avante pretende colocar una nueva emision de acciones.
Se espera que en el presente ejercicio ésta pague un dividendo de $4.5. Durante los Ultimos anos
los dividendos pagados por la empresa crecian a un ritmo promedio de 10% anual.

a) ¢Cuanto puede recibir la empresa por cada una de sus acciones si el rendimiento requerido por
los inversionistas es de 15%7?

b) ¢Cudl seria el costo de capital para la empresa si sus acciones se vendieran a un precio prome-
dio de $83.5?

Respuestas: a) $90, b) 15.39%.

Tratamiento de la inflacion

La férmula del valor intrinseco basado en dividendos descontados con crecimiento constante
puede ser aplicada tanto en términos nominales como reales. En el ejemplo 1 utilizamos la
versién en términos nominales. Ahora supongamos que la inflacién es de 3% anual. El valor
tedrico se puede calcular con el método aproximado o con el método exacto.

Método aproximado

Si la tasa de capitalizacién en términos nominales es de 16% vy la inflacién anual es de 3%, en
términos reales, la primera serd de 13%.

k,=k—1i=16% —3% =13%

Si la tasa de crecimiento de los dividendos en términos nominales es de 6%, en términos
reales serd de 3%.

g, =g—1=06%—3% =3%
El valor intrinseco es:

D, _ 55
k,—g, 0.13-0.03
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Obviamente el resultado es idéntico que el calculado en términos nominales.

Meétodo exacto

Al utilizar la ecuacién de Fisher, la tasa de capitalizacion real es:

bk _L16 1 ey = k. =12.62%

1+i 1.03

1+k, =

Con la misma metodologia la tasa de crecimiento real es:

+ .
|4 =1t _ 106

= =1.0291 = g, =291%
1+i  1.03

Al utilizar estos valores en la férmula del valor, tenemos:
D, _ 5.5 _
k —g 0.11262 — 0.0291

T T

Vy =

Parece que el resultado es diferente, sin embargo, un momento de reflexién es suficiente para
darnos cuenta de que D, estd expresado en precios del fin del periodo 1, igual que V,,. Para
obtener su valor a precios del periodo cero es necesario dividir 56.65 entre 1.03.

5665 _ oo
1.03

Otra vez, el resultado es el mismo que el calculado en términos nominales.

Reflexion sobre matemdticas financieras
Regla practica

Si la tasa de capitalizacién de mercado estd expresada en términos nominales, la tasa de crecimien-
to de los dividendos también debe ser expresada en los mismos términos.

Si la tasa de capitalizacién de mercado estd expresada en términos reales, la tasa de crecimiento de
los dividendos también debe ser expresada en esos términos.

MODELOS DE VALUACION BASADOS EN RAZONES FINANCIERAS

En el desarrollo de este tema utilizaremos los siguientes simbolos:

P precio de la accién,

E utilidades de la empresa por accién (earnings per share EPS), esperados para el fin del
periodo en curso,

k rendimiento del capital contable de la empresa,

V' valor de la empresa por accién.
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Caso 1: utilidades constantes

Si suponemos que las utilidades permanecerdn constantes en el futuro previsible, podemos
tratarlas como una renta perpetua. El hecho de que las utilidades de la empresa sean variables
no invalida nuestro supuesto de que constituyen una renta perpetua. Si la estimacién de las
utilidades cambia, el valor de la empresa también cambiard y serd necesario efectuar un nuevo
cdlculo. Al utilizar el concepto de renta perpetua evaluamos el valor de la empresa como:

De esta manera establecimos un resultado muy importante: el rendimiento del capital conta-
ble de una empresa sin crecimiento es el reciproco de la relacién precio/utilidad (P/E).

Caso 2: utilidades crecientes

Si las utilidades de la empresa crecen a un ritmo constante, g, la férmula del precio se modifica
de la siguiente manera:

PZL = k !

En este caso, el reciproco de la razén P/E se interpreta como el costo de capital contable me-
nos la tasa de crecimiento.

En la bolsa de Nueva York, la relacién P/E menor de 10 es considerada baja, y por arriba
de 20, alta. Es probable que todas las empresas con la razén P/E por arriba de 20 tengan incluido
en su precio el crecimiento futuro.

PE=10 =  k=10%
PE=20 = k-g=5%

En el segundo caso, para determinar el costo de capital contable es necesario estimar la tasa
de crecimiento de las utilidades.
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En general, cuando la relacién P/E baja, el rendimiento del capital contable sube.

(P) Il = k7T
E
Esto sucede si aumenta la prima de riesgo, como en el caso de empresas pequefias, nuevas, o
aquellas cuyo futuro es inseguro. El costo de capital para éstas es relativamente alto.

Cuando la relacién P/E es alta, la prima de riesgo puede ser baja, o bien, la empresa tiene
excelentes expectativas de crecimiento.

Si la P/E rebasa 30 (k — g = 3.3%), para que el inversionista obtenga un rendimiento
de 12% sobre su inversién las utilidades de la empresa tienen que crecer a un ritmo de 8.7%
anual.

Los inversionistas que compran acciones con P/E alta esperan que las utilidades de esas
empresas crezcan en el futuro.

El precio de las acciones estd determinado por la oferta y la demanda en el mercado de
valores. Si el precio de una accién sube, esto puede reflejar una de las siguientes causas:

a) el mercado modificé al alza las utilidades esperadas de la empresa,

b) aument6 el crecimiento esperado de las utilidades de la empresa,

¢) bajé el rendimiento requerido porque se redujo el riesgo de la empresa o porque bajé
la tasa libre de riesgo.

EJEMPLO 1

El precio de una accion de Microsoft es tal que la relaciéon P/E es igual a 80. El mercado espera que
las utilidades de la empresa crezcan en el futuro a un ritmo de 10% anual. ;Cual es el rendimiento
del capital contable de Microsoft?

Solucién:

1 1 _00125-125% = k=1125%

K—g=——
97 (P &0
5

Con base en larazén actual P/E, la tasa de rendimiento de las acciones de Microsoft es de tan sélo
11.25% anual. Los inversionistas esperan un alto crecimiento de las utilidades en el futuro, en vir-
tud de la posicion monopolistica de la empresa en el mercado y de su capacidad para desarrollar
productos innovadores que ganan la aceptacion de los usuarios.

(Coémo se calcula la razén P/E en un momento dado? La préctica generalizada es utilizar
el precio de hoy y dividirlo entre las utilidades netas después de los impuestos de los ultimos
12 meses.

P Precio de hoy

E  Utilidades de los dltimos 12 meses
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(Coémo utilizar la razén para calcular el valor de una empresa? El procedimiento general-
mente aceptado es estimar las utilidades por accién para el fin del periodo y multiplicarlas
por una razén P/E histérica (normal) de la misma empresa, o algin promedio industrial de
empresas semejantes.

V. = PV x  E(eps)
0 E —_—

—— utilidades

razén historica esperadas

EJEMPLO | 2

Durante los ultimos 20 afos, el precio de las acciones de la empresa XZY era en promedio 20 veces
sus utilidades. Para el afio en curso se prevé que las utilidades por accién seran de $3.5. ;Cual es
el valor de la empresa?

Solucién: El valor basado en el multiplo precio/utilidad es 20 - (3.5) = $70.

Si los inversionistas no estan de acuerdo con esta valuacién, el precio de mercado de la accién
puede ser mas alto o mas bajo. Si el precio de mercado es mas alto que el calculado con base en
la P/E histoérica, la razon P/E actual subira.

Respuesta: Si el precio de accion de la empresa XYZ del ejemplo 2 es de $85, la razén P/E es de
85/3.5 = 24.3, mas que el promedio histoérico de 20.

El lector puede estar confundido. Si es el mercado el que determina la razén P/E, jqué sentido
tiene utilizar la razén histérica para calcular el valor teérico de la empresa? La respuesta es
que pretendemos tener algin punto de referencia. Segtn los estdndares histéricos, jel precio
actual es alto o bajo? Si las acciones se negocian muy por debajo de sus niveles histéricos
podemos tener razones para suponer que la empresa esta subvaluada y tiene un potencial de
apreciacién. Lo contrario sucede si las acciones se negocian muy por arriba de sus niveles
histéricos.

Una P/E alta es benéfica para la empresa porque baja el costo de capital, lo que facilita el
financiamiento de proyectos de inversién, defiende a la empresa contra los intentos de adquisi-
cién hostil y aumenta el valor de las opciones sobre las acciones de la empresa que constituyen
una parte importante de las compensaciones de los altos ejecutivos.

Son muchos los factores que pueden aumentar la razén P/E. Los mds importantes incluyen:

1. Perspectivas favorables de crecimiento futuro. Se trata tanto del crecimiento de las ven-
tas como de las utilidades.

2. Inflacién a la baja. Las expectativas de la inflacién forman parte de la tasa libre de riesgo
y, a través de ésta, de la tasa de capitalizacién del mercado. Al bajar la tasa de capitaliza-
cién sube el maltiplo P/E.

3. Menor apalancamiento. Al reducirse la razén deuda/capital contable baja la prima de
riesgo que debe pagar la empresa, lo que reduce la tasa de capitalizacién (el rendimiento
requerido).
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4. Calidad de la administracién. Si el mercado aprueba el estilo de la actual administracién
de la empresa, la recompensa con una alta razén P/E.

5. Calidad de las utilidades. Las empresas que siguen practicas contables conservadoras y no
inflan sus utilidades con trucos contables son recompensadas con una alta razén P/E.

6. Percepcién de un menor riesgo futuro. Se trata tanto del riesgo macroeconémico como
del riesgo a nivel sector y a nivel empresa.

7. Politica de dividendos. Las empresas con un reconocido potencial de crecimiento renta-
ble, que retienen la mayor parte de sus utilidades para financiar los proyectos de expan-
sién, tienen mdltiplos P/E altos.

Otros factores que afectan al miltiplo P/E comprenden: politicas del Banco Central, déficit
fiscales, entorno internacional, credibilidad de los gobiernos, confianza de la poblacién, pro-
greso tecnoldgico, el ciclo de los negocios, etcétera.

En el 2000 las razones P/E eran mads altas que los promedios histéricos.! Los expertos
argumentaban que eso se debfa a la nueva economia.

La nueva economia consiste en innovacién tecnoldgica acelerada (computacién, teleco-
municaciones, internet), apertura de los mercados (globalizacién), desregulacién y politicas
fiscal y monetaria prudentes. La nueva economia aumenta la productividad de los factores,
generando un alto crecimiento con baja inflacién. Las empresas de alta tecnologfa, sobre todo
las relacionadas con internet, tenfan perspectivas de crecimiento tan buenas que sus P/E
rebasaban en ocasiones 100. Ahora ya sabemos que este optimismo no era justificado y las
valuaciones regresaron a sus niveles histéricos.

Aun cuando la férmula de valuacién basada en el miltiplo P/E es exageradamente senci-
lla, su aplicacién practica es un verdadero arte. ;Qué razén P/E seleccionar para estar en linea
con la apreciacién del mercado? ;Cémo estimar las utilidades de la empresa en una situacion
de volatilidad e incertidumbre? Estas habilidades se adquieren sélo con una larga practica.

La metodologfa del modelo de valuacién basado en el miltiplo P/E puede ser extendi-
da para incluir otras razones financieras. Primero se establece una razén histérica y después
se multiplica por el valor actual (o estimado). El valor teérico de la accién asi obtenido se
compara con el precio de mercado para ver si las acciones se venden a un precio por arriba o
por debajo de los promedios histéricos. A continuacién, a manera de ejemplo, describiremos
algunos modelos de este tipo.

Modelo basado en la razén precio/ventas

Primero es necesario establecer la razén histérica precio/ventas:

P Precio promedio

SPS  Ventas medias por accién

Los promedios se calculan en un periodo prolongado, por ejemplo, los dltimos 10 afios. SPS
significa sales per share.

3 El mdltiplo promedio de las empresas incluidas en el S&P 500 fue de 28, contra el promedio histérico de 15.
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Ahora ya podemos calcular el precio tedrico de la accién como el producto del mdltiplo
histérico precio/ventas por el prondstico de ventas para el afio en curso.

P
V, = —— - E(Ventas
0 = Sps ( )

Modelo basado en la razén precio/valor en libros

La razén histérica precio/valor en libros es:

P Precio promedio

BVPS  Valor en libros por accién promedio

BVPS significa book value per share.
El precio tedrico es el producto del multiplo precio/valor en libros por el valor en libros
estimado para el afio en curso.

V,= - .E(BVPS)
BVPS

Modelo basado en la razén precio/flujo de efectivo promedio

La razén histérica precio/flujo de efectivo promedio es:

r Precio promedio

CFPS Flujo de efectivo por accién promedio

CEFPS significa cash flow per share.
El precio tedrico es el producto del mdltiplo precio/flujo de efectivo promedio por el flujo
de efectivo estimado para el afio en curso.

P

= E(CFPS)
CFPS

Vo

Los modelos basados en otras razones financieras (que no sean la razén P/E) son utilizados con
frecuencia porque estas razones son menos voldtiles que el mdltiplo P/E. Si los resultados de
valuacién con diferentes métodos coinciden, el analista adquiere mas confianza para tomar la
decisién de compra o venta.
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MODELOS DE VALUACION BASADOS EN OPORTUNIDADES
DE INVERSION

El objetivo de

la inversion neta
es aumentar

la capacidad
productiva de la
empresa.

El mdltiplo P/E depende de cémo el mercado evalia el potencial de crecimiento de la empre-
sa. Al combinar el modelo de los dividendos descontados con el modelo basado en la razén
P/E, demostraremos que lo que el mercado recompensa no es el crecimiento en sf, sino las
oportunidades de inversién en proyectos cuya rentabilidad es mayor que el costo de capital
de la empresa.

En primer lugar, definimos las utilidades netas como utilidades netas de la depreciacién
econdmica. Esta se refiere al costo de mantener intacto el capital fisico de la empresa. Es el
costo de las reparaciones y reemplazo de los elementos de capital desgastados, de manera que
la capacidad de la empresa se mantiene constante. La depreciaciéon econémica depende de la
edad promedio de los elementos de capital, del ritmo de la obsolescencia tecnolégica, del tipo
de mantenimiento que se da a la maquinaria y el equipo, etcétera.

La utilidad neta de la depreciacién econémica puede ser muy diferente de la utilidad en el
sentido contable. Es la cantidad mdxima que la empresa puede pagar a sus inversionistas, sin
que su capacidad instalada se deteriore.

La inversién total de la empresa se llama la inversién bruta. La parte de la inversién dedi-
cada a mantener intacta la capacidad instalada se llama depreciacién econémica y el resto (si
es que existe) se llama inversién neta.

Inversién neta = inversién total — depreciacién econdémica.
Iy =17 —dep

La inversién neta puede ser financiada con una parte de las utilidades. El porcentaje de las
utilidades dedicado a la inversién neta se llama coeficiente de retencion, o tasa de reinversion de
las utilidades. En términos por accién es la parte de las utilidades por accién no distribuida
como dividendo. Al coeficiente de retencién lo designaremos b.

,_E-D_, D
E E
donde b es el coeficiente de retencién (reinversién) de utilidades,

E  eslautilidad neta por accién (EPS),
D es el dividendo por accién (DPS),
DJE s la razén de pago de los dividendos (payout ratio).

La parte no distribuida de las utilidades se invierte en nuevos proyectos de inversién. El rendi-
miento de estos proyectos se designa con la letra y. Es el rendimiento sobre el capital contable
(ROE) marginal; esto es aplicable sélo a los incrementos de capital.

Cuando el analista no tiene informacién especifica sobre el rendimiento esperado de
nuevos proyectos, la practica estdndar consiste en suponer que este rendimiento es igual al
rendimiento del capital contable promedio:

y = ROE
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ROE (return on equity) es el rendimiento histérico sobre el capital contable de la empresa. En
otras palabras, es el rendimiento sobre la acumulacién de todos los proyectos anteriores em-
prendidos por la empresa. Suponer que el rendimiento de los nuevos proyectos es igual a ROE
implica que estos proyectos son tipicos de la empresa.

Los nuevos proyectos de inversién, una vez puestos en funcionamiento, incrementan las
utilidades. La tasa de crecimiento de las utilidades depende de la cantidad de la nueva inver-
sién y de su rentabilidad. En términos simbélicos, tenemos:

AE AE I
g=—=|—" -(N)Zy-b

E \Iy)\E
—_

N
¥ b

donde: AE = E; — E; es el incremento de las utilidades en un afio,

g es la tasa de crecimiento de las utilidades,

Iy es la nueva inversién neta,

y es el rendimiento de las nuevas inversiones,

b es el coeficiente de reinversién de las utilidades.

El incremento de las utilidades dividido entre la inversién neta es el rendimiento de las nue-
vas inversiones, y. La participacién de la inversién neta en las utilidades es lo mismo que el
coeficiente de retencién, b, dado que la parte de las utilidades no distribuida en dividendos
se invierte:

Iy=E-D

La inversién es neta porque las utilidades son netas del costo de reposicién de capital.

Asi, hemos establecido que la tasa de crecimiento de las utilidades es directamente pro-
porcional al rendimiento de las inversiones nuevas, vy, asi como a la proporcién de las utilida-
des que se dedican a la inversién neta, b.

Reflexion sobre matemadticas financieras
Crecimiento de las utilidades y la tasa de reinversion

Hay una manera alternativa de llegar al resultado de la tasa de crecimiento de las utilidades, que es
igual al producto del coeficiente de retencién por el rendimiento de las nuevas inversiones. Prime-
ro observamos que, a menos que se emprendan proyectos nuevos, la utilidad serd constante. Si la
empresa emprende proyectos nuevos, la utilidad en el periodo siguiente serd igual a la utilidad del
periodo actual més el incremento de las utilidades. Si la tinica fuente de financiamiento de la nueva
inversién es la reinversién de una parte de las utilidades actuales, el incremento de las utilidades
es igual a la parte retenida de las utilidades multiplicada por el rendimiento de estas utilidades. Al
expresar esta frase en términos simbdlicos, tenemos:

E,=E,+b-E,-y=E,(1+b-y)
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Al dividir ambos lados entre E,, tenemos:

g
—L =1+g=1+b-y = g=b-y
E,

Los dividendos son iguales a la parte no reinvertida de las utilidades:
%4_%,2 D =E(1-b)

Si sustituimos esta expresién en la férmula del valor de la accién del modelo de dividendos
descontados con crecimiento constante, y dado que g = vy - b, tenemos:

v.- D _E1-b)
° k—g k—y-b

donde D y E se refieren a los valores estimados para el fin del periodo.*
Si el coeficiente de retencién de utilidades, b, se mantiene constante en el tiempo, los
dividendos crecerdn a la misma tasa, g, que las utilidades.

AD  AE
b = constante = — =— =g

D E

(Cémo afectan las oportunidades de crecimiento al valor? Explicaremos este tema con base
en algunos ejemplos numéricos.

EJEMPLO 1

Una empresa produce utilidades por accion de $6 y las distribuye en forma de dividendos. Esto
implica que el coeficiente de retencion es igual a cero. El costo de capital de la empresa es de
15%. Dado que no existe inversion neta, las utilidades (dividendos) se mantienen constantes en el
tiempo.® Calcule el valor teérico de la empresa.

D =E =86, b =0, k =15%

*La férmula del valor de la empresa con la reinversién de una parte de utilidades no funciona si la empresa no paga
dividendos, es decir, si retiene 100% de sus utilidades. En este caso b = 1y el numerador es igual a cero. La empresa
no vale nada. Este resultado contradice la realidad. Hay muchas empresas que no pagan ni un centavo de dividendos
y sin embargo su valor es positivo. Trataremos este caso como una anomalfa matemética. Otra anomalfa de la férmula
es que no permite que y - b sea mayor que k, porque al suceder esto produce un valor negativo.

% Incluso si no hay inversién econémica neta, las utilidades pueden crecer como consecuencia de un mejoramiento
en los métodos de administracién (reduccién de costos), mejor capacitacién y experiencia de los trabajadores (curva
de aprendizaje, mejor posicionamiento del producto en el mercado, etc. Sin embargo, en ausencia de una nueva
inversion, el incremento de las utilidades es tan pequefio (menor a 1%) que puede ser pasado por alto. Ademds, la
mayor parte del progreso tecnolégico estd incorporada en la maquinaria y el equipo. Una empresa que no invierte no
puede aprovechar este progreso tecnolégico.
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Solucidn: Para estimar el valor de la empresa utilizamos la férmula del valor presente de la renta
perpetua:

Respuesta: El valor de la empresa sin crecimiento es de $40.

EJEMPLO | 2

Un ejecutivo de la empresa del ejemplo 1 propone un proyecto de inversion, cuyo rendimiento es-
perado es de 18%. Para financiar este proyecto es necesario retener 60% de las utilidades. ;Cémo
afectaria la aprobacion del proyecto el valor teérico de la empresa?

y =18%, b=06

E(1-b)  6:(1-06)
k—y-b 015-0.18-0.6

V. =

A =57.14

Respuesta: Aun cuando el dividendo pagado bajo de $6 a $2.4, el valor de la empresa subi6 de
$40 a $57.14.

Es claro que el mercado recompensa los planes de expansién de la empresa.

Si el mercado recompensa el crecimiento, ;por qué las empresas no invierten mds en nue-
vos proyectos? La respuesta es que el mercado recompensa sélo los proyectos cuyo rendimiento
esperado es mayor que el costo de capital para la empresa.

(Cuél serfa el valor de la empresa si el mercado evaluara el rendimiento del nuevo proyec-
to como 12%? (y = 12%).

6-(1—-0.6)

=————"— =30.77
0.15-0.12-0.6

0

Si el rendimiento esperado de un nuevo proyecto de inversién es menor que el costo de capi-
tal, el valor de la empresa baja.

Si el rendimiento del proyecto fuese de 15%, el valor de la empresa no cambiaria en
absoluto.

_ 6:(1-06) _
°  0.15-0.15-0.6

La diferencia entre el valor de la empresa con la reinversién de una parte de sus utilidades y el
valor sin esta reinversion se llama valor presente de las oportunidades de crecimiento: VP(OC).
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Cuando el
rendimiento

de un proyecto
de inversion es
mayor que el
costo de capital,
el valor presente
neto del proyec-
to es positivo,

y su realizacion
aumenta el valor
de la empresa.

Este valor es positivo, si y sélo si el rendimiento esperado de los nuevos proyectos es mayor
que el costo de capital.

VP(OC) = E-(1-b) E _E-b:(y—k)
k—y-b k  k-(k—y-b)

Si el rendimiento del nuevo proyecto es de 18%, el valor de la empresa es de $57.14. Este
valor puede ser descompuesto en un valor sin crecimiento ($40) y el valor presente de las
oportunidades de crecimiento ($17.14).

Valor = valor sin crecimiento + valor presente de oportunidades de crecimiento

57.14 =40 + 17.14

Es facil comprobar que:

E(l-b) _ E

>k
k—yb  k )

si y s6lo si

El valor de una empresa que crece, reinvirtiendo parte de sus utilidades, puede ser visto como

la suma de su valor sin crecimiento (E/k) y el valor presente de sus oportunidades de creci-
miento, VP(OC).

VO=E+VP(OC)= Ed=b) VP(OC)>0 si y>k
k k—vy-b
v>k = VPN >0

Si una empresa no tiene oportunidades de crecimiento rentable, no tiene caso reinvertir sus
utilidades. Todas éstas deben ser pagadas a los accionistas en forma de dividendos. Empresas
de este tipo, que usualmente operan en las industrias maduras o en declive, suelen llamarse
“vacas de efectivo” (cash cows).

Regresemos al ejemplo 2. Al reinvertir la empresa 60% de sus utilidades el dividendo
pagado al final del primer periodo se reducirfa en $3.6:

6—24=36

Este es el costo por accién del nuevo proyecto. Al mismo tiempo, las utilidades por accién
aumentarfan $0.648 a perpetuidad:

AE=E.g=6-(0.108) = 0.648

El valor presente de esta perpetuidad es 0.648/0.15 = 4.32 y el valor presente neto del proyec-
to por accién al final del periodo 1 es:

—3.6 +432=0.712
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Ahora supongamos que, en vez de un solo proyecto con el rendimiento de 18%, la empresa
tiene una oportunidad constante de invertir con el rendimiento de 18%. El valor presente de
estas oportunidades de crecimiento podria ser evaluado como el valor presente de la perpe-
tuidad creciente:

0
0.15—0.108

VP(OC) =
La estrategia de la empresa que consiste en invertir 60% de sus utilidades en proyectos con el
rendimiento de 18% tiene el valor presente neto de $17.14.
Al repetir este procedimiento en términos simbdlicos obtendremos una férmula para el
valor presente de las oportunidades de crecimiento.
El valor presente neto al final del primer periodo de un solo proyecto es:

E-g —E-b-k+E-b-y E-b-(y—k)

k k

—E-b+

Al dividir este valor entre (k — y -b) obtenemos el valor presente de las oportunidades con-
tinuas de crecimiento:
E-b-(y—k
vp(oc) = £ =k
k-(k—y-b)
Obviamente, es la misma férmula que obtuvimos al restar del valor de la empresa con creci-
miento el valor sin crecimiento.

Muiltiplo P/E y las oportunidades de crecimiento

Al manipular un poco la férmula del valor (precio) de una empresa con oportunidades de
crecimiento, obtenemos una férmula del multiplo P/E en funcién del valor sin crecimiento y
el valor presente de las oportunidades de crecimiento.

P:%+VP(OC) = £:l1+w

0

Si el valor presente de las oportunidades de crecimiento es cero, el mdltiplo es simplemente el
reciproco de la tasa de rendimiento, tal como lo hemos establecido anteriormente.

VP(OC)=0 = —=—- = P=-—

En la medida en que el mercado evalda las oportunidades de crecimiento de una empresa
como positivas y crecientes, el maltiplo P/E crece.

P _1
VP(OC)>0 = — > n

Asi, hemos establecido un importante resultado
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El maltiplo P/E
de una empresa
con un potencial
de crecimien-

to rentable es
mayor que el re-
ciproco de la tasa
de capitalizacion
de mercado.

VALUACION

El rendimiento que se deriva de la razén P/E es menor que el rendimiento requerido por el
mercado. Esto explica los altos niveles de P/E de algunas empresas del sector de alta tecnolo-
gfa. El punto no es que el mercado acepte bajos rendimientos de esas empresas. Lo que sucede
es que los inversionistas reconocen un alto potencial de crecimiento de valor de esas empresas
y pagan altos precios para participar en él. Obviamente, es una estrategia de inversién de alto
riesgo, dado que el potencial de crecimiento ficilmente puede ser exagerado.

A mayor potencial de crecimiento, mayor valor del multiplo P/E.

VP(OC)T = (Z)T

Para analizar con mayor detalle los factores que pueden aumentar la razén P/E, despejamos
esta relacion de la férmula del valor de una empresa que crece (sustituyendo V por P).

p_E(=b) P _ 1-b
k—~-b E k—vy-b

De la férmula presentada arriba se deduce ficilmente que la razén P/E crece si:

1. Se incrementa el rendimiento de las nuevas inversiones:
P
yT = ( 0
E

2. Aumenta el coeficiente de retencién de utilidades, siempre y cuando el rendimiento de
la nueva inversién sea mayor que el costo de capital:

bT = (Z)T siysdlosi y>k
3. Decrece el costo de capital (el rendimiento requerido):
ko= (5
E

El costo de capital puede reducirse porque baja la tasa libre de riesgo y el riesgo a nivel ma-
croeconémico o de empresa.

Expectativas de inflacién mds alta aumentan la tasa libre de riesgo vy, a través de ésta, el
rendimiento requerido. Por eso el resurgimiento de la inflacién siempre baja los mdltiplos P/E.

El costo de capital crece si aumenta el riesgo percibido. Si el mercado cree que los pro-
yectos emprendidos por la empresa tienen un alto riesgo de fracaso, requerird un rendimiento
mis alto.

En resumen, el mercado recompensa con altas P/E a las empresas con buenas oportuni-
dades de inversién (alto ), que acttian agresivamente para aprovecharlas (alto b) y que logran
convencer a los mercados de su bajo riesgo (bajo k).
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El impacto del rendimiento de las nuevas inversiones y de la tasa de retencién sobre la
razén P/E. El costo de capital, k = 15%.

P/E
Rendimiento de las Tasa de retencién de las utilidades, b
nuevas inversiones, y 0 0.25 0.50 0.75
12% 6.67 6.25 5.56 4.17
15% 6.67 6.67 6.67 6.67
18% 6.67 7.14 8.33 16.67

En la tabla se ve claramente que la retencién de utilidades eleva la razén P/E sélo si el rendi-
miento de las nuevas inversiones es mayor que el costo de capital.

La férmula de la razén P/E también es ttil para estimar el costo de fondos internos con base
en el precio de mercado de la accién.

P 1-b N B

E  k—yb S_(P)
E

donde k es el costo de fondos internos calculado con base en el precio de mercado.

+v-b

EJEMPLO | 3

La empresa del ejemplo 2, después de anunciar el nuevo proyecto de inversién, observa que el
precio de sus acciones sube a $50. ¢ Cual es el costo de capital de fondos internos (reinversion de
utilidades) de la empresa?

P =50, E=6, y =18%, b=0.6
1=/ 1-0.6
K =—" b=
@ ®
E 6

Respuesta: Segun el juicio del mercado, el costo de fondos internos de la empresa es de 15.6%.

+0.18-(0.6) = 0.156 = 15.6%

Esto es un poco més que el costo de capital de la empresa antes del anuncio del proyecto de
inversién (15%). Posiblemente el mercado cree que la realizacién del nuevo proyecto aumen-
tard ligeramente el riesgo de la empresa.

Los muiltiplos P/E varfan de un pafs a otro y de un periodo a otro. En 1999 el mdiltiplo pro-
medio para todas las empresas estadounidenses fue de 36, pero algunas tuvieron P/E asom-
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brosamente altos: Microsoft, 58; Cisco, 74; Lucent, 100; America Online, 186; Time Warner,
425; Yahoo, 779; ebay, 1611.

Para terminar el tema de valuacién haremos un ejercicio para encontrar los supuestos
detras de los mdltiplos P/E de 100 y més. Los cdlculos serdn efectuados en términos reales.

Caso 1

Se supone que la tasa libre de riesgo es de 3.4% vy la prima de riesgo del mercado es de 6%. En-
tonces, para una empresa con beta igual a 1.1, la tasa de capitalizacién del mercado es de 10%.

k=rp+B(ry — re) = 3.4% +1.1(6%) = 10%

Si la empresa reinvierte 60% de sus utilidades, b = 0.6, ¢qué tasa de crecimiento de las utilidades

y qué rendimiento de las nuevas inversiones son necesarias para justificar una razén P/E = 1007?
P_1-b — 100 = 1-06
E k-—-g 01-9g

= g =0.096 =9.6%

Para justificar una razén P/E de 100, las utilidades netas de la empresa tienen que crecer en el
futuro previsible a una tasa de 9.6% anual real.
g=by = y=i=70'096 =0.16 = 16%
b 0.6
Para justificar una razén P/E de 100, el rendimiento neto de los proyectos de inversién de la empre-
sa tiene que ser de 16% en términos reales. No existen muchas empresas que puedan asegurar
este tipo de rendimiento neto en periodos prolongados.

Caso 2

Se supone que la tasa libre de riesgo es de 3.4% y la prima de riesgo del mercado es igual a cero.”
La tasa de capitalizacion del mercado para una empresa con beta igual a 1.1 es de 3.4%, igual que
la tasa libre de riesgo.

k=rp+B(ry —re) =3.4% +1.1(0%) = 3.4%

Con tales supuestos, la tasa real de crecimiento de las utilidades netas que justifica el multiplo P/E
de 100 es de 3%.
1-0.6

0=— > =  g=003=3%
0.034—g

El rendimiento de las nuevas inversiones implicito en esta tasa es de 5%.

9 _ 003 —0.05 = 5%
b 0.6

% Business Week, Global 1 000, 12 de julio de 1999.

"En su libro Dow 36 000, los autores James K. Glassman y Kevin A. Hassett argumentan que en el largo plazo las
inversiones en acciones resultan menos riesgosas que los bonos del gobierno. Segiin los autores, el mercado est4
reconociendo este hecho y la prima de riesgo de mercado disminuye. El valor adecuado de la prima de riesgo de
mercado es cero.
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CONCLUSIONES

1. Si se supone una prima de riesgo igual a cero, los miltiplos P/E por arriba de 100 son
faciles de justificar.

2. Si se toma como nivel normal de la prima de riesgo su nivel histérico, los miltiplos P/E
por arriba de 100 son dificiles de justificar y la mayorfa de las empresas que los ostentan
estdn sobrevaluadas.

Si la prima de riesgo de mercado tiende a reducirse o no hasta cero, es objeto de controversia.
El autor cree que el mercado debe compensar la gran volatilidad de los rendimientos en las
inversiones en acciones, por lo que la prima de riesgo de mercado nunca desaparecera.

FORMULAS DEL CAPITULO

Valor = —Renta CAPM: R, =Ry +B,(Ry —R;)

Tasa de interés

v Dy Dzer D3}+... v. =P
1+k  (1L+k) (1+k) ok
D
P =gt
k—g¢ Fo
1
-1 v, - (ﬂ) X E(EPS)
f) £ utilidades
%/—/ ili
E razén histérica :;géf;g;:
,_ E-D g=y-b
E
v, E1=D) v,= £ 1 vp(oc)
k—y-b
A P VP(OC
VP(OC) = b=k ey
k-(k—y-b) £ (E)
k
P 1-b
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Términos clave

Arbitraje Oportunidades de crecimiento rentable
Coeficiente de retencién Prima de riesgo
Costo de capital contable Razén precio/utilidad
Depreciacién econémica Rendimiento de nuevas inversiones
Inversién neta Rendimiento del capital contable
Ley del precio tnico Rendimiento requerido
Mercado eficiente Tasa de capitalizacién de mercado
Modelo de dividendos descontados Tasa de reinversién
Modelo de valuacién Valor fundamental
Modelo de valuacién de activos de capital Valor intrinseco

PREGUNTAS Y PROBLEMAS

1. Larenta mensual neta de una casa es de $4000. La tasa de interés real libre de riesgo es de 5% vy la prima
de riesgo en el negocio de renta de casas es de 9%. ;Cudl es el valor teérico de la casa?

Los siguientes datos sobre la empresa X se refieren a las preguntas 2 a 6.

P, = $40 (precio de mercado de la accién),

E(P,) = $44 (precio esperado en un afio),

E(D,) =$3  (dividendo esperado en una afio),

Ry =12% (tasa libre de riesgo),

Ry, =16% (rendimiento promedio de activos riesgosos).

;Cudl es la tasa de capitalizacién de mercado?

3. Supongamos que usted estarfa dispuesto a comprar la accién de la empresa X si su precio fuera de $38.
{Cudl es su rendimiento requerido para esta empresa’

;Qué prima de riesgo asigna el mercado a la empresa X? ;Cudl es la beta de la empresa?
5. ;Qué prima de riesgo asigna usted a la misma empresa’

Si la tasa de capitalizacién de mercado fuese de 19%, ;cudl serfa el valor intrinseco de la accién de la em-
presa X!

7. Se espera que la empresa Y pague al final del afio un dividendo de $3.5. La empresa opera en una industria
madura y se espera que en el futuro sus dividendos se mantengan constantes en términos reales. La tasa
libre de riesgo real es de 3%, la beta de la empresa es 0.95 y la prima de riesgo de mercado es de 5% en
términos reales. Calcule el valor intrinseco de la empresa.

8. Se espera que la empresa Z pague al final del afio un dividendo de $2. La empresa opera en una industria
en expansion y se espera que en el futuro sus dividendos crezcan a un ritmo anual de 6% por arriba de
la inflacién. La beta de la empresa es 1.15. Utilizando los datos faltantes del problema 7, calcule el valor
teérico de la empresa.

9. Se espera que la empresa W pague al final del afio un dividendo de $2.5 y que los dividendos crezcan a un
ritmo de 8% en términos nominales. La tasa libre de riesgo es de 6% y la prima de riesgo aplicable para este
tipo de empresas es de 7%. Calcule el valor teérico de la empresa.
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Para financiar un proyecto de inversién la empresa W del problema 9 emite nuevas acciones y las coloca
en el mercado. Las acciones se venden a $45. ;Cudl es el costo de capital contable de la empresa?

Durante los tltimos 10 afios el precio de acciones de la empresa V era en promedio 14 veces mayor que sus
utilidades por accién. Si la utilidad esperada para el fin de este afio es de $3.5 por accién, ;cuil es el valor
tedrico de la empresa?

Una empresa reinvierte 70% de sus utilidades netas en proyectos de inversién cuyo rendimiento esperado
es de 18%. ;Cudl es la tasa de crecimiento de las utilidades de la empresa?

Si la tasa de capitalizacién de mercado de la empresa del problema 12 es igual a 15% vy la utilidad esperada

para el fin del periodo es de $4 por accién,

a) (cudl es el valor intrinseco de la empresa?

b) ;qué parte de ese valor corresponde al valor de la empresa sin crecimiento y qué parte al valor presente
de las oportunidades de crecimiento?

Calcule la razén P/E de la empresa del problema 13 sin y con el crecimiento. Comente el resultado.

El costo de capital de la empresa es de 16%, su tasa de reinversién de utilidades es de 90% vy el rendimiento
de sus nuevas inversiones es de 25%. Calcule la razén P/E de la empresa. Comente el resultado.

Vuelva a resolver el problema 15 con la tasa de reinversién de 60%.






CAPITULO 9

Anualidades

Objetivos del aprendizaje

Después de estudiar este capitulo, el alumno serd capaz de:

Identificar una anualidad general.

Convertir la anualidad general en una anualidad simple.
Adecuar la tasa de interés a los datos del problema.
Resolver la hipoteca canadiense.

Convertir una anualidad con una frecuencia de pagos en una equivalente con ofra
frecuencia de pagos.

Calcular el valor presente del capital humano de una persona y su ingreso
permanente.

Calcular el rendimiento de una hipoteca comprada con descuento.
Calcular la tasa anual implicita en préstamos con honorarios.
Determinar el saldo de un fondo con retiros periédicos.
Transformar anualidades diferidas en anualidades simples.
Conceptualizar los problemas con el primer pago irregular.

Saber distinguir entre la capitalizacién continua y el flujo continuo.

Resolver los problemas de anualidades continuas.

generales y continuas

205
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INTRODUCCION A LAS ANUALIDADES GENERALES

En la gran mayoria de los casos practicos de anualidades, el periodo de capitalizacién coincide
con el periodo de pago. Son las anualidades simples con las que el lector, después de haber
estudiado los capitulos anteriores, ya estd familiarizado.

Cuando el periodo de capitalizacién no coincide con el periodo de pago enfrentamos las
anualidades generales o complejas. No existen férmulas para éstas. Para resolverlas es necesario
modificarlas de manera que se conviertan en anualidades simples equivalentes. Ya sabemos
cémo resolver las anualidades simples mediante férmulas o utilizando el médulo VDT de la
calculadora financiera.

Tedricamente es posible encontrar la tasa de interés equivalente, el pago periddico equiva-
lente, o el periodo equivalente. Casi siempre resulta mas cémodo calcular la primera. Es el Gnico
enfoque que vamos a desarrollar. Serfa recomendable que, antes de continuar, el lector repase
los conceptos de las tasas equivalentes.

CONVERSION DE UNA ANUALIDAD GENERAL EN UNA ANUALIDAD SIMPLE

Para transformar una anualidad general en una simple tenemos que encontrar la tasa de inte-
rés nominal que, capitalizada el nimero de veces igual a la frecuencia de pagos, da la misma
tasa efectiva que la tasa nominal del problema, capitalizada segtin la frecuencia indicada. Esta
tasa de interés es la tasa equivalente a la del problema y podemos utilizarla en las férmulas o
en la calculadora financiera. La regla que acabamos de mencionar suena bastante complicada.
La mejor manera de entenderla es resolviendo algunos problemas concretos. Primero veremos
el caso en que el periodo de pago es mds largo que el periodo de capitalizacién.

EJEMPLO 1

Calcule el valor futuro de 40 depdsitos quincenales de $1000 cada uno en una cuenta que rinde
22% compuesto trimestralmente.

a=$1000, R = 22% (anual nominal), m = 4 (frecuencia de composicién), n = 40 quincenas

Solucioén: El caracter general de la anualidad de este problema consiste en que la capitalizaciéon
es trimestral y las aportaciones a la cuenta son quincenales. Para transformar esta anualidad
general en una simple, necesitamos encontrar la tasa anual nominal compuesta quincenalmente,
equivalente a la tasa de 22%, compuesta trimestralmente.

Para lograrlo, necesitamos despejar la tasa R de la siguiente ecuacion:

4 24
(w%) :(Hi) = R=2151%
4 24

La tasa de interés R = 21.51% es la tasa nominal, compuesta quincenalmente, equivalente a la
tasa de 22%, compuesta trimestralmente. La podemos utilizar en la formula del valor futuro de
una anualidad simple o en el médulo VDT.
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40
vFa = — 1000 1492051 41 _ 47 5552
( 0.2151 J 24
24

Respuesta: El valor futuro de los 40 depésitos es $47 855.52.

La calculadora financiera funciona muy bien para solucionar este tipo de problemas. Primero
utilizamos el médulo CNVI para calcular la tasa equivalente:

Desde el ment principal pulsamos la tecla FIN, después CNV1 y, finalmente, PER. Ingre-
samos los siguientes datos en el mend:

%NOM %EFE P
vy) ? 4

Al pulsar %EFE obtenemos 23.88%, que es la tasa efectiva si la tasa de 22% se compone
trimestralmente.

Ahora buscamos la tasa equivalente. Introducimos 24 en el registro P y al pulsar %NOM
obtenemos la respuesta: 21.51%. Es la tasa nominal que, compuesta quincenalmente, produce
la misma tasa efectiva que la tasa de 22% compuesta trimestralmente.

Abhora utilizamos esta tasa en el médulo VDT. La secuencia es como sigue:

24 NO.P ANO, MODO FINAL.

N %IA VA PAGO VF
40 2151 0 —1000 ?

Al pulsar la tecla VF obtenemos la respuesta: $47 855.52.

EJEMPLO | 2

Al principio de cada mes, usted hace un depdsito de $500 en su cuenta de ahorro que rinde 12%
compuesto diariamente (con base en 360 dias). Cuanto se acumulara en la cuenta al cabo de
cinco afios?

a = $500, R = 12% (anual nominal), m = 360 (frecuencia de composicion),
n = 5 anos = 60 meses

Solucién: Este es un caso de anualidad general anticipada. La capitalizacion es diaria 'y el pago es
mensual. Antes de usar el modulo valor del dinero en el tiempo (VDT) de la calculadora financiera
HP 17Bll tenemos que calcular la tasa de interés nominal (equivalente), congruente con los datos
del problema. Haremos esto con base en los siguientes puntos:
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1. Calcular la tasa efectiva, si la tasa nominal de 12% se compone diariamente.

2. Calcular la tasa nominal, la cual, compuesta mensualmente, produce la tasa efectiva obtenida
en el punto 1.

3. Usar esta tasa en el médulo VDT de la calculadora.

Para calcular la tasa efectiva del punto 1, en la calculadora, desde el menu principal pulsamos en
este orden: FIN, CNVI, PER.

%NOM %EFE P
12 ? 360

Al pulsar %EFE obtenemos la respuesta: 12.7474%.

Para contestar al punto 2 tenemos que buscar una tasa que, compuesta mensualmente, nos dé
12.75%. Esto requiere despejar R de la siguiente ecuacion:

12
(1 A i) —1=0.1275
12

R= (1.1275%2 - 1)12 =0.1206 = 12.06%

Con la calculadora, manteniendo el resultado anterior en el registro %EFE, introducimos 12 en P
y pulsamos %NOM. El resultado es 12.0582%, que guardamos en STO 0.

La tasa nominal de 12%, compuesta diariamente, produce un rendimiento efectivo de 12.75%.
Para producir el mismo rendimiento efectivo, la tasa nominal compuesta mensualmente tiene que
ser de 12.06%.

Room = 12%|

nol

, =Ry, =1275% <R =12.06%|

=36 m

Otra forma de calcular la tasa equivalente es despejar R de la siguiente ecuacion:

1 360
(1+ﬂ) :(1+%) = R =0.1206 = 12.06%
12 360

Ahora ya podemos resolver el problema con el médulo VDT. Pulsamos EXIT dos veces y después
VDT. Seleccionamos la tecla OTRO para fijar el nimero de pagos en 12 y el modo en inicial (12
NO.P ANO MODO INIC). Pulsamos EXIT y la flecha « (hacia la izquierda) para borrar la informa-
cién sobre el modo. Recuperamos nuestra tasa equivalente 12.0582 con RCL 0 y pulsamos %IA,
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para introducir esta tasa en la calculadora. Ademas, en N introducimos 60, 0 en VA, 500 en PAGO.
Ahora, al apretar VF, obtenemos la respuesta buscada $41309.51.

Respuesta: Después de cinco afios, el saldo en nuestra cuenta de ahorro sera de $41 309.51.

EJEMPLO | 3

¢Cual es el valor futuro de cuatro pagos trimestrales de $1000, si la tasa de interés anual de 24%
se compone mensualmente?

a=$1000, R = 24% (anual nominal), m = 12, n = 4 trimestres

Solucioén: Si la tasa nominal de 24% se compone mensualmente, la tasa efectiva es 26.82%. La
tasa nominal compuesta trimestralmente que corresponde a la tasa anual efectiva de 26.82% es
24.48%. Es la tasa equivalente buscada.

12 4
(1 4 024 ) - (1 + ﬂ) = R =2448%
12 4

Utilizamos esta tasa en el médulo VDT: 4 NO.P ANO, MODO FINAL.
%IA VA PAGO VF
4 21.51 0 -1000 ?

Al pulsar la tecla VF obtenemos la respuesta: $4382.46.

Respuesta: Después de cuatro pagos de $1000, el saldo de la cuenta sera de $4 382.46.

EJEMPLO | 4

¢Cudl es el valor futuro de 20 depdsitos mensuales de $500, si la tasa de interés anual de 20% se
compone semestralmente?

a =$500, R =20% (anual nominal), m =2, n =20 meses

Solucioén: Si la tasa nominal de 20% se compone semestralmente, la tasa efectiva es de 21%.
La tasa nominal compuesta mensualmente que corresponde a la tasa anual efectiva de 21% es
19.21%. Es la tasa equivalente buscada.

Room =20%| , = R,=21% < R,

nol

=19.21%
m=12

m

Utilizamos esta tasa en el médulo VDT de la calculadora de la siguiente manera:
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12 NO.P ANO, MODO FINAL, N = 20, %IA = 19.21, VA = 0, PAGO = —500.
Al pulsar la tecla VF obtenemos la respuesta: $11677.74.

Respuesta: Después de 20 pagos de $500, el saldo de la cuenta sera de $11677.74.

Suponemos que, en el nuevo sistema de pensiones (SAR) que entré en vigor en julio de 1997,
el patrén hard un depésito en la cuenta individual de cada trabajador equivalente a 11.5%
de su salario. Los salarios se cobran quincenalmente; sin embargo, la aportacién a la cuenta
individual es bimestral. Muchos se preocupan de que la menor frecuencia de pagos reduzca el
monto efectivo de cada aportacién. En el siguiente problema mostraremos que aun cuando la
preocupacion es vilida, el problema no es muy grave.

EJEMPLO | 5

El salario de un trabajador es tal que la aportacion quincenal a su fondo de retiro es de $700; sin
embargo, la aportacion se hace cada dos meses. Qué cantidad quincenal seria equivalente a una
aportacién bimestral de $2800, si la cuenta del SAR rinde 10% compuesto mensualmente?

a =$700, R =10% (anual nominal), m =24, n =1 afo

Solucién: Como periodo de comparacion seleccionamos un afo (24 quincenas, 6 bimestres).
Primero calculamos el valor futuro de seis pagos bimestrales, si la tasa nominal de 10% se com-
pone mensualmente.

Si la tasa nominal de 10% se compone mensualmente, la tasa efectiva es de 10.47%. La tasa
nominal compuesta bimestralmente que corresponde a la tasa anual efectiva de 10.47% es de
10.04%.

Utilizamos esta tasa en el médulo VDT de la calculadora para determinar el valor futuro de los seis
pagos bimestrales:

6 NO.P ANO, MODO FINAL, N = 6, %IA = 10.04, VA = 0, PAGO = — 2800
Al pulsar la tecla VF obtenemos la respuesta: $17518.8.

Para calcular el pago quincenal que producira el mismo valor futuro, tenemos que calcular la tasa
nominal compuesta quincenalmente que es equivalente a la tasa de 10% compuesta mensual-
mente. Esta tasa es igual a 9.98%. Ahora ya podemos calcular el pago quincenal equivalente al
pago bimestral de $2800. En el médulo VDT introducimos los siguientes valores:

24 NO.P ANO, MODO FINAL, N = 24, %IA = 9.98, VA = 0, VF = 17518.8
Al pulsar la tecla PAGO, obtenemos la respuesta: 695.65.
Ahora podemos calcular el valor futuro de los 24 pagos bimestrales de $700:

24 NO.P ANO, MODO FINAL, N = 6, %IA = 9.98, VA = 0, PAGO = — 700.
Al pulsar la tecla VF, obtenemos la respuesta: 17628.37.

La pérdida anual del trabajador es 17628.37 — 17518.8 = 109.57.
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Respuesta: El hecho de que las aportaciones al SAR sean bimestrales en vez de quincena-
les hace que la aportacion de $700 quincenal valga en realidad s6lo $695.65 (una reduccion de
0.62%). En el periodo de un afio el trabajador pierde $109.57.

La tasa de interés en anualidades generales

Cuando la frecuencia de pagos no coincide con la frecuencia de capitalizacién y la variable
incognita es la tasa de interés, el procedimiento es el siguiente:

1. Calcule primero %IA en el mend VDT. Esta es la tasa nominal que corresponde a la
frecuencia de capitalizacién del problema.

2. En el mend CNVI convierta esta tasa a una tasa efectiva que corresponda a la frecuencia
de capitalizacién del problema.

3. Convierta la tasa efectiva a la tasa nominal basada en la frecuencia de capitalizacién del
banco.

EJEMPLO | 6

¢A qué tasa efectiva anual tienen que hacerse 20 depodsitos bimestrales de $1000 para que des-
pués de hacer el Ultimo deposito el saldo de la cuenta sea de $300007?

a=$1000, m=6, n=20bimestres, VF = $30000, R = ? (anual efectiva)
Solucién: Primero calculamos el %IA en el menu VDT.
6 NO.P ANO, MODO FINAL, N = 20, VF = 30000, PAGO = —1 000

Al pulsar la tecla %IA obtenemos la respuesta: 24.43, que es la tasa nominal que corresponde a
la frecuencia de capitalizacion bimestral.

Segundo, si la tasa nominal de 24.43% se compone bimestralmente, la tasa anual efectiva es de
27.05%.

Tercero, si la frecuencia de capitalizacion del banco fuese 12 (mensual), la tasa nominal requerida
seria 24.18%.

Respuesta: La tasa anual efectiva es de 27.05%.

EJEMPLO | 7

Se hace un deposito de $50000 que permite hacer 24 retiros de $2700 al final de cada uno de los
siguientes 24 meses. ;Qué tasa anual nominal capitalizable diariamente gana el depédsito?

a=9%2700, m=12, n=24meses, R=7?
Solucién: Primero calculamos el %IA en el menu VDT.

12 NO.P ANO, MODO FINAL, N =24, VA = —50000, PAGO = 2700
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Al pulsar la tecla %IA obtenemos la respuesta: 26.25%, que es la tasa nominal que corresponde
a la frecuencia de capitalizacion mensual.

Segundo, si la tasa nominal de 26.25% se compone mensualmente, la tasa anual efectiva es de
29.65%.

Tercero, si el banco utiliza la capitalizacién diaria (con base en 365), la tasa nominal requerida es
25.97%.

Respuesta: El depdsito gana una tasa nominal de 25.97%, capitalizable diariamente.

En el caso de las hipotecas canadienses, el interés se capitaliza en forma semestral, mientras que
los pagos se efecttian mensualmente. Para calcular el pago mensual en una hipoteca cana-
diense es necesario calcular la tasa nominal equivalente que puede ser usada en la férmula de
anualidad o en el ment VDT de la calculadora financiera.

EJEMPLO | 8

¢ Cuadl es el pago mensual necesario para amortizar una hipoteca canadiense de $300000 a 30
anos, si la tasa de interés es de 12%?

n = 30 afos = 360 meses, R = 12%, VA =300000, a="?

Solucién: Si la tasa nominal de 12% se compone semestralmente, la tasa efectiva es de 12.36%.
La tasa nominal compuesta mensualmente que corresponde a la tasa anual efectiva de 12.36%
es de 11.71%. Utilizamos esta tasa en el médulo VDT como sigue:

12 NO.P ANO, MODO FINAL, N =360, %IA =11.71, VA = 300000.
Al pulsar la tecla PAGO obtenemos la respuesta: —3019.16.

Respuesta: El pago mensual de la hipoteca canadiense es de $3019.16.

ANUALIDADES EQUIVALENTES

Las anualidades son equivalentes si, dada la tasa de interés, representan el mismo valor
presente (o futuro). El concepto de equivalencia nos permite transformar una anualidad
con una periodicidad de pagos en otra anualidad equivalente con diferente periodicidad de
pagos. Una aplicacién mds compleja del concepto de anualidades equivalentes permite trans-
formar una anualidad a un plazo en otra a un plazo distinto.

EJEMPLO 1

Transformar una anualidad de cuatro pagos semestrales de $500000 en 24 pagos mensuales
equivalentes si la tasa de interés es de 18%
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Solucién: Primero calculamos el valor presente de cuatro pagos semestrales de $500000. La
capitalizacion se refiere a la frecuencia de pagos de la anualidad original. Al utilizar la calculadora
financiera, tenemos:

2 P.AN, MODO FINAL, CLEAR DATA

%IA VA PAGO VF
4 18 0 —50000 0

Al pulsar la tecla VA, obtenemos la respuesta: 1619859.94.

Ahora necesitamos distribuir esta cantidad en 24 pagos mensuales. Antes de poder hacer esto
necesitamos encontrar la tasa nominal compuesta mensualmente equivalente a la tasa de 18%
compuesta semestralmente.

Entramos en el médulo CNVI de la calculadora financiera: FIN — CNVI — PER, e ingresamos los
datos del problema en los registros correspondientes.

%NOM %EFE P
18 18.81 2

Ahora introducimos 12 en P y al pulsar la tecla %NOM obtenemos 17.36% que es la tasa equiva-
lente buscada.

Al mantener el mismo valor presente, cambiamos el plazo y la tasa de interés: 12 P.AN, MODO
FINAL.

N %IA VA PAGO VF
24 17.36 1619859.94 ? 0

Al pulsar la tecla PAGO, obtenemos la respuesta: 80369.95.

Veinticuatro pagos mensuales de $80369.95 cada uno son equivalentes a cuatro pagos semestre-
les de $500000. Si multiplicamos 24 por 80369.95 obtenemos 1928878.95, un poco menos que
4 X 500000 = 2000000. Esto se debe al valor del dinero en el tiempo. Con pagos mensuales el
acreedor recibe los pagos en promedio antes que con los pagos semestrales.

En el ejemplo 5 de la seccion anterior hemos calculado que 24 pagos quincenales de $691.34 son
equivalentes a seis pagos de $2800. Ahora vamos a generalizar la metodologia que se utiliza para
sustituir unos pagos frecuentes con otros pagos equivalentes menos frecuentes, o viceversa. Los
pagos equivalentes se calculan con base en algun valor comun, generalmente el valor futuro o el
valor presente. Como periodo de comparacion se toma, por lo comun, un afio.

EJEMPLO | 2

¢ Qué pago semestral puede sustituir pagos mensuales de $1200 si la tasa de 15% se compone
mensualmente?  a = $1200, m =12, R =15%.
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Solucién: Si hacemos los calculos a mano, resulta mas conveniente tomar como periodo de com-
paracién un semestre. Un pago semestral que sustituye a seis pagos mensuales es simplemente
el valor futuro de seis pagos mensuales, si la tasa de 15% se compone mensualmente.

6
vFa= 1200 (4, 015" 41740878
(0.15) 12
12

Respuesta: Un pago semestral de $7428.78 sustituye a seis pagos mensuales de $1200.

Si utilizamos la calculadora financiera, para no confundirnos, resulta més conveniente tomar
como periodo de comparacién un afio. Primero calculamos el valor futuro de 12 pagos de
$1200, con la tasa de 15%, compuesta mensualmente:

12 NO.P ANO, MODO FINAL

N %IA VA PAGO VF
12 15 0 —1 200 ?

Al pulsar la tecla VF obtenemos la respuesta: $15 432.43.

Ahora necesitamos calcular la tasa nominal, compuesta semestralmente, equivalente a la
tasa anual de 15%, compuesta mensualmente:

FIN, CNVI, PER, %NOM = 15, P = 12. Al pulsar %EFE obtenemos: 16.0755. Ahora
ponemos P = 2, y al pulsar la tecla %NOM obtenemos 15.4766%, que es la tasa equivalente
buscada. Utilizamos esta tasa en el médulo VDT:

2 NO.P ANO, MODO FINAL

N %IA VA PAGO VF
2 15.48 0 ? 15432.43

Al pulsar la tecla PAGO obtenemos la respuesta: $7428.78.

EJERCICIO DE COMPROBACION

Reemplazar una anualidad de $100000 anuales con una anualidad con pagos mensuales, si la
tasa de interés es de 17.5%.

Respuesta: a = 7 731.27.

Consumo a lo largo del ciclo de vida

El valor presente de todos los ingresos futuros de un individuo a precios actuales se llama
capital humano.

El ingreso permanente es el nivel constante del gasto mensual (o anual) en consumo que
tiene el valor presente igual al capital humano del individuo.
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La suma de los activos de retiro y el capital humano se llama riqueza total del individuo.
Explicaremos estos importantes conceptos en un ejemplo.

EJEMPLO | 3

El sefor Pérez tiene 35 afios y gana $20000 mensuales. Espera que su salario se mantenga cons-
tante en términos reales el resto de su vida profesional.! Planea trabajar 30 afios mas y después
del retiro, a sus 65 afos, vivir otros 15 afios. Dado que no tiene activos de retiro ni esta cubierto
por ningun plan de jubilacién, ¢qué porcentaje de su ingreso debe ahorrar el sefior Pérez para
mantener el consumo constante el resto de su vida? Se supone que el rendimiento promedio en
términos reales de sus inversiones es de 4% anual.

Solucidn: Ingresamos los datos del problema en la calculadora:

12 P.AN, MODO FINAL, CLEAR DATA

N %IA VA PAGO VF
360 4 ? 20000 0

Al oprimir la tecla VA obtenemos el valor del capital humano del sefior Pérez: $4189224.81.
Ahora necesitamos distribuir este valor presente a lo largo de 45 afos (540 meses). Mantenemos

el mismo valor presente y s6lo cambiamos el plazo:

N %IA VA PAGO VF
540 4 4189224.81 ? 0

Al pulsar la tecla PAGO obtenemos el valor del ingreso permanente del sefior Pérez: $16739.38,
es decir, 83.7% de su ingreso.

¢ Coémo interpretar este resultado?

Si el sefor Pérez gasta $16 739.38 mensuales durante los 30 afios de su vida profesional, los aho-
rros acumulados seran suficientes para proporcionarle, con los intereses, un ingreso mensual de
la misma cantidad durante los 15 afos de jubilacion.

Respuesta: Para mantener el mismo nivel de gasto (ingreso permanente) durante 45 anos, el
sefor Pérez debe ahorrar, mientras trabaja, 16.3% de su ingreso.

A continuacién presentamos una férmula para el ingreso permanente, como el porcentaje del
ingreso corriente.

ll— 1 —Cl— 1

T (1+T)N T (1+T)N+J

!Este supuesto implica que los incrementos salariales en términos nominales apenas compensaran el incremento
del costo de vida.
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donde r es la tasa de interés real por periodo (mensual o anual),
N es el nimero de periodos durante los que se recibe el ingreso corriente,
c es el ingreso permanente por cada peso del ingreso corriente,
J es el nimero de periodos durante los que se planea recibir la pensién.

(N +J) esel nimero total de periodos, desde hoy hasta el Gltimo pago que se reci-
be por concepto de jubilacién.

(Cémo cambiarfa la situacion del sefior Pérez si en este momento ya tuviera acumulado
algin fondo de retiro?

EJEMPLO | 4

Supongamos que el sefior Pérez del ejemplo 3 tiene en su fondo de pensiones $850000. Calcule
su rigueza total y su ingreso permanente.

Solucion: Activos de retiro + capital humano = riqueza total.
850000 + 4189224.81 = 5039224.81

Al utilizar la metodologia del ejemplo 3, tenemos:

N %IA VA PAGO VF
540 4 5039224.81 ? 0

Al oprimir la tecla PAGO, obtenemos el valor del ingreso permanente: 20 135.82.

Respuesta: La riqueza total del sefior Pérez es igual a $5039224.81. Su ingreso permanente es
de $20135.82 mensual.

(Qué significa que el ingreso permanente sea mayor que el ingreso corriente?

Significa que, dada la tasa de interés real, el fondo de retiro del individuo, ya en ese mo-
mento, es mds que suficiente para asegurar un retiro con la pensién igual a su ingreso actual.
Concretamente, el valor futuro en 30 afios del fondo de retiro del sefior Pérez es de $2 816 473.31.
Mientras tanto, el valor presente de 180 mensualidades de $20000 es de $2 703 842.97, que
es la cantidad que asegura 15 afios de ingreso mensual de $20000. En otras palabras, el sefior
Pérez en ese momento ya tiene mas de lo necesario para jubilarse en 30 afios. El excedente
lo puede dedicar a aumentar su consumo permanente en $135.82 mensuales durante 30 afios.
No s6lo no necesita ahorrar, sino incluso puede gastar ligeramente mas de lo que gana. Es la
recompensa por haber ahorrado en el pasado, o por haber heredado una fortuna.

TEMAS ESPECIALES

En esta seccién estudiaremos algunos casos précticos que profundizaran nuestro conocimiento
de las anualidades y mejoraran nuestra capacidad de resolver problemas relacionados con el
valor del dinero en el tiempo.
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Rendimiento de una hipoteca comprada con descuento

EJEMPLO 1

Un inversionista desea comprar una hipoteca de $100000 emitida a 25 afos con un interés de
14%. La hipoteca se emitié hace tres afos (36 pagos efectuados). El préstamo debe pagarse
completamente con un pago de liquidacién al final del quinto ano. ;Cual es el rendimiento de la
inversion en la hipoteca, si el precio de compra es de $850007?

n = 25 anos = 300 meses, R=14% VA = 100 000

Solucidn: Primero calculamos el pago mensual implicito en los datos del problema:

12 NO.P ANO, MODO FINAL

N %IA VA PAGO VF
300 14 100 000 ? 0

donde PAGO = — 1 203.76.

Comprar una hipoteca significa comprar el derecho a los pagos mensuales que producira la hi-
poteca hasta su vencimiento. En el problema 1 esto significaria el derecho a (25 — 3) X 12 = 264
pagos de $1203.76 cada uno. Sin embargo, el problema especifica que la hipoteca seré liquidada
con un pago Unico al final del quinto afo de su vida, es decir, 24 meses después de su compra
por el inversionista.

Lo que compré el inversionista por $85000 es el derecho a 24 pagos de 1203.76 cada uno y un
pago de liquidacion de 96 802.64 al final del mes 24. La linea de tiempo de la inversion en hipoteca
permite visualizar el problema con toda claridad:

1208.76 1203.76 1203.76 1203.76 12083.76 + 96 802.64
| ! ! ! ! !
! | | | | !
2 3 4 24

85000

Podemos calcular el pago de liquidacion como el saldo insoluto de la deuda después de cinco
anos:

12 NO.P ANO, MODO FINAL, N = 60, %IA = 14, VA = 100 000, PAGO = — 1203.76

Al pulsar la tecla VF obtenemos el saldo buscado: VF = —96802.64. Es lo que el deudor sigue
debiendo y lo que tiene que pagar para saldar su deuda.

Una manera alternativa de calcular el monto del pago de liquidacién es hallar el valor presente de
los 240 pagos restantes:

12 NO.P ANO, MODO FINAL, N = 240, %IA = 14, PAGO = — 1203.76, VF = 0

Al pulsar la tecla VA obtenemos el saldo buscado: VA = — 96802.64.
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Para calcular el rendimiento de la hipoteca tenemos que introducir en el médulo VDT los datos
indicados en la linea de tiempo:

N = 24, VA = — 85000, PAGO = 1203.76, VF = 96802.64,
donde %IA = 22.55%.

Respuesta: El rendimiento de la inversién en hipoteca es de 22.55%.

El rendimiento de la inversién en la hipoteca es mayor que la tasa de interés pactada por-
que, después de 36 meses de pago, el saldo de la hipoteca es de $98352.16, mientras que el
inversionista pagé tan sélo $85000 por ella. En una situacion asi se dice que la hipoteca fue
comprada con descuento. La inversién en la hipoteca es andloga a una inversién en un bono
a dos afios con el valor de redencién de $96802.64 y 24 cupones mensuales de $1203.76,
comprado por $85 000.

EJERCICIO DE COMPROBACION

Un inversionista compra una hipoteca emitida hace 10 afos a 20 afos a 12.5%, con el valor origi-
nal de $450000. ¢Cual es el rendimiento de la inversion en hipoteca si el inversionista la compro
por $2850007?

Respuesta: 17.8765%.

Tasa de porcentaje anual de un préstamo con honorarios

En algunos casos, antes de entregar el crédito hipotecario, el banco descuenta un honorario
del monto del préstamo. Este descuento hace que el valor presente del préstamo se reduzca,
mientras que los pagos mensuales siguen siendo los mismos. La tasa de porcentaje anual (TPA)
es la tasa de interés efectiva més alta que la tasa nominal especificada en el contrato. Para
encontrar esta tasa seguimos un procedimiento de dos pasos:

1. Calcular el pago mensual con base en el valor original (no descontado) del préstamo.

2. Sustituir el monto original por el monto descontado y calcular la tasa de descuento com-
patible con el pago mensual calculado en el punto 1.

EJEMPLO | 2

Supongamos que un cliente le pide al banco un crédito hipotecario de $200000 por 25 afios, a una
tasa de interés de 15%. El banco le cobra al cliente dos puntos por la emision de la hipoteca (un
punto es 1% del valor nominal del préstamo). ¢Cual es la tasa de porcentaje anual (TPA) implicita
en este contrato?

n = 25 afios = 300 meses, R = 15%, VA =200000
Solucidn: primero calculamos el pago mensual:
12 NO.P ANO, MODO FINAL, N = 300, %IA = 15, VA = 200000
La respuesta es: PAGO = —2561.66.
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2. Ahora cambiamos el valor presente a 200000 — 2% = 196000, que es la cantidad que efec-
tivamente recibe el cliente. Manteniendo todos los demas datos sin cambio pulsamos la tecla
%IA, para obtener la respuesta:%IA = 15.34.

Respuesta: Al tomar en cuenta el honorario por la apertura del crédito, el cliente paga una tasa
de interés (TPA) de 15.34%.

Préstamo desde el punto de vista del prestamista

EJEMPLO | 3

Supongamos que un préstamo de $1000 a cinco afios con un interés de 18% tiene un honorario
inicial de cuatro puntos. Los pagos mensuales cubren tan solo el interés del principal nominal.
¢ Cual es el rendimiento para el prestamista?

n = 5 afos = 60 meses, R = 18%, VA = —1000, VF = 1000
Solucion:

1. Calculamos el pago mensual:
PAGO = 1000(0.18)/12 = 15.

Dibujamos el diagrama de flujos de efectivo para observar el problema:

15 15 15 15 15 + 1000
| I I I I t
I ! | | ! !

1 2 3 4 60

1. Calculamos el valor presente efectivo: VA = 1000 — 4% = 960, que es la cantidad que efecti-
vamente recibe el prestatario.

Ya tenemos los datos necesarios para poder utilizar el médulo de VDT:
12 NO.P ANO, MODO FINAL, N = 60, VA = — 960, PAGO = 15, VF = 1000
Pulsamos la tecla %IA para obtener la respuesta: 19.25.

Respuesta: Al tomar en cuenta el honorario, el rendimiento efectivo para el prestamista (TPA) es
de 19.25%.

Valor de un fondo con retiros periodicos

EJEMPLO | 4

¢ Cuadl sera el saldo de un fondo de $400000, después de uno, cinco y 10 afos, si el fondo rinde
15% anual compuesto trimestralmente y al comienzo de cada mes se hace un retiro de $40007?

R=15%, VA = — 400000, PAGO = 4000, VF =7
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Solucién: Para el periodo de un afio el diagrama de flujos de efectivo es el siguiente:

4000 4000 4000 4000 VE =7

S S I S| !
1/

400000

Dado que la frecuencia de capitalizaciéon no coincide con la frecuencia de los retiros, primero
tenemos que calcular la tasa de interés equivalente. Si la tasa nominal de 15% se compone tri-
mestralmente, la tasa efectiva es de 15.865%. La tasa nominal compuesta mensualmente que
corresponde a la tasa anual efectiva de 15.865% es de 14.816%. Utilizamos esta tasa en el mo-

dulo VDT:
12 NO.P ANO, MODO INIC
%IA VA PAGO VF
12 14.82 —400 000 4 000 ?

Al pulsar la tecla del menu VF obtenemos la respuesta: 412062.62.
Para N = 60, VF = 482735.16
Para N = 120, VF = 655498.75

Dado que los retiros mensuales son menores que los intereses mensuales que genera el fondo
(4000 < 4938.77), éste esta creciendo a pesar de los retiros.

Respuesta: Después de un afio el fondo tiene $412062.62, después de cinco afnos: $482735.16,
después de 10 afios: $655498.75.

Depositos necesarios para la educacion de un hijo

Una buena aplicacién del médulo de flujo de caja (ECA]J) de la calculadora financiera HP
17BIL, que al mismo tiempo nos permite consolidar la comprensién del concepto SNU (serie
neta uniforme), es la planeacién del ahorro para financiar los estudios de un hijo. Dado que
hablamos de un futuro relativamente lejano, es necesario efectuar los calculos en Udis, para
eliminar el impacto de la inflacién. Suponemos que es posible pronosticar los gastos de educa-
cién en Udis, con base en el conocimiento de este tipo de gastos en el presente.

EJEMPLO | 5

Su hijo asistira a una universidad particular dentro de cinco afos y usted planea iniciar un fondo
para su educacion. Los gastos (colegiatura, seguro y utiles escolares) seran de 40000 Udis al ano.
Sera necesario retirar esta cantidad al principio de cada uno de los cuatro afios de su educacion.
El fondo en Udis genera rendimiento de 6% anual, compuesto mensualmente. ;Cuanto dinero
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debera depositar cada mes (empezando al final del mes en curso) para poder enfrentar los gastos
de educacion de su hijo?

Solucién: El problema implica un periodo de ocho afos, es decir, de 96 meses. Habra cuatro
retiros de 40000 al principio de los periodos 60, 72, 84 y 96.

Utilizaremos el médulo F.CAJ para calcular la serie neta uniforme (SNU) que es equivalente a cua-
tro retiros necesarios. La SNU que encontraremos sera igual a la cantidad a depositar en el fondo
cada mes. Los Unicos flujos de caja que registraremos en la calculadora son los cuatro retiros de
40000 Udis cada uno. En los demas periodos los flujos de caja seran iguales a cero. Como tasa
de interés utilizaremos la tasa mensual 6%/12 = 0.5%. Antes de empezar el calculo conviene
observar el problema en la linea de tiempo. Los cuatro retiros estan por arriba de dicha linea,
mientras que las 96 flechas dirigidas hacia abajo, que representan los depdsitos (SNU), tienen el
signo negativo, ya que representan las salidas de efectivo.

40T000 40T000 40T000 40000
RTzreTal Jgol I T T~V [T ¢84l P 96|

Del menu principal de la calculadora seleccionamos el submenu FIN y luego F.CAJ. Pulsamos la
tecla CLEAR DATA y contestamos Si a la pregunta sin borrar la lista anterior. A continuacién viene
el listado acerca de como llenar la lista, junto con los comentarios explicativos. Para introducir un
numero en la lista tecleamos este nimero y después pulsamos la tecla INPUT.

F.CAJ(0) =0 Fija el flujo inicial en cero

F.CAJ(1)=0

NO. DE VECES (1) = 59 No habra ningun retiro hasta el mes 60
F.CAJ (2) = 40 000 El primer retiro de 40000 Udis

NO. DE VECES (2) = 1 Es el unico retiro en el afio

F.CAJ(3)=0

NO. DE VECES (3) = 11 No habra ningun retiro hasta el siguiente afo
F.CAJ (4) = 40 000 El retiro del segundo afio

NO. DE VECES (4) = 1

F.CAJ(5) =0

NO. DE VECES (5) = 11

F.CAJ (6) = 40 000 El retiro del tercer afio

NO. DE VECES (6) = 1

F.CAJ (7) =0

NO. DE VECES (1) = 11

F.CAJ (8) = 40 000 El Gltimo retiro

NO. DE VECES (8) = 1

F.CAJ (9) = ? Ya terminé nuestra lista y pulsamos la tecla EXIT.

En el nuevo menu pulsamos la tecla CALC y esperamos unos segundos. En el nuevo menu intro-
ducimos la tasa de interés 0.5% pulsando la etiqueta [%.

Ahora tenemos la solucién del problema:

VAN = 108677.33, SNU = 1428.17, VFEN = 175420.72.
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La linea de tiempo en forma vertical puede ser mas intuitiva.

@ Flujo (8) = 40 000 No. de veces (8) = 1

. No. de veces (7) = 11
L - Flujo (7) = 0

— Flujo (6) = 40 000 No. de veces (6) = 1

No. de veces (5) = 11

. Flujo (5) = 0

Flujo (4) = 40 000 No. de veces (4) = 1

L No. de veces (3) = 11
— Flujo 3) = 0

—8—> Flujo (2) = 40 000 No. de veces (2) = 1
o

I~ No. de veces (1) = 59
(4p)
~
= Flujo (1) = 0
— Flujo (0) = 0

La SNU = 1428.17 es el pago mensual equivalente a los cuatro retiros anuales, es decir, la canti-
dad que hay que depositar al final de cada mes durante los siguientes 96 meses para poder hacer
los retiros necesarios para sufragar los costos de educacién de su hijo.

Es facil comprobar en el menu VDT que el valor presente neto de una anualidad de 96 pagos de
1428.17 cada uno, con una tasa de interés de 6% anual, es igual a 108677.33 y el valor futuro es
de 175420.72, tal como en el moédulo F.CAJ. Sin embargo, si no tenemos confianza en nuestro
calculo, podemos computar el valor presente de cuatro retiros de 40000 en los meses 60, 72, 84
y 96. Como tasa de descuento tomamos la tasa mensual de 0.5%.

VPN = 40000 " 40000 . 40000 n 40000 — 108677.33

(1005 (1.008)* (1.005/ (1.008)"

El resultado es el mismo que el obtenido con la calculadora.
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Se puede hacer otra comprobacion calculando a mano el valor futuro de los cuatro retiros.

VEN = 40000(1.005)” +40000(1.008)"* + 40000(1.005)'* + 40000 = 175 420.72

Como era de esperarse, este resultado también concuerda con el que obtuvimos en el médulo
F.CAJ.

La comprobacion de los resultados presentada arriba sugiere un método alternativo para resolver
el problema con el médulo VDT.

1. Calculamos el valor de los cuatro retiros de 40000 Udis en el mes 96, cuando terminan
los estudios: 1 NO.P ANO, MODO INIC, N = 4, %IA = 6.1678, VA = 0, PAGO = 40000,
VF = 175420.72.

2. Calculamos el pago mensual (durante 96 meses) que produce el mismo valor futuro: 12 NO.P
ANO, MODO FINAL, N = 96, %IA = 6, VA = 0, VF = 175420.72.

Al pulsar la tecla del ment PAGO obtenemos el resultado: 1428.17, que es igual al SNU que obtuvi-
mos con el médulo F.CAJ.

En los dos primeros pasos utilizamos la tasa de interés, 6.1678%, que es la tasa efectiva si la tasa
nominal de 6% se compone mensualmente.

Respuesta: Para poder financiar los gastos de educacion de su hijo es necesario hacer un depé-
sito de 1428.17 Udis al final de cada mes, durante 96 meses.

Anualidades diferidas

En algunas circunstancias el primer pago se produce después de haber transcurrido cierto
tiempo desde la contrataciéon de la deuda. Este tipo de anualidades se llaman anualidades
diferidas y el tiempo que transcurre entre la fecha inicial y la fecha del primer pago se llama
intervalo de aplazamiento.

Las férmulas para las anualidades, igual que el mend VDT de la calculadora, se basan en
el supuesto de que cada periodo de pago tenga la misma duracién. El primer pago se efectia
al final o al principio del primer periodo. Sin embargo, en algunas situaciones el periodo del
primer pago puede ser mds largo (0 mds corto) que los demds pagos. En tales casos resulta
necesario ajustar los datos del problema, para que sirva a la solucién general.

EJEMPLO | 6

Un préstamo por $45000 a 36 meses paga una tasa de interés anual de 15%. El primer pago se
realiza a los 46 dias. ¢Cual es el monto del pago mensual?

N = 36 meses, R = 15%, VA = 45000, a="?

Solucién: Si no recibiéramos el préstamo hoy, sino en 16 dias, seria un caso comun de anualidad
ordinaria. Lo que hay que hacer, entonces, es calcular el valor del préstamo en 16 dias:

no. de meses
: )

0.15
VP, = VP [ 1+—
16 O( 12

A
30
=45 000(1 + 7) = 45000(1.0125)

0.533

=45299.13
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Ahora podemos usar este valor como el VA en el menu VDT:
12 NO.P ANO, MODO FINAL, N = 36, %IA = 15, VA = 45299.13, VF = 0.
Al pulsar la etiqueta PAGO obtenemos el resultado: —1570.3.

El proceso de solucién presentado arriba puede verse en la linea de tiempo.
45000 —— 45300

L]
N

pago pago pago pago
mes 0 mes 1 mes 2 mes 3 mes 36

Respuesta: Para amortizar el préstamo en 36 meses, el pago mensual sera de $1570.3, con tal
de que el primer pago se haga en 46 dias.

EJEMPLO | 7

Para pagar un préstamo de $1000 es necesario realizar 24 pagos mensuales de $40 y un pago
de liquidacion de $300 al final del mes 24. Los pagos empiezan ocho dias después de recibir el
préstamo. Cual es la tasa de interés implicita en este contrato?

N = 24 meses, VA = 1000, PAGO = 40, VF = 300, R=7?

Soluciodn: Sino recibiéramos el préstamo hoy sino en ocho dias este problema seria facil de resol-
ver con el moédulo vDT. Sin embargo, para calcular el valor del préstamo en ocho dias necesitamos
saber cual es la tasa de interés y esto es lo que hay que calcular. Seria un poco dificil encontrar
una respuesta exacta a este problema, pero facilmente podemos encontrar una aproximada.

Ocho dias es un periodo muy corto en comparacién con la longitud del préstamo (720 dias). Por
eso calcularemos la tasa de interés para una anualidad anticipada con un valor final, ignorando
que el primer periodo es irregular:

12 NO.P ANO, MODO INIC, N = 24, VA = 1000, PAGO = — 40, VF = — 300.
Al pulsar la tecla %IA obtenemos la respuesta, %IA = 20.07%.

Esta tasa de interés es un poco mas alta que la verdadera, pero es suficientemente exacta para
calcular el valor del préstamo en ocho dias:

0.2

R no. de meses 8/30
J =1000 - (1 + ?) = 1000 - (1.0167)%2%6" = 1 004.42

WP =P |1+ ——
g 0( 12

Ahora podemos usar este valor como el VA en el menu VDT:

12 NO.P ANO, MODO INIC, N = 24, VA = 1 004.42, PAGO = 40, VF = 300.
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Al pulsar la etiqueta %IA obtenemos la respuesta: 19.67.
El diagrama de flujo de efectivo de este problema es el siguiente:
8 dias

——

1000 — 1004.42

0 ! ! I | Vo
40 40 40 40 40 + 300
mes 1 mes 2 mes 3 mes 4 mes 24

Respuesta: La tasa de interés implicita en el contrato es de 19.67%.

ANUALIDADES CONTINUAS

En el caso de anualidades el adjetivo “continuo” puede aplicarse a la forma en que se ca-
pitalizan los intereses o la forma en que se recibe el pago. Un caso ocurre cuando los pagos
son periédicos, mensuales por ejemplo, pero la capitalizacién es continua. Otro caso sucede
cuando el mismo flujo de dinero se produce en forma continua, los ingresos de un negocio,
por ejemplo.

Pagos periodicos, capitalizacion continua

Cuando los pagos son periédicos pero la capitalizacién es continua se trata de una anualidad
general. Serd entonces necesario calcular la tasa nominal con la frecuencia de capitalizacién
igual a la frecuencia de pagos, equivalente a la tasa nominal con capitalizacién continua.

EJEMPLO 1

Calcule el valor presente de una anualidad de 36 pagos mensuales de $1000, si la tasa de interés
de 15% se compone continuamente.

N = 36 meses, R = 15%, a = 1000, VA =7

Solucién: Sila tasa de 15% se compone continuamente, la tasa efectiva es: e%5 — 1 =0.1618. La
tasa nominal compuesta mensualmente que produce la tasa efectiva de 16.18% es de 15.0941%.
Utilizamos esta tasa en el médulo VDT de la calculadora:

12 NO.P ANO, MODO FINAL, N = 36, %IA = 15.0941, PAGO = 1000, VF = 0.
Al pulsar la tecla del menu VA obtenemos el resultado: —28808.94.

Si la capitalizacion fuese mensual, la respuesta seria: 28 847.27. La diferencia que produce la ca-
pitalizacién continua no es muy significativa.
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EJEMPLO | 2

Calcule el valor futuro de una anualidad de 12 pagos anuales de $10000, si la tasa de interés de
20% se compone continuamente.

N = 12 afos, R =20%, PAGO = 10000, VF =7

Solucién: Si la tasa de 20% se compone continuamente, la tasa efectiva es: e%? — 1 = 0.2214.
Con la capitalizacién anual, la tasa nominal es igual a la tasa efectiva, es decir, 22.14%. Utilizamos
esta tasa en el médulo VDT de la calculadora:

1 NO.P ANO, MODO FINAL, N = 12, %IA = 22.14, VA = 0, PAGO = 10000.
Al pulsar la tecla del menu VF obtenemos la respuesta: —452712.35.

Si la capitalizacion fuese anual, la respuesta seria: 395805.02. La diferencia que produce la capi-
talizacién continua en este caso si es significativa.

Para las personas que se sienten incémodas con los métodos utilizados en la solucién de los
problemas 1 y 2 desarrollaremos férmulas aplicables de manera inmediata para este tipo de
problemas.

Supongamos que existe una anualidad de n pagos periédicos a. La tasa de interés es R,
compuesta continuamente. El valor futuro de esta anualidad es la suma de los valores futuros
de todos los n pagos. Al utilizar la capitalizacién continua, podemos escribir esta suma como:

VFA = ae®" 7D +geR0 =2 oo 4 goR 44
Al factorizar el factor comdn a, tenemos:
VFA = a7 48070 o oR 41
Podemos llamar S_ a la expresién entre corchetes:
S, = R0l 4 RO=2) oy R 4
multiplicada por e, tenemos:
eRSn = R R o oRZ 4 R

Al restar la primera ecuacién de la segunda y aprovechando la propiedad telescépica, obte-
nemos:

donde
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Al sustituir el valor de S, por los corchetes, obtenemos la férmula para el valor futuro de la
anualidad con capitalizacién continua.

VFA = —* (e 1)

Para utilizar esta férmula es necesario recordar que la tasa de interés R se refiere al periodo de
pago. En el problema 2, por ejemplo, el pago es anual y la tasa de interés también.
Al introducir los datos del problema 2 en la férmula, tenemos:

10000

VFA =
%2 —1

(2202 —1) = 45271235

El resultado es idéntico que el obtenido con el método de la tasa efectiva.

La férmula para el valor presente de una anualidad con capitalizacion continua se obtiene

dividiendo el valor futuro entre ™

a 1
VPA = — 1(1— Rn)

e

Para aplicar esta férmula en el problema 1 necesitamos utilizar la tasa de interés mensual dado
que el pago también es mensual.

1000 1
VPA = T (1 5 ) = 28.808.94

Es el mismo resultado que el obtenido con el método de la tasa efectiva.

EJERCICIO DE COMPROBACION

Calcule el valor presente de 15 pagos trimestrales de $20000, si la tasa de interés de 25% se
compone continuamente.

Respuesta: $188665.63.

Anualidad de flujo continuo

Cuando, ademds de la capitalizacién, el mismo flujo también es continuo, la situacién se
complica un poco. En primer lugar, ;qué significa un flujo continuo? Un flujo es continuo si
la frecuencia de pagos es mayor que cualquier nimero positivo. En otras palabras, los pagos se
reciben cada milésimo de segundo. Es como un rio de dinero que nunca deja de fluir.?

? Los pagos diarios son una aproximacién aceptable de un flujo continuo.
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{Cémo medir un flujo continuo? Se mide como una tasa por periodo. El flujo de un rfo, por
ejemplo, se puede medir por el ndmero de metros cibicos por segundo. En el caso del dinero
utilizaremos la tasa a(t) por afio. a(t) puede ser constante o variable. Primero analizaremos el
caso de una tasa constante: a(t) = a.

Si el flujo por periodo es a, el valor futuro de este flujo es ae®. Para obtener el valor fu-
turo de todos los flujos en N periodos, necesitamos sumar sus valores futuros. Un equivalente
continuo de la sumatoria es la integral definida. Asf, podemos escribir el valor futuro de la
anualidad continua como:

cont

N
VFA = Jaetht
0

Al hacer la integracioén, tenemos:

N N
JMtht =ql o =£[eRN —1]
0 R o R
El walor futuro de una anualidad de flujo continuo es:
a
VFACOnt = E[eRN - 1]

EJEMPLO | 3

Calcule el valor futuro de un flujo continuo de $50000 anuales después de cinco afios, si la tasa
de interés es de 18%.

N = 5afios, R=18%, a=50000, VFA=7?
Solucién: Sustituimos los datos del problema en la férmula del valor futuro de la anualidad con-

tinua.

50000

VFA . =
oot 0.18

[90.18(5) _ 1] = 405 445.31

Respuesta: Después de cinco afios el flujo anual continuo de $50000 vale $405445.31.

Si se tratara de una anualidad ordinaria, su valor futuro seria de $357710.49. La diferencia entre
los dos métodos para calcular es significativa.

Valor presente de una anualidad de flujo continuo

Para obtener la férmula del valor presente de una anualidad de flujo continuo sélo dividimos
la férmula del valor futuro entre e

a 1
VPA cont = E |:1 - :I

e
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EJEMPLO | 4

Calcule el valor presente de un flujo continuo de $50000 anuales durante cinco afios, si la tasa de
interés es de 18%.

N = 5 afos, R = 18%, a = 50000, VPA = ?

Solucidn: Sustituimos los datos del problema en la férmula del valor presente de la anualidad
continua:

VPA 50000[ 1

cont — 018 - e0'18(5):| = 164841.76

Respuesta: El valor presente de un flujo continuo anual de $50000 de cinco afios es de
$164841.76.

Si se tratara de una anualidad ordinaria, su valor presente seria de $156 358.55.

En la actualidad las anualidades de flujo continuo tienen pocas aplicaciones practicas. Pre-
valece la convencién del fin del periodo, sin embargo, ésta es un tanto artificial. Los ingresos
de una empresa se parecen mds a un flujo continuo, distribuido uniformemente durante todo
el afio que a una cantidad total que se da al final del mismo. El analisis continuo se adapta
mejor a los fendmenos de la vida real, sin embargo, el anilisis discreto se ajusta mejor a los
convencionalismos contables y estadisticos. El autor estd convencido de que en el futuro el
anilisis continuo adquirird una importancia mucho mayor que hasta ahora.

EJERCICIO DE COMPROBACION

Calcule el valor presente de los ingresos de una empresa en los préoximos seis afos. Los ingresos
se presentan como flujos continuos a la tasa de $300000 anual. El costo de capital es de 27%.

Respuesta: $891223.67.

Anualidades de flujo continuo creciente

Si el flujo anual crece a una tasa constante, g, es necesario modificar las férmulas de las anua-
lidades continuas.

a(t) =ae*

donde a es la tasa de flujo en el periodo inicial,
g es la tasa anual de crecimiento del flujo.

Para determinar el valor futuro de un flujo continuo creciente es necesario construir y
resolver una ecuacién diferencial. El saldo del flujo, P(t), es una funcién del tiempo, t. Para
simplificar la notacién en vez de P(t) utilizaremos P. En cualquier momento la tasa de cambio
del saldo del flujo, la derivada de P con respecto de t, es la suma del interés que genera el saldo
y el flujo continuo que crece al ritmo g.
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—=R-P+ a-e
terés  pago creciente

Al reordenar los términos obtenemos una ecuacién diferencial lineal de primer orden, con
término variable.

dp
— —RP =ae®
dt
Para resolver esta ecuacién multiplicamos ambos lados por el factor de integracién, e &
R dP  _ _ _
e R e — e RRP = ¢ Reget = gele RN
t

Al observar con cuidado el lado izquierdo constatamos que es la derivada con respecto al
tiempo de e K¢ P
d

—(e_RtP) =R ar_ Re Rp = gele R
de de

Para calcular P integramos ambos lados respecto al tiempo:

e Rep = Iae(ng)tdt =4 e Rryc
g—R

donde C es una constante arbitraria de integracién.
Al multiplicar ambos lados por e, obtenemos la solucién general de la ecuacién diferen-
cial:

P(t)= o 4 el
R

Cuandot =0, C =P, — i, la solucién definida tiene la forma:

g—R
a_ e +(PO - a JeRt
g—R g—R

Cuando el saldo inicial es cero, Py = 0, la solucién de la ecuacion diferencial nos proporciona
la férmula para el valor futuro de una anualidad de flujo continuo creciente.

P(t) =

VFA ot = g%R(eg —eRt)
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En caso de que R > g, resulta mds cémodo escribir esta férmula como:

VFA o = Ri(e‘“ —e¥)
- &

Para aplicar estas férmulas repetiremos el ejemplo 3, pero afiadiendo el supuesto de que el
flujo crece a una tasa anual de 5%.

EJEMPLO | 5

Calcule el valor futuro de un flujo continuo de $50000 anuales después de cinco anos, si la tasa
de interés es de 18% y el mismo flujo crece a una tasa anual de 5%.

N = 5 anfos, R =18%, g=5%, a = 50000, VFA = ?

Solucién: Sustituimos los datos del problema en la férmula del valor futuro de la anualidad con-
tinua con pagos crecientes:

VEA  ——20000 (1>1%)° — £(*%%)°) = 452145.27
cont =0 18— 0.05

Respuesta: El valor futuro de un flujo continuo anual de $50 000 que dura cinco afos y crece a
5% anual es de $452145.27.

Si utilizamos la férmula para el valor futuro de una anualidad discreta con pago creciente
obtendremos un resultado muy inferior:

a, y w1 50000(1.05)
LR — (14 )V ] = 22 00W05)
R—g [+R)" =+ 0)"] 0.18 — 0.05

VFA = [(1.18)° —(1.05)7 | = 408 480.78

Esto ocurre por dos razones. Con el flujo continuo el dinero se recibe todo el afio y no sélo al
final, por lo que tiene mds tiempo para ganar el interés. Por otro lado, con la capitalizacién
continua la tasa efectiva es mds alta que la tasa nominal. Concretamente, la tasa de 18% com-
puesta continuamente corresponde a 19.72% compuesto una vez al afio. Si sustituimos esta
tasa en la férmula del valor futuro de una anualidad discreta con pago creciente, el resultado
serd de $421 990.86.

El caso del valor presente de una anualidad de flujo continuo con el flujo creciente a un
ritmo constante, g, €s muy semejante.

El valor presente de un flujo creciente es:
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El valor presente de estos flujos de n periodos es la integral definida:

VPA_ .. =

cont

ae® Mg =_2a (e B -4 [e(ng)N —1]
g—R , ¢ R

o'—.z

Podemos escribir dos versiones del valor presente de una anualidad de flujo continuo creciente.

Cuando g > R:

VPA = —— [ RN 1]
g¢—R

Cuando g < R:

a 1
VPA = R—g [1— e(Rg)N]

Para que la dltima férmula se asemeje m4s a la férmula discreta podemos escribirla como:

gN
VPA a[1 - }
R

cont = RN
—g e

EJEMPLO | 6

Calcule el valor presente de un flujo continuo de $50000 anuales durante cinco afios, si la tasa de
interés es de 18% y el mismo flujo crece a una tasa anual de 5%.

N = 5 anos, R =18%, g=>5%, a = 50000, VPA =7

Solucién: Sustituimos los datos del problema en la férmula del valor presente de la anualidad
continua con pagos crecientes, caso R > g:

50 000 [ B 1
(

cont 0.18 — 05 e 0.18—.05)5 :| = lemtise

Respuesta: El valor presente de un flujo continuo anual de $50000 que dura cinco afios y crece
a un ritmo de 5% anual es de $183828.55.

Si utilizamos la férmula para el valor presente de una anualidad discreta con pago creciente
obtendremos un resultado ligeramente inferior:

N 5
VpA = W |:1_(1+g) }: 50 000(1.05) {1_(1.05) ]:178550‘71

R—g 1+R —0.18 —0.05 1.18

Al utilizar la tasa efectiva de 19.72%, el resultado serd de $171 568.68.
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EJERCICIO DE COMPROBACION

Calcule el valor presente de un flujo continuo de ingresos que dura siete semestres. Los ingresos
crecen a un ritmo de 15% cada semestre y en el primero el flujo es de $35000. La tasa de interés
es de 28% anual.

Respuesta: $253 778.63.

FORMULAS DEL CAPITULO

Anualidad con capitalizacién continua Anualidad con capitalizacién continua
a 1
VPA = 1-
eR*I( eR”) VFA = —%— (" — 1)
R —
Anualidad de flujo continuo Anualidad de flujo continuo
_a 1 VFA g = [N — 1
VPA oo = E |:I - eRN :| cont R [ :|
Anualidad de flujo creciente: R > g Anualidad de flujo creciente: R > g
VPA, =4 |10 SO (R e
cont R_g eRt VFACOm— R_g(e —e )
Términos clave
Anualidad equivalente Flujo continuo creciente Pago periédico equivalente
Anualidad general Fondo con retiros periédicos Primer pago irregular
Anualidades diferidas Hipoteca canadiense Riqueza total
Capital humano Hipoteca comprada Tasa de interés equivalente
Capitalizacién continua con descuento Tasa de porcentaje anual
Flujo continuo Ingreso permanente
PREGUNTAS Y PROBLEMAS

1. ;Cual es el valor futuro de ocho pagos semestrales de $10000 (realizados al final de cada semestre) si la tasa
de 20% se compone mensualmente?

2. ;Cuil es el pago mensual, equivalente a un pago trimestral de $15000 si la tasa de interés de 14% se com-
pone trimestralmente?

3. Reemplazar una anualidad de $100000 por pagos mensuales a una tasa de 12% compuesta semestralmente.
/Cuil es el valor presente de 30 pagos mensuales de $1 000 si la tasa de 20% se compone semestralmente?

5. Calcule el valor futuro y el valor presente de 10 pagos anuales de $50000 a una tasa de 15% compuesta
mensualmente.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.
20.

21.

22.

Para comprar un terreno el enganche es de $100000 y el resto se paga en 10 cuotas semestrales de $30000.
;Cual es el precio al contado si la tasa de interés es de 18% compuesta mensualmente?

Una persona de 45 afios de edad gana $400000 anuales y planea retirarse a los 65 afos. Cree que después
de jubilarse vivird otros 15 afios y desea mantener un nivel de gasto constante durante toda su vida. Su-
pone que su ingreso actual se mantendrd constante en términos reales y que puede invertir sus ahorros a
una tasa real de 3.5%. Calcule el valor de capital humano de esta persona y el nivel anual de su ingreso
permanente.

La persona del problema 7 ya tiene un capital de $1 000 000. Calcule su riqueza total y su ingreso perma-
nente. Interprete los resultados.

;Cudl es el pago mensual necesario para amortizar una hipoteca canadiense de $250000 a 20 afios si la tasa
de interés es de 14%?

Una hipoteca canadiense por $450000 a 25 afios se negoci6 a la tasa de 23%.
a) jcudl es pago mensual necesario para amortizar la hipoteca?
b) ;cudl serfa el pago mensual si se tratara de una hipoteca convencional?

Un inversionista compra una hipoteca a 30 afios con un valor original de $200000. La hipoteca fue emi-
tida hace cinco afios a una tasa de 8.75%. ;Cudl es el rendimiento de la inversién en hipoteca si el precio

de compra es de $165000?

Una persona invierte $320000 en una hipoteca que tiene, todavfa, 16 afios de vida. La hipoteca original
fue pactada a 20 afios por $380000, a una tasa de 19%. La hipoteca serd liquidada en efectivo en el décimo
aniversario de su contratacién. ;Cudl serd el rendimiento del inversionista en el momento de la liquida-
cién de la hipoteca?

En una hipoteca por $400000, emitida a 25 afios, con la tasa de interés de 23%, el banco cobra un hono-
rario de 1.5 puntos por la emisién. ;Cudl es la tasa de porcentaje anual implicita en este contrato?

;Cual sera el saldo de un fondo de 500000 Udis después de cinco afios si el fondo ofrece un rendimiento
de 4.5% v si los retiros mensuales son de 1500 Udis?

Un padre, cuando su hijo cumple 10 afios, abre un fideicomiso de 70000 Udis que rinde 7.5% anual,
compuesto semestralmente. El objetivo del fideicomiso es financiar los estudios universitarios del hijo, que
empiezan cuando éste cumple los 18 afios. El fideicomiso pagara nueve abonos semestrales al principio de
cada semestre. Calcule el monto de cada uno de estos abonos.

Calcule el valor presente de una renta de $150000 semestrales, si el primer pago se recibe dentro de dos
afios y el dltimo dentro de 10 afios y la tasa de interés es de 9.75%.

Se contrata un préstamo de $100000 a 25%. El préstamo serd pagado con 24 mensualidades, con 3 meses
de gracia (la primera mensualidad se pagard tres meses después de recibir el préstamo). ;Cudl es el pago
mensual?

Calcule el valor futuro de 10 pagos trimestrales de $15000 a una tasa de 20% compuesta continuamente.
Calcule el valor futuro de ocho pagos semestrales de $60000 a 25% compuesto continuamente.

;Cuanto tiene que depositar al final de cada mes, durante 20 meses, para reunir una cantidad de 220 000,
si su cuenta rinde 17.7% anual compuesto continuamente?

;Cudntos depésitos mensuales de $6000 tiene que efectuar para reunir $200000, si su cuenta rinde 18%
compuesto continuamente? Si el ndmero de pagos no es entero, ajuste el monto del dltimo pago.

Calcule el valor presente de 50 pagos quincenales de $800 a 23% compuesto continuamente.
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Un filantropo dona a su universidad $1 millén para financiar un proyecto de investigacién que durard tres
afios. Si la tasa de interés del fondo en que fue depositada su donacién es de 15% compuesto continuamen-
te, jcudl es el pago que recibird el director del proyecto al final de cada trimestre?

Un proyecto de inversién produce un flujo de efectivo neto de $450000 anual durante los cuatro afios de
su duracién. El flujo es durante todo el afio y no como cantidad fija al final del periodo. Calcule el valor
presente del proyecto si el costo de capital de la empresa es de 25%. Compare el resultado con el que se
obtendria observando la convencién del fin del periodo.

Calcule el valor terminal bruto del proyecto del ejercicio anterior y compdrelo con el valor que se obten-
drfa observando la convencién del fin del periodo.

Los ingresos netos de una empresa se producen como un flujo continuo que crece a un ritmo de 12% anual.
En el primer afio los ingresos eran de $120000. Calcule el valor presente de los ingresos en los préximos
cinco afios si el costo de capital de la empresa es de 22%. Compare el resultado con el que se obtendria si
los ingresos se produjeran al final de cada afio (gradiente geométrico).

Calcule el valor presente de un flujo continuo de $200000 anuales durante siete afios si la tasa de interés
es de 18% y el mismo flujo crece a una tasa anual de 25%.






CAPITULO 10

Amortizacién y fondos
de amortizacién

Objetivos del aprendizaje

Después de estudiar este capitulo, el alumno serd capaz de:

Entender el proceso de amortizacién de una deuda.

Construir una tabla de amortizacién con la calculadora financiera y sin ella.
Caleular el saldo insoluto de la deuda.

Calcular los derechos del deudor.

Desarrollar sistemas de amortizacién con pagos crecientes.

Entender el proceso de acumulacién de un fondo de amortizacién.

Calcular el saldo de un fondo en cualquier momento.

Calcular el rendimiento de un fondo.

237
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CONCEPTOS BASICOS

Amortizar significa reducir gradualmente el saldo de una deuda mediante una serie de pagos
periédicos que contienen, ademds del pago de intereses, los abonos a capital.

Un préstamo amortizable, tal como un crédito hipotecario o un crédito para automdvil, es
un préstamo en el cual se reembolsa el principal a medida que se hacen los pagos periédicos.!

Cuando se amortiza una deuda, cada uno de los pagos periédicos cubre los intereses cau-
sados hasta ese momento vy el resto se utiliza en la disminucién del importe de la deuda (amor-
tizacién). Para que el nimero de pagos sea finito, éstos tienen que ser por lo menos iguales al
monto de los intereses. De otra manera la amortizacién serfa negativa y la deuda crecerfa en
lugar de reducirse.

Los diversos sistemas de amortizacién son los usos de las anualidades que ya han sido
estudiadas en los capitulos anteriores. Es posible disefiar un ndmero infinito de sistemas de
amortizacién. En el presente capitulo nos limitaremos a los aspectos fundamentales.

El fondo de amortizacion consiste en acumular alguna cantidad especifica en el futuro
mediante el proceso de abonos periédicos. El objetivo del fondo de amortizacién puede ser
liquidar una deuda futura. La acumulacién de un fondo de amortizacién es un proceso inverso
al de amortizacién de la deuda. El saldo del fondo incluye siempre la suma de todos los pagos
efectuados m4s los intereses generados por éste.

Segiin la regla fundamental de las amortizaciones, el interés que se paga al final de cada perio-
do se calcula sobre el saldo insoluto del periodo inmediatamente anterior. Otros métodos para
calcular los intereses tienen por objetivo obtener tasas de interés mayores que las pactadas.

Aun cuando el ndmero de sistemas de amortizacién puede ser infinitamente grande, re-
sulta dtil clasificar dichos sistemas en los grupos mds importantes.

Sistemas de amortizacion

1. Amortizacién gradual. Consiste en pagos iguales, en intervalos iguales, con los intereses
calculados sobre saldos insolutos. La amortizacién aumenta con cada pago en la medida
en que se reduce el saldo insoluto. Es un sistema muy usual.

2. Amortizacion constante. En este sistema el valor de amortizacién es constante en cada pe-
riodo. El pago es decreciente porque los intereses se calculan sobre un saldo que se reduce
con cada amortizacion.

3. Amortizacién por cuotas incrementadas. Los pagos periddicos se ajustan al alza cada periodo
o cada cierto ndmero de ellos, por ejemplo, cada afio. Es una aplicacién de las anualidades
de pago creciente: gradiente aritmético y gradiente geométrico. El objetivo de incre-
mentar los pagos puede ser salvaguardar el valor real de los mismos: los pagos se ajustan
a la inflacién. Otro objetivo puede ser tomar en cuenta el mejoramiento econémico del
deudor: los pagos crecen al mismo ritmo que el ingreso del deudor.

4. Amortizacion decreciente. El deudor paga cuotas mayores en los primeros periodos y cuotas
menores en los periodos posteriores. Estos sistemas pueden ser aplicados en un entorno
de inestabilidad econémica.

1'Si el préstamo no es amortizable, el deudor s6lo hace pagos periédicos que cubren los intereses sobre el principal y
el mismo principal lo devuelve al final.
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5. Amortizacién con cuotas extraordinarias. Este sistema prevé una aportacién extraordinaria
cada cierto ndmero de periodos.

En el estudio de las amortizaciones, igual que en el estudio de las anualidades, se presentan
tres tipos de problemas:

a) calcular el pago periédico,

b) calcular el nimero de pagos, y

c) calcular la tasa de interés.
Después de estudiar las anualidades el lector tiene la capacidad de resolver cada uno de estos

problemas. Un rasgo distintivo del estudio de las amortizaciones es la construccién de tablas
de amortizacién, donde se registra el proceso de la extincién de la deuda.

EJEMPLO 1

Una empresa solicita un préstamo de $100 000 que sera liquidado mediante tres pagos iguales al
final de cada afo. La tasa de interés anual es de 25%. ¢Cual es el monto de los pagos anuales?

VPA = 100 000, R =0.25, n=3, a="7

Solucién: Utilizamos la férmula para la renta que se deriva de la formula del valor presente de
una anualidad:

. VPA, . (R) _ 100000(0.25) 510005

1 [1— L ]
1= 1.258

(1+R)’

Respuesta: El pago anual es de $51 229.5.

Al saldar la deuda, la empresa habra pagado $153 688.52. De esta cantidad $100 000 co-
rresponden al pago de capital y $53 688.52 al pago de intereses. Cada pago anual tiene dos
componentes: uno de interés y uno de abono al capital (amortizacién). El monto de cada
componente varfa anualmente. En la siguiente tabla podemos observar la descomposicién de
cada pago en interés y reembolso de capital.

Interés Amortizacién
Afo Pago anual = 0.25 X saldo = pago — interés Saldo
0 - - - 100 000.0
1 512295 25 000.0 262295 73 770.5
2 51229.5 18 442.6 32786.9 40983.6
3 51229.5 10245.9 40983.6 0.0
> 153 688.5 53 688.5 100 000.0
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En la construccién de la tabla de amortizacion tendran que observarse las siguientes reglas:

e Elsaldo inicial es igual al monto original de la deuda.

e El saldo del periodo es igual al saldo del periodo anterior menos la amortizacién del
periodo.

e El interés del periodo se calcula multiplicando el saldo insoluto del periodo anterior
por la tasa de interés.

e Laamortizacién es igual al pago menos los intereses. Con cada pago el componente de
los intereses se reduce y el componente de la amortizacién aumenta.

e En algunos casos, debido al redondeo, hay que ajustar el dltimo pago.

e La suma de los pagos anuales es igual a la suma de los intereses mas la suma de las
amortizaciones (abonos a capital).

Cuando el nimero de pagos es grande, la construccién de la tabla de amortizaciéon puede ser
tediosa. Las hojas electrénicas de célculo estan adaptadas para este tipo de tareas. Cuando el pe-
riodo no es muy largo, o cuando lo tGnico que necesitamos es el saldo después de un nimero de-
terminado de pagos, es ttil la calculadora financiera. A continuacién explicamos cémo se puede
construir una tabla de amortizacién del ejemplo 1 con la calculadora financiera HP-17BII.
Primero tenemos que calcular el pago anual en el médulo VDT.
1 NO.P ANO, MODO FINAL, CLEAR DATA, N =3, %IA = 25, VA = 100 000.
Al pulsar PAGO, obtenemos la respuesta: — 51 229.5.

Ahora pulsamos la tecla OTRO y AMRT. En la pantalla podemos ver los siguientes ré-
tulos de mend:

| NO. P | INT | CTAL | BAL | SGTE |TABLA|

NO. P ntmero de pago,

INT interés,

CTAL amortizacion (el abono al capital),

BAL saldo,

SGTE nos desplaza al siguiente renglén de la tabla de amortizacién,

TABLA  para imprimir la tabla.

Introducimos “1” en NO. P y pulsamos la tecla INT para encontrar que el interés en el pe-
riodo 1 es —25000. La tecla CTAL nos informa que el abono al capital fue de —26229.5 y
la tecla BAL indica que después del primer pago, el saldo es de 73 770.49. Asi obtuvimos el
primer renglén de la tabla de amortizacién.

Al pulsar la tecla SGTE nos desplazamos al siguiente renglén. Pulsando las teclas INT,
CTAL, BAL obtenemos el segundo renglén de la tabla de amortizacién. Siguiendo este proce-
dimiento podemos obtener, renglén por rengldn, la tabla de amortizacién m4s larga.

Como vimos en el ejemplo 1, el cdlculo de amortizaciones implica el uso de las férmulas de
anualidades. Concretamente, es posible calcular el importe de los pagos (a), el nimero de pagos
(n), la tasa de interés (R), los derechos adquiridos por el deudor y el saldo a favor del acreedor.
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IMPORTE DE LOS PAGOS

En el ejemplo 1 de la seccién anterior vimos cémo se calcula el importe de los pagos si éstos
son iguales. La férmula correspondiente es:

VPAg. (R)

a =

1

1_
(1+R)"

EJEMPLO 1

¢ Cual es el monto de los pagos mensuales, sila deuda de 100 000 Udis a 20 afios se contraté con
la tasa de interés anual de 8.75%?

VPA =100 000, R = 0.0875/12 = 0.0073 mensual, n =240, a="?

Solucién: Utilizamos la férmula para el pago periédico:

VPAg, (R) _ 100000 (0.0073) _

= 883.71
1-(1+R)" 1 (10073) **

Respuesta: El pago mensual es de 883.71 Udis.

Después de 20 afios, el deudor habra pagado 212 090.56 Udis, de las cuales 100 000 se habran
dedicado a la amortizacién y las restantes 112 090.56 al pago de los intereses. Para saber cémo
se distribuye cada pago en amortizacién e intereses tendrfamos que construir una tabla seme-
jante a la del ejemplo 1, pero m4s larga.

En la calculadora financiera la secuencia es:

12 NO.P ANO, MODO FINAL, N = 240, %IA = 8.75, VA = 100 000

Al pulsar la tecla PAGO, obtenemos la respuesta: —883.71.
A continuacién se presenta una tabla de amortizacién de los primeros 10 periodos:

Interés Amortizacion
Mes Pago mensual 0.0073 % saldo pago — interés Saldo
0 100 000.00
1 883.71 729.17 154.54 99 845.46
2 883.71 728.04 155.67 99 689.78
3 883.71 726.90 156.81 99 532.98
4 883.71 725.76 157.95 99 375.03
5 883.71 724.61 159.10 99 215.93
6 883.71 723.45 160.26 99 055.67
7 883.71 722.28 161.43 98 894.24
8 883.71 721.10 162.61 98 731.63
9 883.71 719.92 163.79 98 567.84
10 883.71 718.72 164.99 98 402.85

> 8 837.10 7 239.96 1597.15



242 CAPITULO 10 AMORTIZACION Y FONDOS DE AMORTIZACION

En Ia tabla de amortizacién se puede observar que, cuando el plazo del préstamo es largo,
la amortizacién es muy lenta. Después de pagar un total de $8 837.1, el deudor apenas cancels
1.6% de su deuda.

EJERCICIO DE COMPROBACION

Si en vez de amortizar la deuda el deudor pudiese aportar cada mes 883.71 Udis a una cuenta que
rindiese 8.75%, ¢qué cantidad tendria después de 20 afnos?

Respuesta: 571 818.04 Udis.

Cuando los pagos periédicos no son suficientes para saldar la deuda en un niimero entero de
periodos, se calcula el dltimo pago para completar la liquidacién de la deuda.

EJEMPLO | 2

Una deuda de $150 000 contratada a 23% debe amortizarse mediante ocho pagos trimestrales
de $23 000 cada uno. Elabore la tabla de amortizacion de la deuda. ¢Cual es el monto del dltimo

pago?
VPA = 150000, R = 23% anual = 5.75% trimestral, n =8, a = 23000
Pago Interés Amortizacion
Trimestre trimestral 0.0575 X saldo pago — interés Saldo

0 150 000.00
1 23 000.00 8 625.00 14 375.00 135 625.00
2 23 000.00 7798.44 15 201.56 120 423.44
3 23 000.00 6 924.35 16 075.65 104 347.78
4 23 000.00 5999.99 17 000.00 87 347.78
5 23 000.00 5022.50 17 977.50 69 370.28
6 23 000.00 3988.79 19 011.21 50 359.07
7 23 000.00 2 895.65 20 104.35 30 252.72
8 23 000.00 1739.65 21 260.35 8994.36
9 9511.54 517.18 8994.36 0.00
%, 193 511.54 43 511.54 150 00.00

Después de efectuar ocho pagos de $23 000 c/u queda todavia un saldo de 8 994.36. El deudor
tiene la opcién de pagar este saldo junto con su octavo pago, que en este caso seria de $31 994.36,
o hacer un noveno pago de $9 511.54. Esta cantidad se obtiene al sumar al saldo de la deuda los
intereses que genera: 8 994.36(1 + 0.0575) = 9 511.54.

Reflexion sobre matemadticas financieras
Intereses sobre el saldo inicial

Algunas veces el vendedor pretende disfrazar la verdadera tasa de interés recurriendo al artificio
de calcular los intereses sobre la deuda inicial y no sobre los saldos insolutos. Un ejemplo ilustra
coémo funciona este esquema:
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Para comprar un automévil la agencia otorga un crédito de $100 000 a 24 meses. El pago mensual
es de $5 500 y el vendedor dice que la tasa anual que cobra la agencia es de 16%. Si introducimos
los datos del problema en el médulo VDT, obtenemos la tasa de interés de 28.22%.

1) ;Cémo calculé la agencia la tasa de interés de 16%?
2) (Dénde estd la trampa?
La agencia hace el siguiente célculo:

1) La cantidad pagada por el cliente: 24 X 5 500 = 132 000, de lo cual $100 000 es la amortiza-
cién y $32 000 son los intereses. $32 000 durante dos afios equivale a $16 000 anual, o sea, 16%
del préstamo.

2) La falacia consiste en calcular los intereses sobre el saldo inicial. Cada pago mensual reduce el
saldo insoluto, por lo que el interés debe reducirse también.

El planteamiento de la agencia ignora totalmente el valor del dinero en el tiempo.

Amortizacion de cuotas crecientes (gradiente aritmético)

Cuando las cuotas son crecientes segiin la progresién aritmética, para calcular el primer pago
es necesario calcular el valor presente del gradiente y restarlo del valor de la deuda. De esta
manera, la anualidad de pagos crecientes se transforma en una anualidad simple que se resuel-
ve con los métodos acostumbrados.

EJEMPLO | 3

Una deuda de $250 000 contratada a 25% debe amortizarse mediante seis pagos semestrales.
Cada pago sera de $10 000 mayor que el anterior.

a) calcule el valor del primer pago y del ultimo,
b) elabore la tabla de amortizacién de la deuda.

VPA = 250000, G = 10000, R = 25% anual = 12.5% semestral, n=6, a="?

Solucioén: El diagrama de flujo de efectivo del problema es el siguiente:

250 000
T 1 2 3 4 5 6
0 | i | | | |
a \
a+ 10000
a + 20000
a + 30000
a + 40000

a + 50 000
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a) Calculamos el valor presente del gradiente aplicando la féormula:

6 _
vp(c)= 10000 | 11257 1 6 | g75p7a

0125 | g.125(1.125)° 1.125°

El valor presente de la deuda, sin el valor presente del gradiente, es:
250000 — 87537.39 = 162462.6

Al utilizar este valor en la férmula del valor presente de la anualidad simple, calculamos el pago:

162 462.6 = —2—|1— 1 = a =40 076.24
0125]  1.125°

El primer pago es de: $40 076.24.

El Gltimo pago es de: 40 076.24 + (6 — 1)10 000 = $90 076.24.

b) Para calcular la tabla de amortizacion utilizaremos la hoja de célculo Excel:

Semestre Pago Interés Amortizacion Saldo
0 250 000.00
1 40076.24 31250.00 8826.24 241 173.00
2 50076.24 30146.72 19929.56 221 244.24
3 60076.24 27655.53 32420.71 188 823.53
4 70076.24 23602.94 46 473.30 142 350.23
5 80076.24 17793.78 62282.46 80 067.77
6 90076.24 10008.47 80067.77 0.00
Totales 390 457.44 140 457.44 250 000.00

Si las cuotas crecen segun una tasa fija (gradiente geométrico), el procedimiento es semejante. La
situacion se complica si las cuotas se ajustan cada cierto nimero de periodos.

EJEMPLO | 4

El contrato de un préstamo de $450 000 a 10 afos, con la tasa de 24%, prevé que los pagos men-
suales se incrementaran 15% cada afo sobre el valor del afio anterior. Calcule el pago mensual
del primer afio y del ultimo.

VPA = 450000, g =15%, R =24% anual, n = 10 afos = 120 meses, a ="?

Solucién: Resolveremos el problema en dos etapas. En la primera calcularemos las cuotas anua-
les, equivalentes a las mensuales que se derivan del problema. En la segunda desagregaremos
las cuotas anuales en pagos mensuales buscados. Las cuotas anuales, que crecen a un ritmo
anual de 15% son: A, A(1.15), A(1.15),...., A(1.15)°, donde A es la cuota equivalente a los pagos del
primer afio y A(1.15)° es la cuota equivalente a los pagos mensuales del décimo afio. Las cuotas
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anuales se presentan al final de cada afo. Es un tipico caso del gradiente geométrico, como se
puede apreciar en la linea de tiempo:

2 3 9 10
| | \/\ |

A(1.15)
A(1.15)2

0

>

A(1.15)8

A(1.15)°

Para calcular el valor de la primera cuota utilizamos la formula del gradiente geométrico teniendo
cuidado de utilizar la tasa efectiva, ya que en el problema original los pagos son mensuales, por lo
que la capitalizacién también es mensual.

La tasa efectiva aplicable para la férmula del gradiente es:
12
1+ 024 —1=0.2682 = 26.82%
12
Recordamos la formula del gradiente geométrico:
a n
vPA= |1 [1*9
R—-g 1+R
Si sustituimos los datos del problema en la férmula, tenemos:

10
450 000 = A [1 —( 115 ) :| = A = 85243.32

0.2682 — 0.15 1.2682

Para saldar la deuda del problema se requiere un pago de $85 243.32 al final del primer afio, y
nueve pagos anuales adicionales, cada uno de los cuales seria 15% mayor que el anterior. El pago
del segundo ario, por ejemplo, seria de $98 029.82, el ultimo pago seria de $299 875.47.

Lo unico que falta es calcular el pago mensual del primer afio, y de los subsiguientes. La linea de
tiempo indica que se trata de calcular el pago mensual con base en el valor futuro de una anua-
lidad simple.

i i i i it 12?
| I 7 — 7 1
a a a a 4

Si 12 pagos mensuales equivalen a un pago final de $85 243.32, el pago mensual a lo podemos
despejar de la férmula del valor futuro de anualidad simple.

12
8524332 = — 2 (1 PN ~  a=6355.71
( 0.24 ] 12

12
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El pago mensual en el primer afo sera de $6 355.71.

Hay dos maneras de calcular el pago mensual en el segundo afo. La primera es aumentar 15% el
pago del primer afio: 6 355.71(1.15) = 7 309.06.

La segunda consistiria en despejar el valor del pago de una anualidad de 12 pagos cuyo valor
futuro es de $98 029.82.

El pago mensual del tltimo afio seria: 6 355.71(1.15)° = 22 358.6.

EJERCICIO DE COMPROBACION
En el ejemplo 4 calcule el pago mensual en el quinto afo.

Respuesta: 11 116.18.

DERECHOS ADQUIRIDOS POR EL DEUDOR Y SALDO
A FAVOR DEL ACREEDOR

En la medida en que sigue el proceso de amortizacion, el deudor adquiere cada vez mas dere-
chos sobre el bien objeto de venta. Simétricamente, el acreedor es duefio sélo del saldo en su
favor.

Los derechos del deudor pueden calcularse de dos maneras:

1. Derechos del deudor = valor de la operacién — saldo insoluto.

2. Derechos del deudor = suma de las amortizaciones.

En el ejemplo 1, después del segundo periodo, los derechos del deudor son:

1. 100000 — 40983.6 = 59 016.4
2. 262295 +32786.9 =59016.4

Después de realizar dos pagos anuales de $59229.5 cada uno, la empresa ya es duefia de 59%
del capital solicitado en préstamo.

El saldo insoluto

Cuando tenemos elaborado el cuadro de amortizacién podemos averiguar el saldo insoluto
para cualquier periodo con una simple inspeccién. Sin embargo, no siempre tenemos a la
mano la tabla de amortizacién. Si los pagos son iguales y la tasa de interés es constante, no
es necesario elaborar la tabla para saber cudl es el saldo a favor del acreedor. Existen varios
métodos para calcular el saldo insoluto. El lector seleccionard el de su preferencia.



El saldo insoluto
es el valor presen-
te de los pagos
restantes.

DERECHOS ADQUIRIDOS POR EL DEUDOR Y SALDO A FAVOR DEL ACREEDOR 247

EJEMPLO 1

Si continuamos con el ejemplo 1 de la seccién anterior suponemos que, después de cuatro afos,
el duefio quiere vender la casa mediante el traspaso de la deuda. ;Cual es el valor de la deuda que
tiene que asumir el comprador?

VPA = 100 000, a = 883.71, R = 0.0073 mensual, n = 48 meses
Solucion:
Método 1 (recomendado)
Después de cuatro anos la deuda tiene todavia 16 afos de vida. El saldo insoluto es el valor pre-

sente de 192 pagos de $883.71 cada uno.

Saldo = VPA = L 1- 1 = 91156.23

0.0073192

Método 2

Seleccionamos como fecha focal el periodo cero. El valor presente de las 48 mensualidades pa-
gadas por el duefio es:

VPA = 87 1- ! = 35681.66

0.007348
0.0073 | (1.0073)*

El valor presente de la deuda hipotecaria después de cuatro afios de pago es igual al monto origi-
nal menos el valor presente de los pagos:

100 000 — 35 681.66 = 64 318.34
En cuatro anos esta cantidad vale:

VF,

4 afos

= 64 318.34 (1.0073)*® = 91 156.23
Método 3

Como fecha focal seleccionamos el afo cuatro (mes 48). Con este enfoque el valor futuro de los
48 pagos es:

(1.0073)" 1
VFA = 883.71| L

= 50570.43
0.0073 48 0.0073

Mientras tanto, el valor futuro de la deuda original después de 48 meses es:

VF,

hipoteca

=100 000 (1.0073)%8 = 141 726.67

Al restar del valor de la deuda el valor de los pagos obtenemos el saldo a favor del acreedor (el
valor de la hipoteca):

141 726.67 — 50 570.43 = 91 156.23

Respuesta: El comprador de la casa tendra que asumir una deuda de 91 156.23 Udis.
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En la calculadora financiera tenemos dos métodos para llegar a la respuesta. Se supone que el
lector acaba de resolver el ejemplo 1 y no cambié nada en la calculadora:

1. Ponemos N = 48y, pulsando la tecla VF, obtenemos la respuesta: 91 156.19. Es lo que
queda por pagar después de efectuar los 48 pagos mensuales.

2. Alternativamente, pulsamos la tecla OTRO y AMRT, introducimos 48 en NO.P y al
pulsar la tecla BAL obtenemos la respuesta: 91 156.19.

Asi, el saldo de la deuda es lo mismo que el valor futuro de la deuda después de efectuar n

pagos.
Otro ejemplo ayudard a consolidar la metodologfa:

EJEMPLO | 2

Un automovil cuesta $70 000. El enganche es de $20 000. La tasa de interés aplicable es de 48%,
compuesta mensualmente. El comprador tiene que hacer 24 pagos mensuales de $3 279.34 cada
uno. Después de un afio de pagos, ¢qué porcentaje de su deuda habra pagado el comprador?

a=3279.34, R =0.04 mensual, n= 12, ladeuda original =50 000.

Solucioén: Seleccionamos como fecha focal el periodo 12. El valor futuro de las 12 mensuali-
dades es:

12
VFAgga1p = 3 279.34 % = 49 274.75

Mientras tanto, el valor futuro de la deuda original después de 12 meses es:

VF,

deuda

= 50000 (1.04)'? = 80051.6
Saldo = VF,

deuda

VF,

anualidades

= 80051.6 — 49 274.75 = 30 776.86

El saldo constituye 61.55% del valor de la deuda original, por lo que los derechos adquiridos por
el deudor son 38.45% del monto prestado.

Respuesta: Después de un afo el comprador habra pagado 38.45% de su deuda.

El niimero de pagos en una amortizacién y la tasa de interés pueden calcularse con base en la
férmula del valor futuro de una anualidad o con la calculadora financiera.

Descomposicion del pago periodico en interés y la amortizacion
Al tratar el saldo de la deuda como una ecuacién en diferencias podemos derivar la férmula

para el saldo en cualquier momento, y ademas descomponer el pago periédico en dos compo-
nentes: el interés del periodo y la amortizacién.
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El saldo de la deuda en cualquier momento t es el saldo del periodo anterior aumentado por el
interés menos el pago del periodo:

P.=(1+R)P_, —a

donde P,  eselsaldo en el periodo t,
P_, eselsaldo de periodo anterior,
a es el pago periddico.

La solucion de esta ecuacién es: P, = % + (PO - ;)(1 + R)t

Al reordenar los términos podemos presentar el saldo como la diferencia entre el valor futuro
de la deuda original y el valor futuro de los pagos periédicos

P.= P(1+R) - 3[(1+R)‘—1]
- R
Valor futuro de

la deuda

Valor futuro de
los pagos

La férmula del saldo permite calcular el saldo de la deuda en cualquier periodo t. En el ejem-
plo 1, el saldo después de cuatro afios es:

- 883.71 +(1ooooo _ 88371](1,0073)48 —91156.23
0.0073 0.0073

En el dltimo periodo, n, el saldo es igual a cero. La deuda se amortizé totalmente.
P, =0=(1+R)"P, —%[(1 +R)" —1]

Este resultado nos permite obtener las férmulas del valor futuro y del valor presente de la
anualidad:

(1+R)"P, =P, =%[(1+R)“ —1]

Pozﬁl_ "
(1+R)

Al despejar de la Gltima ecuacién el pago periédico tenemos:

POR :POR(1+R)n:POR+ POR
P (1+R)" -1 (1+R)" -1
(1+R)"

a =
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Esta forma del pago periédico permite separar el interés de la amortizacién, por lo menos en
el primer pago.

P, R
a= PyR + 0711
—— (1+R)"-1
interés
amortizacion

Por la construccion del segundo término se puede apreciar que la amortizacién en el primer
periodo es muy pequefia. Si sustituimos los datos del ejemplo 1 en la férmula obtenemos la
descomposiciéon del primer pago en el interés y la amortizacién:

883.71 = 729.17 + 154.54
mteres amortizacion

Enseguida desarrollaremos las férmulas para el interés y la amortizacién en cualquier periodo.
Para lograrlo reproducimos la férmula para el saldo en el periodo t.

p,=2 +(PO - ;](1 +R)’

R
De la férmula del valor presente de la anualidad tenemos:

a a

R R(1+R)"
La sustitucién de esta expresion en la férmula del saldo produce:

(1+R) =5[1—(1 + R)"“}

a
P = _— 7
R(1+R)" R

a
‘R

Para obtener el valor del saldo en el periodo anterior, restamos 1 de t, tanto en el subindice
como en el superindice.

P, =%[1—(1+R)"1’”]

El interés del periodo es igual al saldo del periodo anterior multiplicado por la tasa de interés.

Interés = RPt*l = al: 1 _(1 _l_R)t—l—n:l

La amortizacién es el pago menos el interés del periodo.

Amortizacion=a —RP,_, = a(l + R)t_l_n
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Al utilizar estas férmulas para calcular la descomposicién del octavo pago en el problema 1,
en el interés y la amortizacién, tenemos

Interés = 883‘71(1— 1.00738" 1—240) ~=721.10

) =~ 162,61

Amortizacién = 883.71(1.0073
Como era de esperarse, los resultados son idénticos que los de la tabla de amortizacién del
ejemplo 1.
Una revisién cuidadosa de las férmulas de interés y amortizacién permite entender mejor
la mecdnica de la amortizacion.

Cuando t = 1:
1 s a
Interés(1) =RPy =a|l— — Amortizacién (1) = —
(1+R) (1+R)
En préstamos a largo plazo, la expresién ﬁl es muy pequefia, por lo que el interés del
1+R

primer periodo es poco menor que el pago periddico y la amortizacién es insignificante.

Cuando t = n:

Interés(n) =a |:1 - 1} Amortizacién (n)
1+R

__a
1+R

Dado que el valor de la expresién entre corchetes es muy pequefio, la participacién del interés
en el dltimo pago es mindscula, en cambio la amortizacién es muy grande.

Resulta muy ilustrativo comparar el proceso de amortizacién de la misma deuda con tasas
de interés diferentes. La tasa de interés mds alta concentra la amortizacién en los dltimos pe-
riodos. En la siguiente grafica, 100% representa el pago mensual. El 4rea por arriba de la curva
representa el pago de los intereses y el drea por debajo, la amortizacion.

FONDOS DE AMORTIZACION

En la amortizacién se pretende suprimir una deuda mediante pagos periédicos. Partiendo de
un valor presente positivo, el objetivo es llegar a un valor futuro cero mediante una serie de
pagos. Es el caso del valor presente de una anualidad.

La acumulacién de un fondo es un problema exactamente opuesto. El objetivo es constituir
un fondo depositando cantidades establecidas que produzcan intereses a una tasa fija. Partiendo
del valor presente cero se pretende llegar a un valor futuro determinado mediante una serie de
pagos periddicos. Es un claro ejemplo del valor futuro de una anualidad. Un cuadro que muestra
cémo se acumula el fondo se llama tabla de capitalizacién o tabla del fondo de amortizacién.
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Figura 10.1
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EJEMPLO 1

Dentro de un semestre necesitamos $100 000. Nos proponemos depositar una cantidad al fin de

cada mes en una cuenta que rinde 36% compuesto mensualmente.

a) ¢Qué monto hay que depositar cada mes?

b) En una tabla muestre como se acumula el fondo.

Solucién:

R = 0.03 mensual,

n=6, VFA=100000, a="?

a) Utilizamos la formula del valor futuro de la anualidad para calcular el abono mensual:

VFA

0.036

=100000 = -2
0.03

(103 ~1] = a=1545075

b) Construimos una hoja de calculo para mostrar cémo se acumula el fondo.

Mes Depésito mensual Interés Total que se suma al fondo Saldo
1 15459.75 15459.75 15459.75
2 15459.75 463.79 15923.54 31 383.29
3 15459.75 941.50 16401.25 47 784.54
4 15459.75 1433.54 16 893.29 64 677.83
5 15459.75 1940.33 17 400.08 82 077.91
6 15459.75 2462.34 17 922.09 100 000.00
Totales 92758.50 7241.50 100000.00

Respuesta: Al depositar $15 459.75 cada mes, acumularemos en un semestre $100 000.
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En el quinto mes, por ejemplo, se suman al fondo $17 400.08, de los cuales $15 459.75 son
un depésito mensual y $1 940.33 son los intereses sobre el saldo del cuarto mes (64 677.83 x
0.03).
En la calculadora financiera seguimos los siguientes pasos:
12 NO.P ANO, MODO FINAL, N = 6, %IA = 36, VF = 100 000.
Al pulsar la tecla PAGO, obtenemos: PAGO = — 15459.75.
Pulsamos la tecla OTRO y AMRT, introducimos 1 en NO.P.
Al pulsar las teclas: INT, CTAL, BAL, obtenemos el primer renglén de la tabla.

Pulsamos SGTE, y las teclas: INT, CTAL, BAL nos dan el segundo renglén, etcétera.

A

Si no tenemos tiempo para elaborar la tabla del fondo de amortizacién pero queremos saber
cudl es el total acumulado en el fondo después de cierto periodo podemos utilizar la férmula
para el valor futuro de una anualidad ordinaria.

EJEMPLO | 2

Con los datos del ejemplo 1, ;qué cantidad se habra acumulado en el fondo al final del quinto
mes?

a=15459.75, R =0.03mensual, n=25, VFAjs5="

Solucioén: Utilizamos la formula del valor futuro de la anualidad para calcular el total acumulado
en el fondo después de cinco meses.

(1.03)° -1
VFAggas = 15 459.75 -————— | = 82 077.91
0.03

Respuesta: Al final del quinto mes en el fondo hay $82 077.91.

En la calculadora financiera, en el médulo VDT, introducimos N = 5, y pulsando la tecla VF
obtenemos la respuesta: 82 077.91. Alternativamente podriamos haber utilizado el médulo
AMRT.

La férmula del valor futuro de una anualidad ordinaria también permite calcular el ni-
mero de depésitos en un fondo de amortizacién y la tasa de interés.

EJEMPLO | 3

¢ Cuantos depoésitos mensuales de $2 000 es necesario realizar para acumular $150 000, si la tasa
de interés aplicable es de 30% compuesta mensualmente?

a=2000, R=0.025mensual, VFAjg;s,= 150000, n="?
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Solucién: Utilizamos la férmula del valor futuro de la anualidad:

(1.025)" -1
VFAcpsn = 160 = 2| = —

(0.025)(150/2) = 1.875 5 (1.025)" — 1
(1.025)" = 2.875
nlog (1.025) = log (2.875)
n = log(2.875)/ log(1.025) = 42.768 meses.
Si hacemos 42 pagos de 2 000, al final del mes 42 tendremos:

(1.025)" - 1
0.025

VFA, 554, = 2000 = 145679.61

Al final del mes 43 esta cantidad valdra:
145 679.61(1.025) = 149 321.6
Para 150 000 falta un ultimo pago de 678.4.

Respuesta: Para reunir $150 000 es necesario hacer 42 pagos de $2 000 y un ultimo pago de
$678.4.

Alternativamente, podemos hacer 41 pagos de $2 000 y el pago 42 de $2 661.86.

En la calculadora financiera:
12 NO.P ANO, MODO FINAL, %IA = 30, PAGO = — 2 000, VF = 150 000.
Al pulsar la tecla N obtenemos: N = 42.76.

La depreciacion y la inflacion

EJEMPLO | 4

Una empresa compra un equipo por $2.5 millones. Se espera que el equipo dure 10 afos y des-
pués de ese tiempo su valor de rescate (residual) sea igual a cero. El rendimiento que la empresa
puede obtener es de 15%. La depreciacion es en linea recta.

a) ¢Cuanto dinero se habra acumulado en el fondo de amortizacién de la empresa al cabo de 10
anos?

b) ¢Cual es la tasa maxima de incremento anual del precio del equipo que permitird a la empresa
reemplazarlo por uno nuevo?

Solucidn: La depreciacion en linea recta significa que cada afo se aparta una décima parte del
valor del equipo ($250 000) en un fondo especial.

n=10, R=15%, a=250000, VFA;gy =72
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a) El valor del fondo de amortizacion en 10 afos es el valor futuro de una anualidad ordinaria:

a n ] _ 250000 10 _
VFA 50, 10 = E[(H—R) —1] = W[(1.15 - 1)] = 5075 929.56

b) Para saber qué tasa de inflaciéon del equipo es compatible con la posibilidad de renovarlo utili-
zando solamente el fondo de amortizacion tenemos que despejar i de la siguiente ecuacion:

2500 000(1 + i)!° = 5 075 929.56
(1 + )" =2.0304
1 +i=2.0304"° = 1.0734
i=0.0734 = 7.34%

Vale la pena resaltar que la tasa de la inflacion anual que acabamos de calcular no se refiere a la
inflacion en general, sino al incremento de precios del equipo en cuestion.

Respuestas:
a) En 10 afos, en el fondo de amortizacion se habran acumulado $5 075 929.56.

b) Si el precio del equipo no crece a un ritmo mayor que 7.34% anual, la empresa podra adquirir un
equipo nuevo con su fondo de amortizacion.

Cuando la tasa de interés es de 15%, lo m4s probable es que la inflacién sea de 10% o mads. Si el
precio del equipo subiera a un ritmo anual de 10%, en 10 afios éste costarfa: 2 500 000(1.1)!° =
6 484 356.15. El dinero acumulado en el fondo de amortizacién serfa insuficiente para comprar
el equipo.

En periodos de alta inflacién la depreciacién en linea recta no permite acumular fondos
suficientes para el reemplazo de la maquinaria. Esto se debe a que la aportacion al fondo es cons-
tante en términos de pesos corrientes, es decir, decreciente en términos de pesos constantes.

Existen dos soluciones para este problema:

1. Permitir una depreciacién acelerada.

2. Permitir aumentar las contribuciones anuales al fondo de amortizacién de acuerdo con la
inflacién.

EJEMPLO | 5

Supongamos que la ley permite depreciar el equipo del ejemplo 4 en cinco afios, a pesar de que
dura 10 afos. ¢Cual es el valor del fondo de amortizacion después de 10 afios cuando sea nece-
sario reemplazar el equipo?

Solucién: El valor futuro de cinco pagos de 500 000 es:

500 000

VFA, o =
515% 015

(1.15° —1) = 3371 190
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Después de cinco afos adicionales esta cantidad sera de:
3371 1906 X (1.15)° = 6 780 668.49

Respuesta: Con la depreciacion acelerada la empresa reunira una cantidad ligeramente superior
a la necesaria para comprar el equipo cuyo precio sube 10% anual.

EJEMPLO | 6

Supongamos que la ley permite aumentar la depreciacién cada afo un porcentaje igual al de la
inflacion. Se supone que durante los siguientes 10 afios la inflacion anual promedio sera de 10%.
¢ Cudl es el valor del fondo de amortizacion después de 10 afios cuando sea necesario reemplazar
el equipo?

Solucién: En esta ocasion se trata del valor futuro de una anualidad con pagos crecientes a una
tasa constante: n = 10, R = 15%, g =i = 10%, a; = 250 000, VFA 5, 1o = 7

VEA = 1 [(1+R)" - (1+g)"] = M(1.1510 —1.110) = 7259 076.38
R-g 0.15- 0.1

Respuesta: Si la empresa puede aumentar la depreciacién a un ritmo igual a la inflacién reunira
una cantidad superior a la necesaria para comprar el equipo.

Incrementar las cantidades de acuerdo con la inflacién se llama indexacién o indizacion.
El ejemplo 6 ilustra un fenémeno en el que, con una indizacién de 100%, la inflacién
puede beneficiar a las empresas, por lo menos en algunos aspectos.

Fondos de amortizacion con aportaciones crecientes

El ejemplo 6 muestra un fondo de amortizacién con las aportaciones crecientes a un ritmo
constante igual a la tasa de la inflacién (gradiente geométrico). Resolveremos otro ejemplo en
el cual las aportaciones crecen en una cantidad fija (gradiente aritmético).

EJEMPLO | 7

Una empresa coloca una emisién de bonos a cinco afios, con el valor nominal de $1000 000.# Para
asegurar el pago del principal la empresa establece un fondo de amortizacion (sinking fund) cuyas
aportaciones creceran $40 000 cada afio. La tasa de interés que genera el fondo es de 12%.

a) Calcule el valor de la primera y de la Ultima aportacion.

b) Elabore la tabla del fondo de amortizacion.

VFA = 1000 000, n'=5; G = 40000, R =12%, a="?

*El valor nominal es el valor futuro, es decir, la cantidad que la empresa tendré que devolver a los duefios de los
bonos dentro de cinco afios. En este contexto no importa si los bonos son de cupén cero o si tienen cupones.
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Solucién:

1000 000

| 1 2 3 4 5

OI i | | |
a
a+40 000
a+80 000
a+120 000
a+160 000
a) Primero calculamos el valor futuro del gradiente:
1.12)° -1
VF(G) = 40000 (112 =1 _ 5| = 450949.12

0.12 0.12

Restamos el valor futuro del gradiente del valor futuro de la deuda:
1000 000 — 450 949.12 = 549 050.88

Despejamos el pago basico de la férmula del valor futuro de una anualidad simple:
a 5
549 050.88 = —— (1.12 - 1) —  a=8642595
0.12

La primera aportacién es de $86 425.95.
La ultima aportacién es de 86 425.95 + (4)40 000 = $246 425.95.

b) Utilizamos Excel para elaborar el cuadro de capitalizacion.

Ano Pago anual Interés Total que se suma al fondo Saldo
1 86425.95 86425.95 86425.95
2 126 425.95 10371.11 136 797.06 223 223.01
3 166 425.95 26 786.76 193212.71 416 435.73
4 206 425.95 49972.29 256 398.24 672 833.96
5 246 425.95 80740.08 327 166.03 999 999.99
Totales 832129.75 167 870.24 999999.99

Que falte un centavo para un millén se debe a los errores de redondeo.
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Tasa de interés de un fondo de amortizacion

EJEMPLO | 8

Un banco le dice a su cliente que, si hace 24 pagos mensuales de $1 000, acumulara un fondo de

$30 000 ¢Qué tasa de rendimiento ofrece el banco?

a=1000, VFAg, =30000, n=24, R=?
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Solucién: Utilizamos la férmula del valor futuro de la anualidad:
(1+ R 1
VFA,,, = 30 000 =1 000 T

Resulta evidente la imposibilidad de despejar R en esta ecuacion. Podemos iniciar un procedi-
miento iterativo o usar algun paquete matematico o financiero.

Primero utilizaremos la calculadora financiera:
12 NO.P ANO, MODO FINAL, N = 24, PAGO = 1000, vF = 30000
Al pulsar la tecla, %I1A obtenemos: %IA = 22.62.

Respuesta: El banco ofrece un rendimiento anual de 22.62%.

Al utilizar MathCAD podemos calcular la tasa mensual:

VFA: = 3 000 a: = 1000 n: = 24 R: =0.01

Given

VFA = — [(1+R)” - 1}
R
Tasa: = Find(R)
Tasa: = 0.018854

La tasa mensual de 1.88% equivale a una tasa anual (nominal) de 22.62%.

Se cree que el planteamiento presentado arriba se explica por sf mismo. Algo que puede
despertar dudas es por qué dimos un valor concreto a la tasa de interés (R = 0.01). Este tipo
de valor inicial se llama valor semilla. Es til para que el algoritmo tenga un punto de partida
que no esté muy alejado del resultado verdadero.

Si para comprobar sustituimos la tasa de interés encontrada por la computadora en la
férmula del valor presente de la anualidad, obtendremos un resultado exacto de 30 000.

Con la hoja de célculo Excel es necesario construir un modelo; lo reproducimos a conti-
nuacién:

A B
1 VFA  (importe del $B$4
préstamo) | _ $B$2 (1 + $B$3) —1
$B$3
2 a (pago) 1 000.00
R (interés) 0.0125
4 n  (plazo) 24.00
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En la celda Bl introducimos la férmula del valor futuro de la anualidad utilizando, en lugar
de los nombres de las variables, las referencias a las celdas correspondientes. En la celda B3
ponemos 0.0125 como “valor semilla” de la tasa de interés buscada.

Después, en el meni Herramientas, elegimos Buscar objetivo. Aparece una tabla seme-

jante a esta:

Definir la celda

$B$1

Con el valor

30000

Cambiando la celda

$B$3

La computadora busca el valor de Ia tasa de interés (celda B3) que, sustituida en la férmula de
la celda B1, producira el resultado deseado (30 000). Al apretar el botén Aceptar en la celda
B3 aparece el valor 0.018854, que es la tasa de interés mensual buscada.

FORMULAS DEL CAPITULO

Saldo en el periodo t

p= a+(PO—;)(1 +R)'

R

Amortizacién en el periodo ¢

t—1—n

a—RP_,=a(1+R)

Términos clave

Abono a capital (amortizacién)
Amortizar

Derechos del deudor

Fondo de amortizacién
Indizacién (indexacién)

PREGUNTAS Y PROBLEMAS

Interés en el periodo ¢

RP_ =a[1 -(1 +R)"1’"]

Saldo en el periodo t de una deuda de n pagos

P :%[1 ~(1+ R)""]

Préstamo amortizable

Saldo de la deuda (derecho del acreedor)
Sistemas de amortizacién con pagos crecientes
Tabla de amortizacién

Tabla de capitalizacién

1. Se contrata una deuda hipotecaria por 300 000 Udis a 30 afios a 8.5%.

a) Elabore la tabla de amortizacién para los primeros cinco meses.

b) Para el mes 240 calcule el valor de los intereses pagados, el valor de la amortizacién y el saldo insoluto

de la deuda.
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10.

Para comprar una casa se contraté una deuda hipotecaria de $250 000 a 25 afios a la tasa de interés de
27%. Después de ocho afios la casa se vende mediante el traspaso de la deuda. Calcule el saldo insoluto de
la deuda que tendrd que asumir el comprador.

Se pretende pagar un préstamo de $120 000 a 30% mediante pagos mensuales de $4 000. ;Cudntos pagos
se requieren para saldar la deuda? Ajuste el tltimo pago al alza para que la extincién de la deuda sea com-
pleta.

Un préstamo de $140 000 serd liquidado mediante ocho pagos trimestrales de $23 000. ;A qué tasa de
interés se contratd el préstamo?

Una deuda de $300 000 contratada a 28% debe amortizarse mediante 15 pagos trimestrales. Cada pago
sera $3 000 mayor que el anterior.

a) Calcule el valor del primer pago.
b) Elabore la tabla de amortizacién de la deuda.

Un préstamo de $950 000 a cinco afios a 23% debe amortizarse mediante pagos mensuales. Cada semestre
el valor de la mensualidad aumentara $4 000. Calcule el valor de las mensualidades del primer semestre y
del dltimo.

Un préstamo de $350 000 a tres afios con una tasa de 17% tiene que pagarse mediante cuotas trimestrales
que creceran 7% cada trimestre.

a) Calcule el valor del primer pago.
b) Elabore la tabla de amortizacién de la deuda.

Un préstamo de $600 000 a siete afios con una tasa de 20% tiene que pagarse mediante cuotas mensuales
que creceran 15% cada afio. Calcule el valor del primer pago (el pago base) y del dltimo.

Al final de cada mes un trabajador deposita 1 000 Udis en su cuenta de retiro voluntario que tiene un
rendimiento garantizado de 5% anual.

a) Muestre en una tabla la acumulacién del fondo durante los primeros ocho meses.
b) Calcule el saldo del fondo después de 15 afios.

Una empresa emite bonos a cuatro afios, con el valor de redencién de $5 000 000. Las cldusulas del bono
prevén la creacién de un fondo de amortizacién con aportaciones semestrales que crecen $70 000 cada
semestre. El fondo genera un rendimiento de 10%.

a) Calcule el valor de la primera y de la Gltima aportacién.

b) Elabore la tabla del fondo de amortizacién.



CAPITULO 11

Matemdticas

ursdtiles:
acciones y bonos cupén cero

Objetivos del aprendizaje
Después de estudiar este capitulo, el alumno serd capaz de:

® Apreciar las funciones econémicas del sistema financiero.

e Distinguir entre el mercado de dinero y el mercado de capitales.

* Enfender el papel econémico del rendimiento sobre los activos financieros.
e Conocer las tres fuentes del rendimiento.

* Calcular la ganancia de capital de una inversién en acciones.

* Transformar el rendimiento a plazo en un rendimiento a ofro plazo distinto, tanto
en términos nominales como en términos efectivos.

® Tomar en cuenta el impacto de las comisiones sobre el rendimiento neto.
® Calcular el costo de transaccién en términos porcentuales.

e Tratar el dividendo que se recibe antes de la fecha de venta de la accién.
e Conocer los criterios de clasificacién de los instrumentos de deuda.

® Calcular el descuento y el rendimiento de los Cetes.

e Calcular el precio de venta antes de vencimiento y el rendimiento del periodo
de fenencia.

e Establecer la relacién del precio del bono con la tasa de interés de mercado.

® Calcular el precio y el rendimiento al vencimiento de los bonos a plazos
més largos que un afo.
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INTRODUCCION

Figura 11.1

Clasificacion de los

mercados de valores.

Figura 11.2

Tres fuentes del rendi-
miento de instrumen-

tos financieros.

El mercado de valores es una de las instituciones fundamentales del sistema financiero. Como
otras instituciones financieras, el mercado de valores constituye una importante fuente de fi-
nanciamiento para las empresas privadas, piblicas y el gobierno. Al mismo tiempo el mercado
de valores proporciona numerosas alternativas de inversién, ahorro y manejo de excedentes
de liquidez.

En términos generales, el sistema financiero es un intermediario entre las entidades eco-
némicas con un exceso de ahorro y las entidades con un déficit de ahorro. Para desempefiar
este papel, las instituciones financieras crean activos financieros. Estos representan los derechos
sobre la propiedad. Existe una gran variedad de activos financieros. En este texto utilizaremos
el nombre genérico de titulos o valores (securities en inglés). Entre los valores principales tene-
mos: acciones (ordinarias y preferentes), bonos, certificados, obligaciones y papel comercial.
Hablaremos sélo de acciones y bonos.

Los mercados financieros se dividen en mercados de dinero y mercados de capital. En los
mercados de dinero se negocian instrumentos de deuda con vencimientos menores que un afio.
En los mercados de capital se negocian acciones e instrumentos de deuda con vencimientos
mayores que un afio.

Instrumentos Acciones
de deuda (ordinarias y preferentes)
Vencimiento Vencimiento
a un aflo 0 menos mayor a un ano

Mercado
de dinero

Mercado

de capitales

El objetivo de cualquier inversién es obtener ganancia (rendimiento). Existen tres fuentes de
rendimiento: intereses, dividendos y ganancias de capital.

‘\

Intereses (cupones)

Rendimiento

Dividendos

Ganancia de capital
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El interés es el pago por el uso de capital. Los dividendos constituyen una parte de las utili-
dades de las sociedades anénimas (corporaciones) que se distribuyen periédicamente entre los
accionistas y pueden pagarse en efectivo o en acciones. En Estados Unidos, la mayorfa de las
empresas pagan dividendos cada trimestre, pero también hay empresas que pagan los dividen-
dos semestrales o anuales. Las empresas fuertes y con buenas perspectivas pagan dividendos
bajos porque reinvierten la mayor parte de las utilidades.

La ganancia de capital se obtiene al vender un titulo a un precio superior al precio de
compra. Es la principal fuente de ingresos en la bolsa de valores. En la mayoria de los paises,
las ganancias de capital estdn exentas de pago de impuesto sobre la renta, mientras que los
ingresos por concepto de intereses y dividendos si son gravables. En la discusion subsiguiente
se hace una abstraccién del impacto de los impuestos sobre el cdlculo de los rendimientos de
los diferentes valores.

A continuacién analizaremos algunas de las complicaciones que se presentan en el calcu-
lo de los rendimientos de las acciones y de los bonos.

RENDIMIENTO DE LAS INVERSIONES EN ACCIONES

La tasa de rendimiento de una inversién en acciones es la suma de los dividendos y la ganan-
cia de capital dividida entre la inversién original. Utilizaremos los siguientes simbolos:

So valor inicial de la accién o precio de compra (stock),

S, valor final de la accién o precio de venta,

D dividendo pagado durante la tenencia de la accién,

R rendimiento de la accién (si el subindice es numérico, el ndmero indica el plazo de la

inversién).

Si la empresa en cuyas acciones invertimos no paga dividendos, la Ginica fuente de rendimien-
to es la ganancia de capital. La ganancia de capital es la diferencia entre el precio de venta y
de compra, dividido entre el precio de compra. La férmula correspondiente es:

Ry se refiere al rendimiento durante el periodo de tenencia de la accién. Para poder comparar
este rendimiento con el de otros titulos, necesitamos calcular un rendimiento equivalente a
un plazo estdndar: un mes o un afio.

EJEMPLO 1

El 1 de septiembre compramos una accion de Telmex a $10 y el 10 de octubre la vendemos a
$10.45. ¢Cual es el rendimiento de nuestra inversion?

S,=10, S;=10.45, n(plazo)=40dias, Rg="?
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Solucién:

S
Ry souee = oL —1= 1095 _ 1 0,045 = 4.5%
, S, 10

Respuesta: El rendimiento de la inversion en las acciones de Telmex a 40 dias es de 4.5%.

Este rendimiento es incomparable con el rendimiento de otros valores que tienen plazos di-
ferentes. La practica generalmente aceptada es anualizar los rendimientos. Hay dos maneras
de anualizar. El método mds comtn es obtener una tasa anual nominal. La férmula para la
anualizacion nominal es la siguiente:
R _R 360
anual — ‘p
p

p es el periodo (expresado como nimero de dfas) para el que tenemos calculado el rendimien-
toR . La divisién entre p calcula el rendimiento diario y la multiplicacién por 360 calcula el
rendimiento anual.

En el ejemplo 1 la tasa anual nominal es:

R 0
=L x360 = 4'4;506 X360 = 40.5%

Podemos generalizar la férmula de anualizacién nominal del rendimiento para obtener otra que
convierta el rendimiento a un plazo conocido, p, en un rendimiento a un plazo deseado, n:

n
= (5)

si deseamos un rendimiento nominal mensual, por ejemplo, n = 30.
En el ejemplo 1, el rendimiento mensual nominal es:

Ry 4.5%
Ry, =—5-X30 =

X 30 =3.375%
40 40

Para calcular el rendimiento anual efectivo utilizamos la siguiente férmula:

R

anual

=(1+Rp)36%—1
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En el ejemplo 1 el rendimiento anual efectivo es:

Rigo=(1+ Ry )36%" = (1.045)" —1=0.4861

Elevar la expresién entre paréntesis a la potencia de !/ 40 calcula 1 més el rendimiento diario. Elevar
esta expresion a la potencia de 360, calcula 1 m4s el rendimiento anual. Para calcular la tasa anual
en términos porcentuales, necesitamos restar 1 y multiplicar por 100.

1 360
Ranual - |:(1 + R40 )40} -1

Podemos generalizar la férmula de anualizacién efectiva para obtener una férmula que con-
vierta el rendimiento a un plazo conocido, p, en un rendimiento a un plazo deseado, n:

)%_

R, =(1+R,)? -1

El rendimiento efectivo mensual es:

30
Ry =(1+Ry) 0 | = 1.045°75 1 =0.0336 = 3.36%

EJEMPLO | 2

Un Cete a 91 dias rinde 5.3%:
a) Calcule el rendimiento anual nominal,
b) Calcule el rendimiento anual efectivo.
Rg1=5.3%, Rge0=7
Solucién:

0,
S8l X 360 = 20.97%

a) R, —&XSESO—
360 91 -

b) R

50 = 1+ Poy )36%1 —1=(1.083)" " —1=0.2067 = 22.67%

Respuesta: El rendimiento anual nominal del Cete es de 20.97% y el rendimiento efectivo es de
22.67%.
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Para comprobar este resultado utilizaremos el médulo CNVI de la calculadora financiera:
%NOM = 20.967, P = 360/91 = 3.956.

Al pulsar la tecla %EFE, obtenemos la respuesta: 22.667%.

Podemos comparar el rendimiento anual nominal con rendimientos anuales nominales
de otros instrumentos financieros. También se puede equiparar el rendimiento anual efectivo
con otros rendimientos efectivos o con la tasa de inflacién.

Los rendimientos que calculamos hasta este momento son, hasta cierto punto, teéricos
(en el papel). Normalmente las transacciones en la bolsa se efectdan a través de los interme-
diarios, y éstos cobran comisiones. Supongamos que la comisién, tanto por el concepto de
compra como por el de venta, es de 1.7% sobre el valor de la transaccion.

Antes de calcular el rendimiento es necesario modificar los precios, el inicial y el final.

EJEMPLO | 3

Con los datos del ejemplo 1 calcule el rendimiento de la inversion a 40 dias en las acciones de
Telmex, si nuestra casa de bolsa nos cobra una comision de 1.7% tanto a la compra como a la
venta.

S,=10, S,=10.45, n (plazo) = 40dias, comisién =1.7%, Rg="?
Solucién: Primero calculamos los precios de compra y venta después de la comision:

S,=10(1.017) = 10.17, S,= 10.45(1 - 0.017) = 10.2724

S, _,_102724

R =_-1
s, 10.17

—1=0.0101=1.01%

Respuesta: Después de deducir las comisiones de la casa de bolsa, nuestra inversion en las
acciones de Telmex a 40 dias rinde apenas 1.01%.

Al anualizar este rendimiento tenemos:

R 0
Nominal: Ry = 4—48’ X 360 = % X360 =9.0575%
360 9
Efectiva: Rygo = (1 + Ry )40 —1=(1.0101)" —1=0.0943 = 9.43%

Un rendimiento anual efectivo de 9.43% es muy mediocre y posiblemente negativo en térmi-
nos reales si la tasa de inflacién anual resulta mas alta.

Recientemente se establecié la costumbre de cobrar la comisién por una vuelta completa,
es decir, la compra y la venta de un activo. En el caso de México, se cobra una comisién de
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1.7% mas el IVA (sobre la comisién). En este caso, la comisién total es: 1.7(1.15) = 1.955%. Si
la comisién se cobra s6lo una vez, en el momento de venta, el rendimiento es castigado mucho
menos. En este caso el rendimiento anualizado nominal serfa:

— =0.2211 =22.11%
10 40

(10.45 —1.955% ) 360
R=[—2 722
El ejemplo 3 ilustra que, para los inversionistas que tienen altos costos de transaccién, las opera-
ciones de compra y venta frecuentes son contraproducentes. Estos inversionistas, si no pueden
negociar una comisién mas baja, deben invertir a plazos m4s largos, de manera que el costo de
las comisiones pese menos en el calculo de las tasas de rendimiento. Otra solucién es invertir
en sociedades de inversién de renta variable, que pueden ajustar sus carteras frecuentemente
sin incurrir en altos costos de transaccién.

Para calcular el costo de transaccién, en términos porcentuales, suponemos que se compra
y vende la accién al mismo precio: $10. En este caso la comisién con el IVA es de $0.1955.
(Cudl es la pérdida en esta operacién?

(%{‘)I%S — 1] X100 =—1.955%

El costo de transaccién es de 1.955% en una vuelta completa. Una persona que vende y com-
pra acciones en promedio cada 40 dfas tendrfa un costo anual de transaccién de:

1.955 360 =17.595%
40

EJERCICIO DE COMPROBACION

El 15 de diciembre de 2004 se compra una accion X a $45. El 20 de abril de 2005 se vende a $58.
Calcule el rendimiento anualizado nominal de la inversién en la accién, si la casa de bolsa cobra
una comision de 1.7% mas el IVA de 15% (el IVA se cobra sobre la comision).

Respuesta: 75.34%.

CONTRIBUCION DE LOS DIVIDENDOS AL RENDIMIENTO

Cuando la empresa paga dividendos, el calculo de la tasa de rendimiento de la inversién de-
pende del momento en que se recibe el dividendo. El caso m4s sencillo es cuando el dividendo
se recibe en el momento de venta de la accién, entonces el dividendo se suma simplemente
a la ganancia de capital y se divide entre la inversién inicial. La férmula correspondiente es
la siguiente:

(S, =Sy)+D

R¢ = S
0
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EJEMPLO 1

Se compra una accion a $10 y después de seis meses se vende a $12. Antes de la venta, el inver-
sionista recibe un dividendo semestral de $0.5. ;Cual es el rendimiento de la inversion?

S,=10, S,=12, n=180dias, D =05 Rg=?

La linea de tiempo del ejemplo 4 tiene la siguiente forma:

S;+D
| 6 meses T

I I

So

Solucién:

_$+tD-S 12+05-10

180
S, 10

=0.25 =25%

Respuesta: El rendimiento semestral de la inversién, junto con el dividendo, es de 25%. 25%
semestral equivale a 50% anual en términos nominales. La tasa anual efectiva es:

Rig = (14 Rygg) 1™ —1= (125)2 ~1= 0.5625  56.25%

El rendimiento parece muy alto. Sin embargo, la anualizacién no sirve para pronosticar la
ganancia anual, sino para comparar el rendimiento de la accién con el rendimiento de otros
instrumentos financieros. La ganancia de capital es un evento de una sola vez. La accién que
sube en un semestre puede bajar en el siguiente, ocasionando una pérdida de capital.

Cuando el pago del dividendo no coincide con el momento de venta de la accién, exis-
ten dos métodos para calcular el rendimiento de la inversién en la accién. El primer método
consiste en anualizar el rendimiento por concepto de dividendo y sumarlo al rendimiento
anualizado por concepto de ganancia de capital.

EJEMPLO | 2

El 1 de septiembre de 2004 compramos una accion de Telmex a $10 y el 30 de enero del afio
siguiente la vendemos a $11.20. La empresa paga el dividendo semestral de $0.5 el dia 30 de
diciembre. ¢Cual es la tasa de rendimiento nominal y efectiva de nuestra inversion?

S,=10, S,=11.2, n=151dias, D=05, Rg=?

Solucién: Primero calculamos la ganancia de capital:

R
R =t -1=12_4_012-12%

151
R, 10



CONTRIBUCION DE LOS DIVIDENDOS AL RENDIMIENTO 269

Doce por ciento en un periodo de 151 dias equivale a un rendimiento anual:

0,
12? 360 = 28.61%

Nominal:

Efectivo:  1.12° 2451 — 1 = 0.31 = 31%

Un dividendo semestral de $0.5, al tomar como base el precio inicial de la accion, representa un
rendimiento anual nominal de 10% y un rendimiento anual efectivo de 10.25%.

Para obtener el rendimiento anual, sumamos los rendimientos por concepto de ganancia de capi-
tal y por concepto de dividendo.

Respuesta: El rendimiento anualizado nominal de la accion es de 38.61%, y el efectivo es de
41.25%.

Una manera alternativa de incluir el dividendo en el rendimiento de la inversién en accién
es, utilizando la tasa libre de riesgo, llevar el valor del dividendo al futuro, al dia de venta,
y sumar el valor futuro del dividendo al precio de venta de la accién. Una linea de tiempo
permite visualizar el problema:

0.5(1.0175)
,—>
1.09.97 0.5 1.2
| f !
I i |
s 30.12.97 30.01.98

151 dfas

En el ejemplo 2 el dividendo se recibe 30 dfas antes de la venta de la accién. Si la tasa libre de
riesgo es de 21%, el valor futuro del dividendo es:

0.5 1+% =0.5088
12

Al sumar el valor futuro del dividendo al precio de venta, tenemos:
11.2 + 0.5088 = 11.7088
Ahora podemos calcular el rendimiento de la inversién en la accién de la manera acostum-

brada:

(11.7088 B

1) X100 =17.0875%
10
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Asf, 17.09% en 151 dfas equivale a 40.74% nominal en escala anual. El rendimiento que
obtuvimos con el segundo método es superior al calculado con el método de anualizacién
del rendimiento del dividendo. Este método calcula el rendimiento real que toma en cuenta
el hecho de que al inversionista le tocé el dividendo, aun cuando su periodo de tenencia fue
menor que 180 dfas, el periodo que da el derecho al dividendo. El lector puede comprobar que,
si el periodo de tenencia de la accién fuese mayor que 180 dfas, pero menor que 360 dfas, el
rendimiento calculado con el método para llevar el dividendo hacia el dia de venta produciria
un resultado inferior que el que consiste en anualizacién del rendimiento del dividendo.

Este es un buen momento para resaltar una funcién muy ttil de la calculadora financiera
HP-17B 1I. Esta funcién permite calcular el nimero de dias de entre dos fechas diferentes.

En el ment principal pulsamos la tecla CALE y después CALC. Aparece el siguiente
men:

FECHI | FECH2 | DIAS | 360 | 3650 | HOY |

El formato de la fecha es: DD.MMAAAA (dfa, mes afio). La fecha 1 de septiembre de 2004 se
introduce como 1.092004 FECHA 1. Después introducimos 30.012005 (30 de enero de 2005)
y pulsamos la tecla FECHAZ2.

Cada vez que introducimos la fecha, la calculadora confirma nuestra entrada en la pan-
talla y ademds muestra el dia de la semana. Después de introducir la primera FECHA, por
ejemplo, la pantalla dice: FECHAI1 = 01.09.2004 MIE.

Abhora, al pulsar la tecla DIAS, obtenemos: DIAS REALES = 151.0.

Si pulsamos la tecla 360D, la calculadora nos muestra: 360 DIAS = 149. Esto significa que
en el formato del afio comercial de 360 dfas, nuestro periodo es de tan sélo 149 dfas.

Si pulsamos la tecla 365D, en la calculadora aparece: 365 DIAS = 151. Esto significa que
en el formato del afio de 365 dias nuestro periodo es de 151 dfas.

Aun cuando en el ejemplo 2 se utilizé el afio real, se recomienda al lector utilizar siempre
el afio de 360 dfas, a menos que las condiciones del contrato estipulen algo diferente.

EJERCICIO DE COMPROBACION

El 21 de septiembre de 1998 se compra una accién a $55. El 30 de diciembre de 1998 la accion
paga un dividendo semestral de $4. La accion se vende el 21 de mayo de 1999 a $67. Calcule el
rendimiento anualizado de la inversién en la accién con los dos métodos, si la tasa de interés libre
de riesgo es de 18%. (Utilice el afio de 360 dias.)

Respuestas: a) 47.27%; b) 44.41%.

BONOS DE CUPON CERO

Un bono es una obligacién de deuda emitida por el gobierno o por una empresa con vigencia
a largo plazo: de 10 a 30 afios. Una nota es una obligacién de deuda a plazo més corto: de uno
a 10 afios. Un certificado es un instrumento de deuda a corto plazo: menor que un afio. Un
ejemplo tipico es el Treasury Bill (T-Bill) en Estados Unidos o el Cete (Certificado de Tesore-
rfa) en México.
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Existe una gran variedad de bonos, obligaciones, notas y certificados.

e Bonos nominativos (o registrados): se registran con el nombre del duefio y su venta
requiere el consentimiento del emisor.

e Bonos al portador: no estén registrados y pueden cambiar de manos facilmente.

o Obligaciones fiduciarias (o garantizadas): estan respaldadas por una garantfa constituida
en un fideicomiso.

o Obligacion hipotecaria: esta garantizada con hipoteca sobre bienes raices, propiedad del
emisor.

o Obligacion quirografaria: s6lo estd garantizada por la buena reputacién del emisor.

Para simplificar la exposicién utilizaremos la palabra bono como un concepto genérico
que significa cualquier instrumento de deuda con las obligaciones de deudor estipuladas de
antemano (o un instrumento de inversién de renta fija para el comprador).

Para fines analiticos, la distincién mas importante es entre bonos con cupones y bonos sin
cupones, también conocidos con el nombre de bonos cupén cero o bonos de descuento puro.

Empezaremos con bonos sin cupones que se vuelven cada vez mds populares. Se usan los
siguientes simbolos:

B, precio de compra (el precio descontado),
By, valor nominal (el valor facial o carétula),
t  plazo en dfas,

R}, tasa de descuento bancario,

R tasa de rendimiento (nominal).

Hay dos maneras de adquirir los bonos de descuento en una subasta: oferta competitiva
(competitive bid) y oferta no competitiva. Un inversionista que hace una oferta competitiva
coloca una orden de compra de una cantidad fija de bonos a un precio especifico. Una oferta
no competitiva, en cambio, es una orden incondicional de comprar bonos a un precio que es el
promedio de las ofertas competitivas que tuvieron éxito. La oferta no competitiva garantiza la
adquisicion de los bonos deseados, porque a la hora de asignacién de la emisién dichas ofertas
tienen prioridad sobre las ofertas competitivas.

El emisor (Tesoro de Estados Unidos o Banco de México), después de restar del monto
total de la emisién las ofertas no competitivas y la cantidad que el Banco de México guarda
para si mismo' acepta las ofertas en orden de precio descendente hasta la absorcién total de la
emisién. Los que hacen ofertas competitivas enfrentan dos peligros: pueden pagar demasiado
por los bonos o pueden ser excluidos de la subasta porque sus ofertas fueron demasiado bajas.

Los Cetes son los titulos de crédito emitidos por la Secretarfa de Hacienda y Crédito
Pdblico a través del Banco de México. El Banco de México mantiene los Cetes en custodia
y los vende a las casas de bolsa, bancos comerciales, aseguradoras y tesorerias de las grandes
empresas. Los intermediarios financieros pueden vender los Cetes a los inversionistas parti-
culares cobrando una comisién por el servicio. El valor nominal de los Cetes es de $10 y los
plazos son 28, 91, 182 y 350 dias.

'El Banco de México adquiere bonos por su propia cuenta para poder llevar a cabo la politica monetaria.
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En México el anuncio de la emisién de los Cetes se publica cada jueves y contiene la
siguiente informacién (un ejemplo del periédico del 28 de abril de 2005):

Fecha de emision: 28 de abril de 2005

Fecha de vencimiento: 26 de mayo de 2005

Plazo: 28 dias t
Valor nominal: $10.00 B,
Tasa de descuento: 9.54% R,
Tasa de rendimiento: 961% R

La tasa de descuento publicada en el anuncio determina el precio de venta. Si en la subasta
los Cetes no se venden a este precio, el Banco de México tiene la opcién de bajar el precio de
venta (subir la tasa de descuento), o declarar la subasta desierta y retirar los Cetes del merca-
do. En la mayorifa de los casos la demanda de los Cetes rebasa a la oferta y el Banco de México
no tiene ningin problema con la colocacién.

Dado que un bono de cupén cero no paga intereses en forma de cupones, la tnica fuente
de rendimiento para el inversionista es la ganancia de capital que se obtiene al comprar el
bono con descuento y al venderlo al valor nominal. En el caso de los bonos con plazo menor
que un afio, como los Cetes, se utiliza el descuento bancario. En bonos a plazos mds largos se
utiliza el descuento compuesto.

El precio de Cete es su valor nominal menos el descuento: By = By, — D.

El descuento se calcula tomando en cuenta la tasa de descuento y el plazo:

D=RD(3—20)><BN

Asf, la férmula completa del precio del Cete es:

B, = By —BNRD(j—éO)

——

Valor Descuento
nominal

Al factorizar el valor nominal, obtenemos la férmula para calcular el precio descontado (el
precio de compra para los inversionistas) del Cete:

S D

Al sustituir en esta férmula nuestros valores hipotéticos, tenemos:

B, =10 {1 - 0.0954( 28 H =9.9258

360
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El precio actual del Cete es de $9.9258.

El descuento es de D = By — By, = 10 — 9.9258 = 0.0742.

Otra manera de calcular el descuento es multiplicar el valor nominal por la tasa de des-
cuento ajustada por el plazo:

t 28
D =By X| R, — | =10 X0.00954 - = 0.0742
N (D36OJ 360 74

La linea de tiempo de la inversién en el Cete es la siguiente:

| 28 dias T

9.9258

La tasa de rendimiento al vencimiento a 28 dfas del Cete es la tasa de descuento que iguala el
valor nominal del Cete con su precio:

10

28

9.9258 =

= Ry =075%

La tasa nominal de rendimiento anual se obtiene al anualizar el rendimiento a 28 dfas:

Ry = Ryg (32—6;) =0.75X12.85=9.61%

La tasa efectiva de rendimiento anual es:

= 36y _ 12.857 _ .
RE(36O)—(1+R28) 8 —1=1.0075 —1=0.101 =10.1%

Otra manera de calcular la tasa de rendimiento a 28 dfas es dividir el descuento entre el precio
de bono:

D 00742

% "B, 9.9258

=0.0075 = 0.75%

Existen férmulas que convierten la tasa de descuento en la tasa de rendimiento, y viceversa.
Son las mismas férmulas que vimos en la introduccién y en el capitulo sobre el interés sim-
ple.

La férmula genérica para convertir la tasa de descuento en la tasa de rendimiento es:

Rp

R =
1-R,
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La misma férmula, ajustada por el plazo, toma la siguiente forma:*

Rp

t
1—RD(360)

Al aplicar esta férmula a nuestro ejemplo (¢t = 28) tenemos:

R:

R, 0.0954 _ 0.0954

1R, (3;()) 1-0.0954 (32680) 09926

R = =0.0961 =9.61%

La férmula genérica para convertir la tasa de rendimiento en la tasa de descuento es:

__R
b 1+R

La misma férmula, ajustada por el plazo, toma la siguiente forma:

R

1 +R[-—
360

Al aplicar esta férmula a nuestro ejemplo, tenemos:

R, =

R 0.0961 0.0961
R, = = =

1+R[—2] 1400061 28] 10O
360

=0.0954 = 9.54%
360

Para los Cetes a plazos distintos, el cdlculo de precio descontado y el rendimiento es exacta-
mente igual.

Reflexion sobre matemadticas financieras
Calculo del precio del Cete con base en la tasa de rendimiento

Hasta ahora hemos calculado el precio descontado del Cete utilizando la tasa de descuento ban-
cario. Un método alternativo es con la tasa de rendimiento. En este caso utilizamos el descuento
racional. La tasa de rendimiento viene dada en el anuncio de la subasta de los Cetes, o la podemos
calcular mediante la férmula que convierte la tasa de descuento a cualquier plazo en la de rendi-
miento. En nuestro caso el rendimiento del Cete a 28 dias es de 9.61%. Al utilizar este dato como
base, calculamos el precio del Cete.

? En Estados Unidos esta férmula representa rendimiento equivalente de certificados de depésito (CD equivalent

vyield).
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B. = By = 10 =9¢

0 n 28
1+R| — 1+0.0961] —
[360) (360]

Obviamente, el resultado es idéntico al calculado con el descuento bancario.

Las principales caracteristicas de los bonos como Cetes son la ausencia de riesgo y la liquidez.
El rendimiento de los Cetes es libre de riesgo, porque el Gobierno federal siempre puede
cumplir sus obligaciones en moneda nacional. Puede hacerlo incrementando los impuestos o
emitiendo mds dinero.

La liquidez se refiere a la facilidad de venta de los bonos en el mercado secundario. Si bien
es facil vender los Cetes en cualquier momento, su precio y su rendimiento dependen de la
tasa de interés en el momento de venta. Si las tasas de interés bajaron desde el momento de
compra de los Cetes, el inversionista realiza un rendimiento mayor que el esperado. Si las tasas
subieron, sucede lo contrario.

Unos ejemplos aclarardn este importante concepto.

Supongamos que después de siete dias de tenencia el inversionista desea vender los Cetes
a precio de mercado. Este precio depende de la tasa de descuento en el momento de venta y el
ntmero de dfas hasta el vencimiento. Vamos a considerar dos casos:

EJEMPLO 1

Una semana después de la adquisicion de los Cetes a 28 dias, cuyo precio descontado era de
$9.9258, su tasa de descuento sube a 9.7%. ¢Cual es el precio de venta de los Cetes en el mer-
cado secundario y cudl es el rendimiento realizado durante los siete dias?

Solucidn: La situacion puede apreciarse mejor en un diagrama de tiempo:

10

| 7| 281

{ f |
9.9258 By,=7?

L 2f{das—m——

El precio de venta después de siete dias sigue siendo el valor nominal menos el descuento, pero
ahora el descuento se calcula con la nueva tasa y el periodo es el nUmero de dias hasta el venci-
miento, es decir, el plazo de bono menos el numero de dias de tenencia: 28 — 7 = 21.

Después de siete dias de tenencia y faltando 21 dias para su vencimiento, el precio del bono es:

B} =10(1-0.097 21| = 90434
360

Para calcular el rendimiento del periodo de tenencia dividimos el precio de venta entre el precio
de compra:
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B; | 9.9434

L = —1=0.0018 = 0.18%
B 9.9258

Este rendimiento se gané durante siete dias. Para anualizarlo es necesario dividirlo entre 7 y mul-
tiplicar por 360:

360
Rty = 175 (7) =0.18 X 51.4286 = 9.12%

Respuesta: Después de siete dias de tenencia de los Cetes a 28 dias el inversionista los puede
vender a $9.9434 cada uno, realizando asi un rendimiento del periodo de tenencia de 9.12%

Otra manera de enfocar este problema es desarrollar una férmula para el precio de venta de
un bono después de m dias de tenencia:

Sean n = 28 el plazo de bono.
m = 7 el periodo de entre la compra y la venta de bono (el periodo de tenencia).

Entonces (n —m) son los dfas que quedan hasta el vencimiento: 28 — 7 = 21.
Para calcular el precio de venta del bono, utilizamos la siguiente férmula:

n— m)
B, =By|1—R; (n=m)
donde B,, es el precio de venta del bono después de m dias de tenencia.
Ry es la tasa de descuento para este tipo de bonos, vigente en el momento de venta.
n  es el plazo del bono en dfas.

m  es el nimero de dias de tenencia.

Al sustituir los datos del problema en la férmula tenemos:

_ (n=m)) 28-7)_
B, =By|1—Rp 360 10 (1 0.097 360 J 9.9434
Al restar el precio de compra del precio de venta, tenemos: 9.9434 — 9.9258 = 0.0176, que
representa la ganancia de capital realizada durante los dfas de tenencia del bono.

Al dividir esta ganancia entre el precio de compra del bono obtenemos el rendimiento
realizado durante los siete dfas: 0.0176/9.9258 = 0.0018.

Al anualizar este rendimiento obtenemos: 0.0018 X (360/7) = 0.0912 = 9.12%.

Dado que durante el periodo de tenencia las tasas de descuento subieron, el inversionista
que vende sus Cetes después de siete dfas realiza un rendimiento de 9.12%, menor que el ren-
dimiento que planeaba realizar (9.61%).
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El lector puede preguntar: ;qué sentido tiene vender los Cetes antes del vencimiento y
aceptar una ganancia de 9.12%, si manteniéndolos hasta el vencimiento el inversionista tiene
un rendimiento garantizado de 9.61%?

Una respuesta podria ser que el inversionista necesita liquidez y tiene que aceptar un me-
nor rendimiento para obtenerla. Otra respuesta es que el inversionista espera que en el futuro
las tasas vayan a bajar y quiere invertir en Cetes mientras su rendimiento es alto. Supongamos
que en el dia de venta de los viejos Cetes, la tasa de descuento de la nueva emisién de los Cetes
a 91 dfas es de 9.9%. Esto equivale a un rendimiento de 10.15%. Si el inversionista compra
los Cetes a 91 dfas fija el rendimiento de su inversién en 10.15%. Si durante este periodo las
tasas bajan, el inversionista obtendrd ganancias mayores que la pérdida provocada por la venta
prematura de los Cetes a 28 dias.

Para saber por qué el inversionista gana si las tasas de descuento bajan, consideramos el
siguiente caso:

EJEMPLO | 2

Una semana después de la adquisicion de los Cetes a 28 dias del ejemplo 1, la tasa de descuento
de los mismos baja a 9.3%. ;Cual es el precio de venta de los Cetes en el mercado secundario y
cuadl es el rendimiento realizado durante los siete dias?

Solucién: Para calcular el precio de venta utilizamos la misma férmula que antes, pero cambia-
mos la tasa de descuento a 9.3%:

n—-m —
B, = By va;u —10[1- 000328 =7 | _ 9.9458
360 360

Para calcular el rendimiento anualizado del periodo de tenencia aplicamos la siguiente férmula:

B
R, = [om — 1| x 300 (99458 _ ) 360 _ 51034 = 10.34%
B, m | 9.9258 7

donde R, es el rendimiento del periodo de tenencia.

Respuesta: Después de siete dias de tenencia de los Cetes a 28 dias el inversionista puede ven-
derlos a $9.9458 cada uno, realizando un rendimiento del periodo de tenencia de 10.34%.

Dado que durante el periodo de tenencia las tasas de descuento bajaron, el inversionista
que vende sus Cetes después de siete dfas realiza un rendimiento de 10.34%, mucho mayor que
el rendimiento al vencimiento de 9.61%.

Para consolidar la metodologfa del célculo de los rendimientos de los Cetes vamos a re-
solver el siguiente caso.
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EJEMPLO | 3

El sefior Lopez compra un Cete a 182 dias con una tasa de rendimiento de 9.8%. Después de 91
dias tiene que venderlo, pero en ese momento la tasa de rendimiento de los Cetes a 91 dias es
de 10.2%.

a) ¢A qué precio puede vender su Cete el sefor Lépez?

b) ¢Qué tasa de rendimiento habra realizado durante el periodo de tenencia?

Solucioén:

a) Utilizaremos el método de descuento racional:

_ v
1+ 0,008 122
360

Para calcular el precio de venta en el dia 91 debemos tener presente que en el dia de venta el Cete
del sefior Lépez tiene nada mas 91 dias para su vencimiento.

B. =

: =9.5279

[
1+0102[ 2L
360

BZ) es el precio del Cete a 91 dias y es el precio al que el sefior Lopez puede vender su Cete a 182
con 91 dias para su vencimiento.

B =

! = 9.7486

b) Para calcular el rendimiento realizado durante los 91 dias de tenencia del Cete (rendimiento del
periodo de tenencia), aplicamos la conocida férmula:

_( Precio de venta 1) . 360 _ [9.7486 N 1) B3 _ e _

R, =
h Precio de compra m 9.5279 91

El rendimiento del periodo de tenencia (9.17%) es menor que el rendimiento al vencimiento (9.8%),
dado que durante la tenencia del Cete las tasas de interés subieron.

Respuesta: a) después de 91 dias, el Cete se puede vender a $9.7486,
b) El rendimiento realizado durante los 91 dias de tenencia del Cete es de 9.17%.

EJERCICIO DE COMPROBACION

El 1 de junio de 2005 usted compra un Cete a 350 dias con el rendimiento de 9.71%. El 15 de junio
de 2005 lo vende, cuando la tasa de interés en el mercado secundario para este tipo de instru-
mentos es de 9.5%. Calcule: a) el precio de compra del Cete, b) el precio de venta dos semanas
después, c) el rendimiento del periodo de tenencia.

Respuestas: a) $9.1374, b) $9.1855, ¢) 13.54% anual.
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Bonos de cup6n cero a plazos mayores que un afno

En bonos a plazos m4s largos que un afio se utiliza el método de interés compuesto. Con el in-
terés compuesto la tasa de descuento es exactamente igual a la tasa de rendimiento. Podemos
tratarlas como sinénimos.

El emisor establece una tasa de descuento sélo para calcular el precio inicial al que coloca
sus bonos en el mercado. Si el mercado no absorbe los bonos a un ritmo esperado, el emisor
baja el precio (sube la tasa de descuento). En cambio, si los bonos se venden muy bien, el emi-
sor puede subir su precio (bajar las tasas de descuento y rendimiento). Para apreciar mejor la
diferencia entre el interés simple y el interés compuesto, primero veremos un ejemplo donde
el plazo es menor que un afio, pero se aplica el interés compuesto.

EJEMPLO | 4

Un bono de descuento puro con valor nominal de $1000 y vencimiento en seis meses se vende a
$950. ¢Cual es el rendimiento al vencimiento del bono?

B, =950, By=1000, n=1semestre, R =7?

Solucién: Cuando se usa el interés compuesto, el rendimiento al vencimiento es la tasa de des-
cuento que iguala el valor presente de valor nominal del bono con su precio. La despejamos de la
férmula del valor presente:

B
— N
B, = .
(1+R)
Al sustituir los valores del ejemplo, obtenemos:
950 = 1000 = R=526%
1+R

donde R es la tasa de descuento semestral.
Al anualizar esta tasa tenemos:

Tasa nominal: (2)5.26% = 10.52%

Tasa efectiva: (1.0526)° -1 = 0.108 = 10.8%

Respuesta: La tasa de rendimiento implicita en el precio del bono es de 10.52% anual.

Al resolver el ejemplo 4 utilizamos el interés compuesto. Con este método, la tasa con que
se descuenta el valor nominal es la tasa de rendimiento (5.26%). Cuando se usa el descuento
bancario, la tasa de descuento es de 5%. Recordemos que la correspondencia de la tasa de
descuento con la tasa de rendimiento estd expresada en la siguiente relacién:
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donde R es la tasa de rendimiento al vencimiento, y
R, la tasa de descuento bancario.

Sustituyendo los datos del ejemplo 1, tenemos:

1

———=0.95=1-0.05
1+0.0526

La férmula para calcular el precio descontado de los Cetes no es més que una férmula de
descuento bancario, en la cual se anualiza la tasa de descuento mediante el recurso de dividir
dicha tasa por 360 y multiplicarla por el plazo en dias del Cete.

En el siguiente ejemplo se utiliza dicha férmula para calcular la tasa de descuento y la tasa
de rendimiento del ejemplo 4.

EJEMPLO | 5

Con los datos del ejemplo 4, pero utilizando la formula del precio de los Cetes, calcule:
a) La tasa de descuento anual implicita en el precio del bono,

b) La tasa de rendimiento del bono.
B, =9500, By,=1000, n=180dias, R,="?

Solucién:

a) Utilizamos la formula del precio actual del Cete:

By = By [ -RD(s—go)]

Al sustituir los valores, tenemos:

950 =1000 [1- R, (18)] = R, =10%

b) La tasa de rendimiento semestral se obtiene al dividir el descuento entre el precio de compra:

R=2_ 0 _ 0526 - 526%
B, 950

Entonces, 5.26% semestral equivale en términos nominales a 10.52% anual.

El rendimiento al Respuesta: La tasa anual de descuento bancario implicita en el precio del bono es de 10% y la
vencimiento es la tasa de rendimiento es de 10.52%.

tasa de descuento
que iguala el valor
nominal delbono  Ep ¢] método de célculo del precio del Cete la tasa de descuento es mds baja que la tasa de
ﬁ;unvsl(;:::it:rd?l rendimiento porque el descuento se calcula al tomar como base el valor nominal (valor futu-
bono (su valor ro) en lugar del precio de compra (valor presente).

presente). De aqui en adelante vamos a utilizar sélo el método del interés compuesto.
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EJEMPLO | 6

Un bono de descuento puro con el valor nominal de $1 000 que vence en cuatro afios se vende a
$780. ;Cudl es el rendimiento al vencimiento del bono?

B, =780, By=1000, n=4afios, R =7

Solucién: Despejamos R de la formula del precio del bono:

1000
(1+R)'

780 =

= R =6.41%

Respuesta: El rendimiento al vencimiento, implicito en el precio del bono, es de 6.41%.

EJERCICIO DE COMPROBACION

Un bono de cupdn cero a 15 afos con valor nominal de $1000 ofrece un rendimiento al venci-
miento de 5.2%: a) calcule el precio del bono. Después de un afo de tenencia el duefio del bono
lo vende a $450, b) ¢cual es el rendimiento al vencimiento en el momento de venta, c) calcule el
rendimiento del periodo de tenencia.

Respuestas: a) 467.48, b) 5.87, c) —3.74%.

RELACION DEL PRECIO DEL BONO CON LA TASA DE RENDIMIENTO

El rendimiento al vencimiento, implicito en el precio del bono, es la tasa que se calcula con
base en el valor nominal (facial) del bono y su precio de mercado. El rendimiento al venci-
miento es muy sensible a los cambios en los precios de los bonos.

EJEMPLO 1

Un bono a cinco afios con el valor facial de $1000 se vende a $700. Calcule:
a) La tasa de rendimiento anual implicita en el precio del bono,
b) La tasa de rendimiento si el precio es $600,
¢) La tasa de rendimiento si el precio es $800.
B, =700, By,=1000, n=>5afios, R="?
Solucioén:

a) Al aplicar la formula del valor presente, tenemos:

1000
(1+R)

700 =

5
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;
Y
1+ R = (199015 _ 4 o739
700

R =0.0739 = 7.39%

b) B, = 600 = 10005 = R =0.1076 = 10.76%
(1+R)
1000

c) B, = 800 = ; = R=00456 = 4.56%
(1+R)

El ejemplo 1 ilustra una muy conocida regla de las finanzas: cuando baja el precio del bono,
su rendimiento sube, y viceversa.

Byl = RT
B,T = RI

La tasa con la que se descuenta el valor nominal del bono para obtener su precio repre-
senta la tasa de rendimiento desde el punto de vista del inversionista. Desde el punto de vista
del emisor, dicha tasa de descuento representa el costo de capital. Si para vender un bono es
necesario bajar su precio, aumenta el costo de capital para el emisor.

Otra regla bésica de finanzas establece que: el precio del bono es m4s sensible a las varia-
ciones de la tasa de interés mientras m4s largo sea el plazo del bono.

El siguiente ejemplo ilustra este punto.

EJEMPLO | 2

Tenemos dos bonos con el valor nominal de $1 000 cada uno. El plazo del primer bono es de cinco
anos y del segundo 20 anos. La tasa de interés de mercado, aplicable al descuento de los bonos,
es de 10%. Calcule:

a) Los precios de los dos bonos.
b) El cambio porcentual en el precio de cada bono si la tasa de mercado sube a 12%.
By,=1?, By=1000, n=5y20afios, R=10%
Solucidn:
a) R=10%

Al utilizar la férmula del valor presente, tenemos:

1000 1000
BO,S = ? = 620.92 Yy BO,ZO = W = 148.64
b) R = 12%
B o100 gy g 00 o
' 1.12% 1.1220
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El cambio porcentual de los precios de los bonos es:
%AB, 5 = (567.43 - 620.92)/620.92 = - 0.0861 = - 8.61%
%AB, o = (103.67 — 148.64)/148.64 = - 0.3025 = - 30.25%

Respuesta: Cuando la tasa de interés subi6 de 10 a 12%, el precio del bono a cinco afos bajo
8.61%, mientras que el precio del bono a 20 afios baj6 30.25%.

Este resultado es 16gico, porque mientras mas largo sea el plazo, mds tiempo tiene el interés
compuesto para actuar.

Los propietarios de los bonos a largo plazo corren un mayor riesgo de pérdida de capital en
caso de un aumento de las tasas de interés que los duefios de los bonos a corto plazo.

El ejemplo 2 ilustra el hecho de que los precios de los bonos bajan cuando suben las tasas
de interés y los precios de los bonos a largo plazo son méds sensibles a los cambios en las tasas de
interés. La siguiente tabla resume los resultados para un bono con el valor nominal de $1 000
a diferentes plazos.

% B, Precio del bono
N=1 N=5 N =20 N =30
R=10 909.09 620.92 148.64 57.31
R=12 892.85 567.43 103.67 33.37
%AB, -1.78% -8.61% -30.25% —41.75%

La compra de un bono a largo plazo es una apuesta a que las tasas de interés bajen, o por
lo menos no suban. Si las tasas de interés suben, los duefios de bonos a largo plazo sufren una
fuerte pérdida de capital. En consecuencia, los precios de los bonos a largo plazo son muy
sensibles a las expectativas de la inflacién. Si por alguna razén el mercado prevé un repunte
de la inflacién, los tenedores de los bonos a largo plazo los tratan de vender antes de que su-
ban las tasas de interés. Esto baja inmediatamente los precios de dichos bonos y aumenta su
rendimiento.

Incluso un pequefio aumento de las tasas de interés genera grandes pérdidas de capital
para los duefios de los bonos a largo plazo.

Reflexion sobre matemadticas financieras

Es muy fécil establecer la relacién de la sensibilidad de precio del bono con los cambios en las tasas
de interés y el plazo al analizar la derivada del precio del bono con respecto a la tasa de interés.

B, =N _ By (1+R) ™

(1+R)"
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dB,

4By _NBy
dR

——N-B,-(1+R) " =
- N ( ) - N+

(1+R)

A mayor plazo, mayor es el cambio del precio del bono para cada cambio en la tasa de interés.

NT: dBOT

dR

EJEMPLO | 3

Calcule la pérdida de capital que sufre el duefo del bono del Tesoro de Estados Unidos a 30 ahos
en un solo dia si durante ese dia la tasa de interés sube de 5.2 a 5.9%. El valor nominal del bono
es de $1000.

By=1000, n=30afios, R,=5.2%, R;=5.9%.
Solucién:

El precio del bono a 5.2%:

= =218.54
1.052%
El precio del bono a 5.9%:
BS S (COUR. 179.11
1.059%°

El cambio porcentual del valor del bono

%AB, = 179.11 —1]-100 =—-18.04%
218.54

Respuesta: Cuando las tasas de interés suben 0.7% el duefio del bono a 30 afos sufre una pér-
dida de capital de 18%.

El ejemplo 3 demuestra que la afirmacién de que la inversién en los bonos del Tesoro a largo
plazo es de bajo riesgo es mds bien una metafora.

Valuacion de bonos

En la medida en que se acerca el vencimiento, el precio del bono tiende hacia su valor nomi-
nal. Si entre el momento de compra del bono y su vencimiento las tasas de interés se mantie-
nen constantes, el precio del bono converge hacia su valor nominal en forma lineal.?

3 Esta afirmacion es s6lo aproximadamente cierta en bonos a corto plazo. Cuando el plazo se alarga la convergencia
es curvilinea. En el presente contexto aceptamos esta simplificacién para destacar el impacto de los cambios en las
tasas de interés sobre la forma de convergencia.
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Si después de la compra del bono las tasas de interés para este tipo de instrumentos suben,
el valor del bono crece mas lentamente de lo que indicarfa una trayectoria lineal. Cuando los
incrementos de las tasas de interés son pronunciados el valor del bono incluso puede bajar.
Si el tenedor del bono lo vendiese antes del vencimiento tendria que absorber una pérdida de
capital o un rendimiento del periodo de tenencia menor que el rendimiento al vencimiento.
Al tenedor le puede resultar mas conveniente esperar hasta el vencimiento.

Si después de la compra del bono las tasas de interés bajan, el valor del bono sube mas
rdpido de lo que indicarfa la trayectoria de la tasa de interés constante. El tenedor del bono
realiza una ganancia de capital y puede resultarle ventajoso vender el bono antes del venci-
miento.

Ademas de que con el tiempo el precio del bono se acerca a su valor nominal, cada dfa el
precio de un bono varfa en relacién inversa a los cambios en la tasa de interés. Los precios se
ajustan constantemente en funcién de las condiciones del mercado. Al tenedor del bono no le
importa realmente el precio actual. Lo que sf le importa es el precio en el momento de venta,
o el precio al vencimiento. Sin embargo, existe la necesidad de valuar bonos incluso cuando
no se piensa en venderlos. Una casa de bolsa, por ejemplo, tiene que fijar algin precio de los
bonos del cliente cuando le manda su saldo mensual. Para efectos de contabilidad y auditorfa,
las tesorerfas cada mes tienen que fijar el precio de los bonos que poseen. Desgraciadamente
no existe un consenso acerca de cémo valuar los bonos durante el periodo de tenencia.

A continuacién presentamos los tres métodos de valuacién mas comunes.

Valuacion al mercado

En el caso de titulos muy liquidos, como los Cetes, existe un mercado secundario muy activo
donde los bonos se negocian de acuerdo con las condiciones actuales de la oferta y la deman-

Convergencia del
precio del bono hacia
su valor nominal,
dependiendo del
comportamiento de las
tasas de interés.

Valor nominal B

Precio de compra

N

Tiempo (vencimiento)
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da. En cada momento el mercado determina tanto el rendimiento como el precio de los bonos
a diferentes plazos. Si la casa de bolsa utiliza este método de valuacién, en sus saldos mensua-
les reporta el precio de mercado de los titulos en el momento de corte.

La valuacién al mercado es correcta desde el punto de vista metodoldgico, pero, dada la
volatilidad de los mercados modernos, muestra un patrén muy irregular. El precio del bono
puede subir o bajar considerablemente, incluso durante un dia. Para los fines de contabilidad
y auditorfa, este método no es el ideal.

Valuacion en linea recta

Los contadores prefieren la valuacién en linea recta. Si el precio de un activo sube de su nivel
inicial hasta su valor al vencimiento durante n dfas se supone que el incremento del precio
estd en proporcién directa con los dfas que faltan para el vencimiento. El valor del titulo se
incrementa cada dfa en la misma cantidad, independientemente de las condiciones del mer-
cado. Si en 100 dias un bono sube un peso, cada dfa su precio aumenta un centavo. El lector
seguramente habra notado que la valuacién en linea recta utiliza el interés simple.

Valuacion en curva

A un matemidtico no le gustarfa el método de valuacién en linea recta. Dada una tasa de
interés, el bono aumenta de valor cada dfa. En la medida en que aumenta su valor debe ganar
mas intereses. El método que utiliza el interés compuesto en la valuacién es conocido con el
nombre de valuacién en curva. Para aplicarlo es necesario calcular la tasa capitalizada diaria-
mente igual a la tasa de rendimiento del bono capitalizada el nimero de veces equivalente a
360 dividido entre el plazo del bono.
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A
$
B, Valor nominal
B,
Precio de compra

N
Tiempo (vencimiento)

EJEMPLO | 4

Un Cete a 91 dias se vende con el rendimiento de 21.4%. Calcule:
a) el precio inicial del Cete,
b) la tasa de interés adecuada para la valuacién en curva,
c) el valor del Cete después de 30 dias, segun la valuacion en curva.
By=10, n=91dias, R =21.4%.

Solucioén:

B = S 9.4868

a “o
1+0.214 o1
360

o1 \[ Ve R \*®
b) [1 + 0.214(%0)} - (1 + —J = R =0.2085 = 20.85%
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Obviamente el valor del bono calculado con el método de valuacién en curva es el mismo que
el precio calculado segiin la valuacién de mercado, con el supuesto de que las tasas de interés
permanecen constantes.

10
61
1+0.214)—
360
De los tres métodos de valuacién presentados, la valuacién al mercado es el método que mejor
refleja la realidad. Sin embargo, si el plazo de los bonos no es demasiado largo y la empresa
no tiene la intencién de venderlos antes del vencimiento, los métodos de valuacién en linea

recta y en curva también son adecuados. En la medida en que se alarga el vencimiento, las
diferencias entre los tres métodos de valuacion se vuelven cada vez mds importantes.

=9.65

Convexidad del precio del bono respecto de las tasas de interés*

La relacién inversa entre el precio del bono y su rendimiento no es lineal. El precio del bono
es mds sensible a los movimientos de las tasas de interés cuando éstas bajan que cuando suben.
Esta propiedad de los bonos se llama convexidad. Si al comenzar de algtin nivel la tasa de in-
terés sube, la reduccién del precio del bono es menor que el aumento del precio del bono que
resulta de una reduccién de la tasa de interés de la misma magnitud.

*#Se puede omitir esta seccién sin pérdida de continuidad.
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Figura 11.7 4

La convexidad del pre-
cio del bono respecto
de la tasa de interés.

Para entender la convexidad es necesario observar las gréficas de los precios de los bonos en
funcién de la tasa de interés, para los bonos con el mismo valor nominal, pero a diferentes

plazos.
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En la figura 8 se ve claramente que el precio de los bonos es m4s sensible a los incrementos
en las tasas de interés cuando éstas son bajas. En la medida en que aumentan las tasas, el pre-
cio de los bonos ya es tan bajo que no puede disminuir mucho. Este fendmeno se observa con
mayor claridad en los bonos a largo plazo. Mateméticamente se dice que la primera derivada
del precio del bono con respecto a la tasa de interés es negativa, lo que explica la pendiente
negativa de las curvas. La segunda derivada, en cambio, es positiva, lo que explica la convexi-
dad de las curvas respecto al origen.

B dB,  —tB
B, =—*~ = —2=—>~N_-<0
* (1+R) R (1+R)"
d’B, t(t+1) By

dRZ (1+R)L+Z

El grado de la convexidad crece junto con el plazo del bono. En el bono a cinco afios,
cuando la tasa de interés sube de 3 a 4%, el precio del bono baja de 86.26 a 82.19, una reduc-
cién de 4.72%. Cuando la tasa sube de 15 a 16%, el precio del bono baja de 49.72 a 47.61, una
reduccién de 4.24%.

En el bono a 25 afios, cuando la tasa de interés sube de 3 a 4%, el precio baja de 47.76 a
37.51, una reduccién de 21.46%. Cuando la tasa sube de 15 a 16%, el precio baja de 3.0377
a 2.4465, una reduccién de 19.46%.

Se invita al lector a comprobar estos célculos.

Para profundizar la relacién entre el precio del bono, el plazo y las tasas de interés, calcu-
laremos las elasticidades del precio del bono respecto de la tasa de interés. La elasticidad es el
cambio porcentual de una variable respecto al cambio porcentual de otra variable. En el caso
que nos interesa, la elasticidad del precio del bono respecto de la tasa de interés puede escribirse
como:

. _%ABy _dBy R _dinB
PoR " %AR  dR B, dInR

Antes de calcular la elasticidad del precio del bono respecto de la tasa de interés, calcularemos
la elasticidad del precio del bono respecto de (1 + R):
By

B.=— N
* (1+R)

InB, =InBy —nln(l +R)

_ dInB,
B (1K) dIn (1 +R)

&

En la férmula se ve claramente que la elasticidad del precio del bono respecto de (1 + R)
tiene signo negativo. Esto significa que al aumentar (I + R) baja el precio del bono. El hecho
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de que la elasticidad sea igual a —n significa que, a mayor plazo, mayor sensibilidad del precio
respecto de las tasas de interés.
La elasticidad del precio del bono respecto de la tasa de interés tiene la siguiente férmula:

- 1+R

g :%E: n‘R:—n- R
PR dR B, 1+R

En la férmula se ve claramente que la sensibilidad del bono con respecto a los cambios
en la tasa de interés crece en la medida en que aumenta la tasa de interés y que se prolonga el
plazo del bono.

n?
RT} = & x T

En el bono a 25 afios, cuando la tasa de interés es de 4%:

0 25-004
8BO)R ——W =-0.9616

Esto significa que si la tasa de interés sube 1%, de 4 a 4.04%, el precio de bono bajara 0.9616%,
de 37.51 a 37.15.

En el mismo bono, cuando la tasa de interés es de 16%, la elasticidad del precio del bono
respecto de la tasa de interés es:

25-0.16
8BO,R —_Tw =—3.4483

por lo que si la tasa de interés sube 1%, de 16 a 16.16%, el precio del bono bajara 3.4483%,
de 2.4465 a 2.3637.

A pesar de que el concepto de elasticidad del precio del bono respecto de la tasa de interés
parece muy dtil, tiene pocas aplicaciones précticas. Lo que les interesa a los inversionistas no
son los cambios porcentuales, sino la pérdida de capital en términos de pesos, cuando la tasa
de interés sube un punto porcentual.
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FORMULAS DEL CAPITULO

Ganancia de capital en una accién
_ S, =S, _ S,
SO S0

R -1

Anualizacién nominal

360
s =50

Precio del bono cupén cero al utilizar
el descuento bancario

wonfonliy)

Tasa de descuento con base en la tasa
de rendimiento

R

1+ R(i)
360

Precio del bono cupén cero al utilizar
el descuento bancario

BN
(L+R)"

Rp =

By, =

Términos clave

Activos financieros (titulos o

Anualizacién nominal
Bono cupén cero

Rendimiento de una accién con el dividendo

Ry :(St _SO)+D
SO
Anualizacién efectiva
360
Ropat =(1+R, ) p —1

Precio del bono cupén cero al utilizar
el descunto racional

By

1+R (L)
360

Tasa de rendimiento con base en la tasa
de descuento

Rp

t
I‘RD(%)

Elasticidad del precio del bono cupén cero
respecto de la tasa de interés

doR __ R
dR B, 1+R

By =

R =

€By,R =

Elasticidad del precio del bono ~ Oferta no competitiva
valores) Ganancia de capital
Anualizacién efectiva Liquidez

Rendimiento al vencimiento
Rendimiento del periodo de

Mercado de capital tenencia
Mercado de dinero

Riesgo de precio (de tasa de

Convexidad del precio del bono  Mercado de valores interés)

Costos de transaccion

Dividendos

PREGUNTAS Y PROBLEMAS

Obligacién
Oferta competitiva

Vuelta completa

1. El15 de enero de 1999 se compra una accién a $39.5. La accién se vende a $50.2 el 10 de mayo de 1999.
Calcule el rendimiento de la inversién en la accién, tanto el rendimiento del periodo como el rendimiento

anualizado. (Usar el afio de 360 dias.)

2. Repita el ejercicio anterior tomando en cuenta que la casa de bolsa cobra una comisién de 1.7% mas el
IVA por la vuelta completa. Calcule el costo de transaccién con base anual.
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14.
15.
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Repita el ejercicio 1 tomando en cuenta que el 31 de marzo de 1999 la accién pagd un dividendo trimestral
de $0.4. La tasa libre de riesgo (Cetes) es de 21% anual.

En el problema 3, la casa de bolsa cobra una comisién de 1.4% mids el IVA. Calcule el rendimiento anua-
lizado de su inversién (nominal y efectivo).

El 3 de mayo de 1999 compra una accién a $18.45. Hoy es 14 de junio y el precio de la accién es de $15.1.
;Cual serfa su pérdida de capital si vendiera su accién hoy?

Un Cete a 91 dfas se vende con la tasa de descuento de 18.5%:
a) calcule el precio del Cete,
b) calcule el rendimiento del Cete.

Después de 35 dias, el duefio del Cete del problema anterior lo vende en el mercado secundario, pero en el
momento de venta el rendimiento de los Cetes con el mismo vencimiento es de 20.5%.

a) ja qué precié vendié el inversionista el Cete?
b) ;cudl fue su rendimiento del periodo de tenencia?

La tasa de rendimiento de los Cetes a 28 dias es de 21.2%. Calcule la tasa equivalente de los Cetes a 182
dfas.

Usted compra 10 000 Cetes a 350 dias con el rendimiento de 19.2%. Al dia siguiente el rendimiento al
mismo plazo sube dos puntos. ;Cudl serfa su pérdida de capital al vender el Cete al dfa siguiente? (en tér-
minos absolutos y de porcentaje).

Usted compra 10 000 Cetes a 182 dfas con la tasa de descuento de 18.3%. Después de siete dias de tenen-
cia, la tasa de descuento para Cetes al mismo plazo baja 1.5 puntos. ;Qué ganancia de capital realizarfa si
vendiera sus Cetes?

Un bono de cupén cero a cinco afios con el valor nominal de $100 ofrece un rendimiento al vencimiento
de 10%:

a) jcudl es el precio del bono?,
b) ;cudl serfa el rendimiento si el bono se vendiera a $58?

Calcule la ganancia de capital del duefio de 1 000 bonos de cupén cero de $100 a 30 afios con el rendi-
miento de 8.5%, si la tasa de interés a ese plazo baja a 8%.

Calcule la pérdida de capital, en términos porcentuales, del duefio de los bonos sin cupones a 25 afios, si
la tasa de interés sube de 4.3 a 6.05%.
Repita el ejercicio anterior para los bonos a cinco afios.

Usted tiene invertido 1 millén de délares en los bonos del tesoro a 30 afios. Hoy en dia la tasa de ren-
dimiento de estos bonos subié de 5.8 a 6.15%. Calcule la pérdida de capital en términos de délares.
“La inversién en los bonos del tesoro es libre de riesgo.” Comente esta afirmacién.






CAPITULO 12

Bonos con cupones

Objetivos del aprendizaje

Después de estudiar este capitulo, el alumno serd capaz de:

Identificar los componentes de un bono con cupones.
Calcular el valor del cupén.

Relacionar el descuento o la prima con que se vende el bono con la relacién
entre la tasa de cupén y el rendimiento requerido.

Calcular y entender las debilidades metodolégicas del rendimiento corriente.

Comprender la relacién entre el descuento (o la prima) y el plazo hasta el venci-
miento del bono.

Calcular el precio (valor presente) del bono.

Hacer distincién entre el rendimiento al vencimiento ex ante y el rendimiento al
vencimiento realizado.

Discernir entre el riesgo de reinversién y el riesgo de la tasa de inferés.
Calcular el precio del bono que se vende entre las fechas del cupén.
Determinar el derecho al cupén de vendedor del bono.

Analizar los bonos con cldusula de redencién anticipada.

Calcular el rendimiento del periodo de tenencia.

Utilizar el médulo BONO de la calculadora financiera.

295
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INTRODUCCION

Si la tasa de cu-
poén es igual a la
tasa de mercado,
el precio del bono
es igual a su valor
nominal (el bono
se negocia a la
par).

La mayoria de los bonos a largo plazo que se negocian en los mercados internacionales son
bonos con cupones. El cupén es un pagaré que puede ser cobrado por el duefio del bono en la
fecha de su vencimiento. Los cupones pueden ser anuales, semestrales o trimestrales. El cupén
es un flujo de efectivo que generalmente cubre los intereses que genera el valor nominal del
bono.

Para analizar los bonos con cupones utilizaremos los siguientes simbolos:

B, precio del bono, igual al valor actual de los flujos de efectivo del bono,
By valor nominal, también conocido con el nombre de valor facial o carétula,
n plazo en semestres o afios,

R. tasa de cupén, tasa nominal o tasa contractual,

oRt tasa de rendimiento al vencimiento (también designada y),

C cupdn.

Un bono con cupones es un documento que promete pagar su valor nominal (By) al ven-
cimiento y, ademds, un cupén al final de cada uno de los n periodos, donde n es el plazo del
bono. En algunos casos, el bono puede ser redimido a un valor mayor que el valor nominal. Si
el contrato del bono especifica que el bono con valor nominal de $1 000 se redime a 107, esto
significa que, al vencimiento, el duefio del bono recibira $1 070.

Generalmente el valor de redencién es igual al valor nominal, con excepcién de bonos
con la cldusula de redencién anticipada, en cuyo caso el valor de redencién es mayor que el
valor nominal.

El valor del cupén anual se calcula multiplicando el valor nominal del bono por la tasa
de cupén (tasa nominal).

C =By xR,

El cupén semestral es simplemente la mitad del cupén anual.
La linea de tiempo de un bono a tres afios con el cupén anual es la siguiente:

® C C+B,

I lT ZT 3T
| ! ! !

0

Normalmente la tasa de cupén es la tasa de mercado ajustada por el riesgo del emisor en el
momento de la emisién del bono. El emisor pretende vender el bono a su valor nominal.

Si el bono no se vende a su precio nominal, incluso en el momento de la emisién, quiere
decir que los compradores en potencia requieren un mayor rendimiento que el que el emisor
estaba dispuesto a pagar fijando la tasa de cupén. Esto puede suceder por dos razones:

1. En el periodo entre la emisién del bono y su colocacién en el mercado suben las tasas de
interés.

2. El mercado evalda un riesgo del emisor, mayor de lo que él mismo cree.
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Para que el bono ofrezca un mayor rendimiento que la tasa de cupén, tiene que venderse
con descuento.

TASAS DE RENDIMIENTO

Existen varias medidas de rendimiento de los bonos con cupones. Cada una tiene sus ventajas
y desventajas; a continuacién hacemos una revista de las principales. Para evitar confusién en
casos que pueden despertar dudas se cita el nombre en inglés.

El rendimiento corriente (current vyield), algunas veces traducido como rendimiento actual,
s6lo toma en cuenta el cupén anual y el precio del bono, que constituye la inversién inicial
en el mismo.

C _ Elvalordel cupén anual

B, CE precio de compra del bono

corriente

Si un bono con valor nominal de $100 que tiene cupones anuales de $10 se compré a $90, su

rendimiento corriente es: R = 10 =0.1111=11.11%

corriente
Aunque se usa con frecuencia, el rendimiento corriente tiene las siguientes desventajas me-
todolégicas:
1. No toma en cuenta una posible ganancia (o pérdida) de capital.

2. No toma en cuenta el plazo. Un descuento de $10, por ejemplo, debe aumentar m4s el
rendimiento del bono a un afio que el rendimiento de un bono a 20 afios. Sin embargo,
el rendimiento corriente de los dos bonos serfa igual.

Cuando el bono ofrece un rendimiento ajustable periédicamente, el rendimiento corrien-
te es el dnico que se puede calcular.

EJEMPLO 1

Un Bonde a 728 dias, con valor nominal de $100, paga cupones cada 28 dias a la tasa de Cetes.
El bono fue comprado con descuento a $97.50. Cuando llegé la fecha del primer cupén, la tasa de
los Cetes fue de 21.2%. Calcule:

a) el valor del primer cupén,

b) el rendimiento corriente (anualizado) de los primeros 28 dias.

Solucién:

a) C, = 100(0.212 %) =1.6489

B Frone = 5

corriente B
0

360 ) ~1.6489 ( 360

= = 0.0169(12.8571) = 0.2174 = 21.74%
28 975 | 28

Respuestas: a) el primer cupon es de $1.6489. b) Durante los primeros 28 dias, el rendimiento
corriente de la inversion en el Bonde fue de 21.74%.
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Para el compra-
dor del bono
(inversionista)

el rendimiento

al vencimiento
es el rendimiento
requerido. Para el
emisor es el costo
de capital.

Un bono que se
vende con des-

cuento tiene inclui-
da en su precio una
ganancia de capital.

Un bono que se
vende con prima
tiene incluida en
su precio una
pérdida de capital.

En el lenguaje de finanzas la diferencia entre el rendimiento corriente del Bonde y el ren-
dimiento del Cete a 28 dias se llama sobretasa o spread. En el ejemplo 1, el spread se debe
exclusivamente a que el bono fue comprado con descuento. En otros casos el spread puede
ser estipulado como parte del contrato. Por ejemplo, el bono pagara cupones cada 28 dfas de
acuerdo con la tasa de los Cetes del momento, mds un punto porcentual.

El rendimiento al vencimiento (yield to maturity) es la tasa de descuento que iguala el valor
presente de los flujos esperados del bono con su precio. Es la tasa interna de retorno (TIR),
también conocida como rendimiento verdadero. Desde el punto de vista matemdtico, el rendi-
miento al vencimiento es el rendimiento ponderado por el peso (dollar weighted return). Se puede
calcular con base en la férmula del precio del bono.

Si el rendimiento al vencimiento es mayor que la tasa de cupén, el bono se vende con
descuento, es decir, su precio serd mds bajo que su valor nominal. Sucede lo contrario si el
rendimiento al vencimiento es menor que la tasa de cupén.

A continuacién resumiremos la relacién de la tasa de cupén con la tasa de rendimiento,
por un lado, y el precio del bono y su valor nominal, por el otro:

Ry =R & B, = By el bono se vende a la par,

oRr <R, & B, > By el bono se vende sobre la par (con prima),

oRr >R & B, < By el bono se vende bajo la par (con descuento).
Es perfectamente comprensible que el bono, cuyo rendimiento al vencimiento es mayor que
la tasa de cupén ( Ry > R..), se venda con descuento. Si los cupones, que representan los in-
tereses pagados por el bono, son insuficientes para proporcionar el rendimiento requerido por
los inversionistas, el bono tiene que ofrecer alguna otra fuente de rendimiento. Esta fuente es
la ganancia de capital que realiza el inversionista si compra el bono con descuento.

Mientras mds corto es el tiempo hasta el vencimiento, es necesario menor descuento para
complementar el rendimiento requerido. Este hecho constituye el fundamento de una impor-

Figura 12.1 A
Al acercarse el vencimiento, los pre-
cios de los bonos, tanto los que se B d
ONno que se vendae
venden con descuento como los que 4
. con prima
se venden con prima, convergen B P
hacia su valor nominal. 0
BN BN
D
BO
Bono que se vende
con descuento

> Tiempo
N P

(vencimiento)
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tante regla: en la medida en que se acerca el vencimiento, los precios de los bonos vendidos
con descuento o con prima convergen hacia su valor nominal.

El valor actual, o precio del bono, es la suma del valor presente de todos los flujos de efec-
tivo que el bono generara durante su existencia. Es el valor presente de todos los cupones mas
el valor presente de la cardtula.

C C C C+B,
+ + o N

Bo= L+y (1+y)2 (l-f-y)3 (l—l—y)N

donde y = jR; es el rendimiento al vencimiento del bono.

EJEMPLO | 2

Un bono a tres afios con valor facial de $100 paga cupones anuales de $10. ;Cual es el valor ac-
tual del bono si la tasa de mercado es igual a 10%?

N=3, B,=100, C=10, R=10%, RC =C/By=01=10%, B0 ="?

Solucién: El bono promete cuatro flujos de efectivo: tres cupones de $10 al final del primero,
segundo y tercer afio, y su valor nominal igual a $100 al final del tercer afio. El diagrama de flujos
de efectivo es el siguiente:

10 10 10 + 100

| ! ! T
I | | |

B,

Al utilizar la férmula del valor presente para cada flujo de efectivo y sumar, tenemos:

c, C, C, By
), = Tt ot 5+ =
(1+R) (1+R) (1+R) (1+R)

10,10 10 L 100 _ ., 868 +75.131 =100

11 942 143 148

El valor presente de los tres cupones es $24.868 y el valor presente de la caratula es $75.131. El
valor del bono es igual a su valor nominal de $100. Esto no debe sorprender dado que, en este
ejemplo, la tasa de descuento es igual a la tasa de cupon.

Respuesta: El bono vale $100.

Si generalizamos el ejemplo anterior y utilizamos la notacién de sumatoria, podemos escribir
la férmula para el valor actual del bono (el precio del bono):
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donde R; es el rendimiento al vencimiento del bono. Més adelante, para simplificar la no-
tacién, utilizaremos el simbolo y.

C, es el valor del cupén que se recibe al final del periodo .

Al observar la sumatoria en la férmula podemos constatar facilmente que se trata de una
anualidad de pagos iguales, C, con la tasa de interés, ;R (=), y con T periodos. Si utilizamos
la férmula para el valor presente de la anualidad, podemos escribir la férmula para el valor
presente de los cupones como sigue:

T

Yo -Eh-—

=1 1+y Y (1+y)

Dado que los pagos son iguales, podemos emplear C en vez de C,. Ahora, sumando al valor
presente de los cupones el valor presente del valor nominal, obtenemos la férmula del precio

del bono:

B
BO:EI— ! +—1N

y (1+y)" | (1+y)"

Si los cupones son anuales, la tasa de rendimiento también lo es y el tiempo se mide en afios.
En caso de cupones semestrales el rendimiento es semestral y el tiempo se mide en semestres.

EJERCICIO DE COMPROBACION

Un bono a cinco afos, con valor nominal de $1 000, con cupones semestrales y la tasa de cupon
de 12%, ofrece un rendimiento al vencimiento de 13.2%. Calcule el precio del bono.

Respuesta: $957.07.

La férmula del precio del bono permite detectar una importante debilidad metodolégica del
rendimiento al vencimiento en el caso de los bonos con cupones. Si la cantidad que pagamos
por el bono, B, la invertimos a n afios con la tasa de rendimiento y, el valor terminal de nues-
tra inversién serd VF = B (1 + y) . Mientras tanto, la férmula del precio del bono es:

C, . C .., Cy+By

B:
Py (1) (1+y)"

Para obtener el valor futuro de esta cantidad, multiplicamos ambos lados por (1 + y)N

N-2

VF =B, (1+y)" =C,(1+y)N " +C,(1+y)V* ++Cy +By
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Para que el lado derecho sea igual al izquierdo, es necesario que todos los cupones sean rein-
vertidos a la tasa y, que es precisamente el rendimiento al vencimiento, durante el periodo que
falta para el vencimiento (N — t).

En realidad, durante la vida del bono las tasas de interés pueden bajar o subir. En el primer
caso, el rendimiento que se obtiene al vencimiento serd menor que el rendimiento al ven-
cimiento calculado ex ante. En el segundo caso, el rendimiento realizado serd mayor que el
calculado. Este defecto metodolégico del rendimiento al vencimiento se llama el supuesto de
reinversion de cupones.®

Asi, el comprador del bono puede no realizar el rendimiento al vencimiento en dos casos:

1. No puede reinvertir los cupones a la tasa igual al rendimiento al vencimiento (el riesgo de
reinversion).

2. No mantiene el instrumento hasta el vencimiento y en el momento de su venta las tasas
de interés son mds altas que en el momento de su compra (riesgo de la tasa de interés o riesgo
de precio).

El rendimiento al vencimiento puede ser interpretado como la media geométrica de los ren-
dimientos anuales que se recibirdn durante la vida del bono.

Sea R, la tasa de interés vigente durante el periodo i (i = 1, 2, 3,..., N). El valor presente
del bono es la suma de los flujos de efectivo que produce, descontados por las tasas de interés
vigentes en cada periodo.

__C C, s Cy +By
1+R, (1+R,)(1+R,) (I+R)(1+R,)(1+Ry)

0

Si comparamos esta férmula con la del valor presente que usa el rendimiento al vencimiento:
C C Cy +B

. 2 m— N NN ’
I+y  (1+y) (1+9y)

de los rendimientos anuales anticipados:

0 podemos ver que éste es el promedio geométrico

(1+9)Y =(1+R,)A+R,)—(1+Ry) = 1+y=[1+R)(1+R,)(1+Ry)]™

Si la férmula presentada arriba es calculada ex post, el rendimiento, vy, se llama rendimiento al
vencimiento compuesto realizado (realized compound yield to maturity). Este toma en cuenta las
tasas de reinversién de todos los cupones. El rendimiento al vencimiento calculado ex ante es
s6lo una aproximacién (expectativa) del rendimiento compuesto al vencimiento, realizado.
Es muy facil calcular el precio del bono con cupones en la calculadora financiera. El valor
actual es el precio del bono, el valor futuro es su valor nominal y el pago es el cupén. Si éste es
anual, el interés se compone una vez al afio; si es semestral, la tasa de interés se compone dos
veces al afio. A continuacién presentamos la secuencia de teclas para resolver el ejemplo 1:

5 Dado que la tasa interna de retorno (TIR), utilizada en la evaluacién de proyectos de inversién es lo mismo que el
rendimiento al vencimiento, la TIR también padece del mismo defecto, llamado supuesto de reinversién de los flujos
de efectivo provenientes del proyecto.
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FIN, VDT, 1 NO.P ANO, MODO FINAL, CLEAR DATA

N %IA VA PAGO VF
3 10 ! 10 100

Al pulsar la tecla VA obtenemos la respuesta: —100.

En realidad, el precio del bono se establece en el mercado, determinado por las fuerzas
de la oferta y la demanda. El inversionista que desea adquirir un bono enfrenta el precio de
mercado. Lo que necesita calcular es el rendimiento al vencimiento, implicito en este precio.
Como ya recalcamos varias veces, el cdlculo de la tasa de rendimiento requiere el uso de una
calculadora financiera o una computadora.

EJEMPLO | 3

Un bono a 20 afios con valor nominal de $1 000 y con la tasa de cupon de 10% se ofrece a $850.
Calcule:

a) el rendimiento corriente del bono,

b) el rendimiento al vencimiento del bono.
T=20, B,=1000, R,=10%, C=B,R,=100, B,=850, y=7?
Solucidn:

a) El rendimiento corriente es el rendimiento proporcionado por el cupén en relacion con el precio
de compra.

c 100

Rcorriente - BD = 850 =0.1176 = 11.76%

b) El rendimiento al vencimiento del bono debe ser mayor que la tasa de cupon, porque su precio
es mas bajo que su valor nominal. Para calcular el rendimiento exacto escribimos la féormula para
el valor presente del bono y aplicamos algin paquete de computacién disponible.

850100[1 120]+ 100020
y (1+y) (1+y)

Como es facil comprobar, la tasa de descuento que cumple con esta ecuacién es y = 12% (el
valor exacto es 12.0094%). Esta tasa es mayor que la tasa de cupén porque el bono se vende con
un descuento de su valor nominal.

Respuesta: El rendimiento corriente del bono es de 11.76% y su rendimiento al vencimiento, im-
plicito en el precio del bono, es igual a 12%.

La secuencia en la calculadora financiera es la siguiente:

1 NO.P ANO, MODO FINAL, CLEAR DATA

N %IA VA PAGO VF
20 ? -850 100 1 000

Al pulsar la tecla %IA, obtenemos la respuesta: 12.0094.
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Reflexion sobre matemadticas financieras
Método de pruebay error

En ausencia de algtin equipo de cémputo, la Ginica manera de calcular el rendimiento al venci-
miento es mediante prueba y error. El punto de salida es la férmula para el precio del bono:

BO=C{1— ! ]+ By = VP (FE)
y (1+y)" | (1+9y)"

Seleccionamos alguna tasa de descuento al azar: y = vy, y utilizando esta tasa calculamos el lado
derecho de la ecuacién. Si el lado derecho, que representa el valor presente de los flujos de efectivo
del bono, es mayor que el precio del bono, tenemos que aumentar la tasa de interés (y = vy, tal que
y, >13,) y repetir el célculo.

Siparay =y, VP (FE) >B, = aumentary

Si después de varios célculos el lado derecho es menor que el precio del bono, el rendimiento al
vencimiento se encuentra entre la dltima tasa para la cual el lado derecho era mayor que el precio
y la tasa para la cual el lado derecho es menor.

Sipara vy, VP(FE)>B0

= <y <
Sipara vy, VP(FE)<BO} I

Ahora podemos utilizar la interpolacién lineal para aproximar la tasa buscada.

EJEMPLO | 4

Los datos son los mismos que en el ejemplo 2, pero ahora el precio de mercado del bono es
$1200. Calcule: a) el rendimiento corriente del bono, b) el rendimiento al vencimiento del bono.

T=20, B,=1000, R,=10%, C=B,R,=100, B,=1200, y=7?
Solucién:

a) El rendimiento corriente se calcula dividiendo el cupén entre el precio de compra.

C 100
R coriente = = = ——= = 0.0833 = 8.33%
corriente Bo 1200 o
b) El rendimiento al vencimiento del bono debe ser menor que la tasa de cupdn, porque el precio
es mas alto que el valor nominal. Utilizamos la misma férmula que en el ejemplo 2, cambiando

sélo el precio del bono.

1200=1oo[1_ 120]+ 100020
YL ()Tl (1)

La tasa de descuento que cumple con esta ecuacion es y = 8% (el valor exacto es 7.9678%). Dado
que el bono se vende con prima, el rendimiento al vencimiento es menor que la tasa de cupén y
menor que el rendimiento corriente.
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Reflexion sobre matemdticas financieras

Relacion de la tasa de cupoén con el rendimiento corriente y el rendimiento al vencimiento
en bonos con cupones

Al generalizar los ejemplos 2 y 4 es posible establecer una relacién entre las tres tasas de rendimien-
to: en un bono de descuento el rendimiento al vencimiento es mayor que el rendimiento corriente,
y éste es mayor que la tasa de cupén.
BO < BN = ORT > Rcorricntc > cupén
En un bono con prima, el rendimiento al vencimiento es menor que el rendimiento corriente, y
éste es menor que la tasa de cupén.
BO > BN = ORT < Rcorrieme < cupén
Ademads, mientras mas largo sea el plazo del bono, menor es la diferencia entre el rendimiento al

vencimiento y el rendimiento corriente, dado que el descuento (o la prima) se distribuye entre un
mayor niimero de periodos.

EJERCICIO DE COMPROBACION

Un bono a 30 afios, con valor nominal de $1000, con cupones semestrales y la tasa de cupén de
11%, se vende a $935. Calcule: a) el rendimiento corriente del bono, b) el rendimiento al venci-
miento.

Respuestas: a) 11.76 %, b) 11.79%.

PRECIO DEL BONO ENTRE FECHAS DE PAGO DE CUPONES

En los ejemplos 1, 2 y 3 se supone que el bono se vende justo el dia de vencimiento de cupén.
Si el bono se vende entre las fechas de cupén, el vendedor tiene derecho a una parte propor-
cional del siguiente cupén que aumenta al precio de mercado del bono. El derecho al cupén
representa los intereses devengados por el instrumento pero no cobrados por su duefio. La
suma del precio de mercado (el precio cotizado) y el derecho al cupén se llama precio neto del
bono o precio de factura. En México, el precio del bono sin el derecho al cupén se llama precio
limpio, y el precio con el derecho al cupén, precio sucio. El derecho al cupén (accrued interest) se
calcula con la regla de tres.

Supongamos que un bono con valor nominal de $100 paga un cupén semestral de $10. El
duefio del bono gana estos $10 durante 180 dfas. Si el bono se vende 45 dfas después del pago
del dltimo cupén, el tenedor del bono tiene el derecho a 45 dias de intereses. El valor de este
derecho puede calcularse como parte proporcional del cupén. Si en 180 dias se tiene derecho

45

a $10, en 45 dfas se tiene derecho a ——10 = 2.5. Estos $2.5 son los intereses ganados por

el tenedor del bono y deben afiadirse al precio. Asi, el nuevo duefio, al recibir el cupén de
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Figura 12.2

El derecho al cupén entre las
fechas de pago de cupones.

180

$10 en la siguiente fecha, sélo cobrard la parte del cupén que corresponde a los 135 dfas, es
decir, $7.5.9

Para calcular de manera alternativa el derecho al cupén se utiliza la tasa de éste, que en
nuestro caso es de 20%. Si desde la fecha del dltimo pago transcurrieron 45 dias, el derecho

al cupén es 100(0.2-) = 2.5

EJEMPLO 1

Un bono semestral a tres afios con valor nominal de $1 000 y la tasa de cup6n de 10% vence el 1
de diciembre de 2000. El bono fue comprado el 15 de enero de 1998 con el rendimiento al venci-
miento de 12%. Calcule el precio de compra de bono.

N = 6 semestres menos 45 dias, B, = 1000, C=50, y=12%

Solucién: Las fechas de pago de cupones se calculan desde la fecha de vencimiento hacia atras.
Si el segundo cupon del afio se paga el 1 de diciembre, la fecha del primer cupén debe ser el 1
de junio.

Dado que el bono se vende entre las dos fechas de cupén, primero tenemos que calcular el precio
de mercado del bono y después la parte proporcional del cupén que corresponde al vendedor y
afnadirla al precio.

Hay dos maneras de calcular el precio entre las fechas de cupén.

Método del plazo fraccionario

Se utiliza el plazo exacto del bono que en nuestro caso es de cinco semestres y 135 dias, es decir,
5.75 semestres. Al aplicar la férmula del valor presente del bono tenemos:

B, = 1) 1= ! <+ ooy = 952.55
0.06 (1 .06)5'75 (1 .06)5'75

Método de interpolacién lineal

Este método consiste en calcular el precio del bono para las fechas de cupoén antes y después de
la fecha de venta y utilizar la interpolacion lineal.

6El lector habrd notado que este planteamiento ignora el valor del dinero en el tiempo.
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El lector puede comprobar facilmente que:
By(N =5) =957.87 y B,(N = 6)=950.83.

La diferencia entre los dos precios es de 7.0496. Esta diferencia corresponde a 180 dias. Para
calcular la diferencia correspondiente a 45 dias podemos formar la siguiente proporcion:
% = %5, donde X = 1.7624. Hay que sumar esta cantidad al precio del bono a seis semestres:

950.83 + 1.76 = 952.59.

Los resultados de los dos métodos son muy semejantes, pero el método de interpolacion lineal
es menos exacto porque se basa en el supuesto injustificado de que entre las dos fechas de cu-
pon el precio del bono crece en una forma lineal. Sin embargo, es el método utilizado con mayor
frecuencia.

Ya tenemos el precio de mercado. Lo que falta es calcular la parte proporcional del cupén que
corresponde al vendedor. Otra vez, al utilizar la regla de tres, formamos la siguiente proporcion:
S0 L, donde X = 12.5.

180 45
Entonces, $12.5 es el derecho al cupén que pertenece al vendedor, por lo que se suma al precio

de mercado del bono para obtener el precio neto: 952.55 + 12.5 = 965.05.

Respuesta: El bono se vende a $965.05.

Método de interés compuesto (método exacto)

Desde el punto de vista metodolégico, también es correcto tomar como base el precio del
bono en la fecha de cupén inmediatamente antes de la fecha de venta y hacerlo crecer a la
tasa de rendimiento con la capitalizacién semestral, tomando como periodo la fraccion del
semestre entre la dltima fecha de cupén y la fecha de venta: 45/180 = 0.25.

45
80
B, = (BO)N_G)(I +§) 2 950.83(1.06)°% = 964.78

El resultado es muy parecido al obtenido con el método del derecho al cupén.

EJERCICIO DE COMPROBACION

Un bono anual a cinco afios con valor nominal de $100 y tasa de cupén de 12% vence el 5 de di-
ciembre de 2003. El bono fue comprado el 25 de marzo de 1999, con el rendimiento al vencimiento
de 10%. Calcule el precio de mercado del bono, el derecho al cupén y el precio neto.

Respuestas: B, = 107.21, derecho al cupén = 3.67, precio neto = 110.88.

La distribucion de descuento en equivalentes semestrales

Cuando el rendimiento requerido es mayor que la tasa de cupdn, el bono se vende con des-
cuento. En este caso los cupones no ofrecen el rendimiento requerido por los inversionistas.



El descuento
proporciona una
ganancia de capi-
tal semestral que,
sumada al cupén,
produce el rendi-
miento corriente
igual a la tasa del
mercado.
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El descuento proporciona una ganancia de capital, pero ésta sélo se realiza en el momento de
venta del bono. ;Cémo prorratear el descuento a los rendimientos semestrales que, sumados a
los cupones, produzcan el rendimiento requerido?

EJEMPLO | 2

Un bono semestral a tres afios con valor nominal de $1000 y con tasa de cupén de 7% se vende
cuando la tasa de interés del mercado es de 8%. Calcule:

a) el precio del bono,
b) el rendimiento semestral que se deriva del descuento.
N = 3 afios = 6 semestres, B, =1000, R.=7%, C=35 y=8%
Solucién:
a) Utilizaremos la calculadora financiera para computar el precio del bono:
VDT, 2 NO.P ANO MODO FINAL, CLEAR DATA, N = 6, %IA = 8, PAGO = 35, VF = 1 000.
Al pulsar la tecla VA, obtenemos la respuesta: — 973.79.

Asi, el descuento es 1 000 — 973.79 = 26.21. Este descuento se realizaria si, al vencimiento, se
vende el bono a su valor nominal.

b) Para calcular el equivalente semestral del descuento supongamos que el duefio vende el bono
después de un semestre’ y las condiciones del mercado permanecen sin cambio. El lector pue-
de comprobar facilmente que el precio de venta es de $ 977.74.

La ganancia de capital semestral es 977.74 — 973.79 = 3.9516. Si sumamos esta ganancia de
capital al cupén obtenemos 35 + 3.9516 = 38.9516.

Al dividir la ganancia semestral entre el precio de compra obtenemos el rendimiento corriente
38.95
73.79
Desde luego, 4% semestral corresponde a 8% anual, exactamente el rendimiento requerido, igual
a la tasa de interés del mercado.

semestral: =0.04 = 4%.

BONOS REDIMIBLES (CALLABLE BONDS)

En bonos a largo plazo, el riesgo para el inversionista es que durante el periodo de tenencia
las tasas de interés suban. En este caso, el duefio del bono sufre una pérdida de capital. Para
el emisor, el riesgo es que las tasas bajen y él tenga que seguir pagando las tasas pactadas més
altas. Para reducir este riesgo, algunos emisores incluyen en sus bonos la cldusula de redencién
anticipada.® Segin ésta, después de un periodo estipulado, el emisor puede recomprar el bono
a un precio establecido de antemano. En caso de que el emisor ejerza su derecho de redimir

"Faltando cinco semestres para su vencimiento.
8Redencién anticipada: también puede llamarse amortizacién anticipada o reembolso anticipado. En algunos textos los
bonos redimibles se llaman bonos reembolsables.
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el bono anticipadamente, el inversionista no realizard el rendimiento al vencimiento sino el
rendimiento hasta la redencién (yield to call), mas bajo que el rendimiento al vencimiento. El
precio de redencién (call price) es generalmente el valor nominal més el valor de uno o dos
cupones semestrales.

Cuando el precio de mercado del bono es igual o mayor al precio de redencién, el inver-
sionista, ademads de calcular el rendimiento al vencimiento, tiene que calcular el rendimiento
hasta la redencién (y_,)

EJEMPLO 1

Un bono de cupén anual a 20 afios con valor nominal de $100 y con tasa de cupén de 10% se ven-
di6 originalmente a la par. El bono es redimible y el emisor tiene el derecho a recomprarlo después
de cinco afios a $105. Luego de dos afos de vida del bono las tasas de interés para este tipo de
instrumentos bajan a 9%. Calcule:

a) el precio del bono después de dos afos,
b) el rendimiento hasta la redencion.
Solucidn:

a) Después de dos afos, el bono todavia tiene 18 afios de vida. Su precio es:

B, = 10 1,1 1,100 _ 4087556
0.09 1.09"8 1.09"8

b) En el caso de redencién del bono en el quinto afio de su vida, el inversionista que lo compré a
$108.75, después de tres anos, obtendra por él $105. El rendimiento de su inversion puede ser
calculado en la siguiente ecuacion:

10

108.7556 = [1 = L 105

3 :|+ 3
1ercall) (1+ycall>

Utilizamos la siguiente secuencia en la calculadora financiera:
1 NO.P ANO MODO FINAL, CLEAR DATA, N = 3, VA = 2 108.76, PAGO = 10, VF = 105
Al pulsar la tecla %IA, obtenemos la respuesta: 8.1326%.

Y

call

Respuestas: a) después de dos anos el precio del bono es de 108.75,

b) el rendimiento hasta la redencion es de 8.13%, menor que el rendimiento al ven-
cimiento igual a 9%.

En el ejemplo 1 se ve claramente que la cldusula de redencién anticipada es favorable para el
emisor y desfavorable para el inversionista. Si es asi, ;qué incentivo tienen los inversionistas
para comprar este tipo de bonos? Para compensar por la cldusula de redencién, el emisor estd
obligado a vender el bono a un precio m4s bajo (con mayor descuento) que un bono equi-
valente sin la cldusula de redencién. Un precio mas bajo implica un mayor rendimiento al
vencimiento.

Un bono que se vende con descuento tiene pocas probabilidades de ser redimido anti-
cipadamente. Un fuerte descuento constituye una proteccién implicita contra la redencién
anticipada.
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Figura 12.3 A

Precios de los bonos normales
contra los redimibles. B,

Bono normal

Precio de redencion

red

Bono
redimible

En cambio, un bono que se vende con prima tiene alta probabilidad de ser redimido anti-
cipadamente. En este caso tiene poco sentido calcular su rendimiento al vencimiento. Es m4s
significativo calcular el rendimiento hasta la redencién.

Tomando en cuenta lo anterior, en las publicaciones financieras se acostumbra cotizar
el rendimiento al vencimiento para los bonos que se venden con descuento y el rendimiento
hasta la redencién (yield to call) para los bonos que se venden con prima.

EJERCICIO DE COMPROBACION

Un bono con valor nominal de $100 a 15 afios que paga el cupon semestral de $4.5 se vende a
$110. El bono puede ser redimido después de siete afios a un precio de redencion de $104.5.
Calcule:

a) el rendimiento al vencimiento del bono,

b) el rendimiento hasta la redencion.

Respuestas: a) \R,; = 7.8537%, b) y,, = 7.6281%.

RENDIMIENTO DEL PERIODO DE TENENCIA

El concepto de rendimiento al vencimiento (,R;) tiene la ventaja de tomar en cuenta la
distribucién en el tiempo de los futuros flujos de efectivo. Su desventaja principal es que en
su célculo se supone que todos los flujos de efectivo futuros podran ser reinvertidos a la misma
tasa, (R Este supuesto raras veces es cierto.

Para remediar este defecto del rendimiento al vencimiento se utiliza el concepto de ren-
dimiento del periodo de tenencia (holding-period return, o HPR), que designamos como R,, o
simplemente h. Este concepto es aplicable si el inversionista no tiene la intencién de mantener
el bono hasta su vencimiento, sino que desea venderlo antes.
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Si el periodo de tenencia es m, y el inversionista espera vender el bono después de m periodos
aun precio B_, la férmula para calcular el rendimiento del periodo de tenencia es:

m
B, = 2 C, N B, _¢C - 1 N B,

= (1+h) (1+h)" h (1+h)" (1+h)"
Al sustituir todos los demds valores en esta férmula procuramos encontrar el valor de h, que
cumple con la ecuacién.

La estimacién del precio de venta (B, ) depende de las tasas a plazo derivadas de la estruc-

tura a plazos de las tasas de interés y determinada por el mercado (se explicard este concepto
mas adelante).

EJEMPLO 1

Un bono con valor nominal de $1000 a 20 afios, con el cupén anual y con la tasa de cupén de
10%, se ofrece a $850. Un inversionista desea adquirir el bono, pero cree que tendra que venderlo
en cinco afos. ¢Cual es el rendimiento del periodo de tenencia del bono?

T=20, m=5, B, =estimacién, R,=10%, C =100, B,=850, h=7?

Solucién: Sustituimos en la férmula los datos del problema para el rendimiento del periodo de
tenencia y procuramos hallar h:

B
850 =10 |11 |4 o
h (1+h) (1+h)

El rendimiento del periodo de tenencia depende del precio al que el inversionista espera vender
el bono en cinco afos. A continuacion presentamos una tabla que relaciona un rendimiento del
periodo de tenencia (h) con diferentes estimaciones del precio de venta del bono, B;,.

B, R, (%)
800 10.8167
850 11.7647
900 12.6783
950 13.5601

1000 14.4127

1100 16.0382

Observaciones:

1. Cuando el precio de venta esperado es menor que el precio de compra, la tasa de rendimiento
del periodo de tenencia es menor que la tasa de rendimiento al vencimiento (12%).

2. Cuando el precio de venta del bono es igual a su precio de compra, el rendimiento del periodo
de tenencia es casi igual que el rendimiento al vencimiento (,R,, = 12%).

3. Cuando se espera vender el bono a un precio mayor que el precio de compra, el rendimiento del
periodo de tenencia es mayor que el rendimiento al vencimiento.
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Para ver cémo el precio de venta del bono depende de la tasa de interés vigente en el mo-
mento de venta, calculemos qué tasa de interés en cinco afios es compatible con el precio de
venta de $800.

En cinco afios la vida del bono serd de tan sélo 15 afios. El bono generara 15 cupones de
$100 cada uno y un valor nominal de $1 000. Para calcular la tasa de rendimiento, tratamos el
bono a 20 afios como si fuera uno nuevo con el vencimiento en 15 afios. Para ahorrar tiempo
utilizamos la calculadora financiera:

1 NO.P ANO MODO FINAL, CLEAR DATA, N = 15, VA = 800, PAGO = 100, VF = 1 000
Al pulsar la tecla %IA, obtenemos la respuesta: 13.11%.

De manera andloga podemos calcular que, para que en cinco afios el precio del bono sea
de $1 100, la tasa de interés en el momento de venta tiene que ser de 8.77%.

Asi, si supiéramos cudl ser4 la tasa de interés en el momento de venta, ficilmente podria-
mos calcular el precio. El mejor prondstico de las tasas de interés en el futuro es la tasa a plazo
implicita en los precios de los bonos.

EJERCICIO DE COMPROBACION

Un inversionista compra un bono a largo plazo con valor nominal de $100 y el cupén anual de
$12.5 a $90 (el plazo es irrelevante). El inversionista anticipa una baja de las tasas de interés y
calcula que en tres afios podra vender el bono a $105. Calcule el rendimiento del periodo de te-
nencia anticipado.

Respuesta: R, = 18.53%.

BONOS EN LA CALCULADORA FINANCIERA

En la préctica, el célculo del precio y el rendimiento de los bonos se dificultan debido a deta-
lles técnicos. Compramos el bono en una fecha y lo vendemos en otra, varios afios después.
Es necesario calcular el nimero de dfas entre las dos fechas. Algunos bonos pagan cupones
semestrales, mientras que otros pagan cupones anuales. Algunos utilizan el afio comercial de
360 dfas, otros se basan en el afio real. Con los métodos estudiados en este libro, es posible
tomar en cuenta todas estas complicaciones. Sin embargo, para evitar el tedio, es preferible
usar la calculadora financiera. El médulo BONO de la calculadora HP-17BII est4 disefiado
especificamente para facilitar cualquier tipo de célculos relacionados con los bonos.

FIN

| |
| vbr | [onvi|  [Ecaj|  |[BONO|  |DEPRC]

| TIPO | | PAGO | | MAD | | CcPN% | |DMDA| [OTROS|
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Al pulsar la tecla BONO aparece en la pantalla: 30/360 semianual. Esto quiere decir que la
calculadora propone como tipo de bono el que paga cupones semestrales y que utiliza un mes
de 30 dias y un afio de 360 dfas. Si no estamos de acuerdo con esta especificacién oprimimos
el botén TIPO y obtenemos el siguiente submenti:

360 | R/R | SEMI ANU

360
R/R
SEMI
ANU

afio comercial de 360 dfas y un mes de 30 dias,
afio y mes con el nimero de dias reales,
pago de cupén semestral,

pago de cupén anual.

Después de los ajustes necesarios regresamos al ment del bono oprimiendo la tecla EXIT.
Veremos el siguiente ment:

TIPO | PAGO | MAD | CPN% | DMDA | OTROS |

TIPO
PAGO
MAD
CPN%
DMDA

permite determinar el tipo del bono,

fecha de compra del bono,

fecha de maduracién del bono o fecha de su venta,
tasa de cupén (tasa contractual),

valor nominal del bono, valor de redencion o precio de su venta. Por default el
valor nominal utilizado por la calculadora es de $100. Al pulsar la tecla CLEAR
DATA este valor esta registrado en DMDA. Si el bono se vende antes del ven-
cimiento serd necesario introducir el precio de venta en el registro DMDA.

EJEMPLO

Un bono del Tesoro de Estados Unidos madura el 22 de septiembre de 2008 y ofrece una tasa de
cupon de 6.25%. El bono utiliza el calendario de tipo real/real y el pago de cupones es semestral.
¢Qué precio puede pagar el 24 de julio de 1997 por este bono si desea obtener un rendimiento

de 7.75%"?

Solucidn: En la tabla que sigue presentamos la secuencia de teclas, la pantalla y algunas obser-
vaciones empezando desde el menu principal:

Teclas Pantalla Comentarios
FIN, BONO, CLEAR DATA | R/R SEMIANUAL Entramos en el médulo BONO
24.071997 PAGO PAGO = 24.07.1997 JUE | Introducimos la fecha de compra
22.092008 MAD MAD = 22.09.2008 LUN | La fecha de maduracién
6.25 CPN% CPN% = 6.25 Introducimos la tasa de cupén
OTROS,7.75 RED% RED% = 7.75 El rendimiento deseado
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Terminada la entrada de los datos pulsamos la tecla PRECIO y en la pantalla aparece la respuesta:
PRECIO 588.91. Al pulsar la tecla ACUM obtenemos: 2.1. ACUM es el interés acumulado desde la
fecha del ultimo pago del cupén hasta la fecha de pago, por cada $100 del valor facial. Es el de-
recho a la parte proporcional del siguiente cupén, por lo que debe sumarse al precio para obtener
el precio neto de $91.02.

Supongamos que el precio del bono en el mercado es de $90.5. ;Cual es el rendimiento implicito
en este precio? Introducimos $90.5 en el PRECIO y pulsamos la tecla RED%. Después de unos
segundos, en la pantalla aparece la respuesta: RED% = 7.52.

Observacion: La calculadora computa el precio del bono por cada $100 de valor nominal. Si el
valor nominal es $1 000 en lugar de $100, el precio proporcionado por la calculadora se multiplica
por 10.

Para que el lector aprecie mejor las ventajas de usar el médulo BONO resolveremos el ejem-
plo 1 con el médulo VDT.

Primero utilizamos el médulo CALE para calcular el nimero de dfas entre la fecha de
compra y la fecha de venta del bono.

Desde el ment principal pulsamos la tecla CALE y después la tecla CALC. Como FE-
CHA 1 introducimos 24.071997. La pantalla dice: FECHAL = 24.07.1997 JUE. Como FE-
CHAZ2 introducimos 22.092008. La pantalla dice FECHA2 = 22.09.2008 LUN. Al pulsar la
tecla DIAS obtenemos el nimero de dfas entre las dos fechas: dfas reales = 4 078. En nuestro
caso, es preferible calcular el nimero de dfas en el formato 365D.

Al utilizar el afio de 365 dfas, el nimero de dfas es 4 075. Esto equivale a 11.16 afios 0 22.32
semestres. Dada la tasa de cupén de 6.25%, el interés anual es de $6.25 y el cupén semestral es

de $3.125. El valor nominal es de $100. Ahora podemos utilizar el médulo VDT:
2 NO.P ANO MODO FINAL, N = 22.3288, %IA = 7.75, PAGO = 3.125, VF = 100
Al oprimir la tecla VA, obtenemos la respuesta: VA = 88.92.

Para obtener el rendimiento, si el precio es de $90.5, introducimos este valor (con el signo
cambiado) en VA vy, al oprimir la tecla %IA, obtenemos la respuesta: %IA = 7.52.

EJEMPLO | 2°

El 2 de mayo de 1988 se compra un bono colectivo con la tasa de cupén de 6% que madura el
3 de marzo de 2007. El bono utiliza el calendario 30/360 y los cupones se pagan semestralmente.
¢ Cual tiene que ser el precio del bono para que dé un rendimiento de 5.7%? El bono se vende el
3 de marzo de 1991 (fecha de cupén) con un valor de $102.75. ;Cual es el rendimiento del periodo
de tenencia?

?Ejemplo tomado del instructivo de la calculadora, con algunos cambios en la redaccién.
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Solucidn: En la tabla que sigue se presentan los pasos necesarios para la solucién, junto con
algunos comentarios.

Teclas Pantalla Comentarios
FIN, BONO, CLEAR DATA | 30/360 SEMIANUAL Ajustamos el tipo del bono
2.051988 PAGO PAGO = 02.05.1988 LUN | Introducimos la fecha de compra
3.032007 MAD MAD = 3.03.2007 SAB La fecha de maduracion
6 CPN% CPN% = 6.00 Introducimos la tasa de cupén
OTROS, 5.7 RED% RED% = 5.70 El rendimiento deseado

Al pulsar la tecla PRECIO obtenemos la respuesta: PRECIO = 103.428. Esto contesta la pregunta a).

Para contestar la pregunta b) tenemos que cambiar la fecha de maduracién por la fecha de venta
y el valor nominal por el precio de venta.

Teclas Pantalla Comentarios

3.031991 MAD MAD = 03.03.1331 DOM La fecha de maduracién
102.75 DMDA DMDA = 102.75 Introducimos el precio de venta

Al pulsar la tecla RED% obtenemos la respuesta a la pregunta b): RED% = 5.58.
Respuestas:

a) Para tener un rendimiento de 5.7% el bono debe venderse a $103.43.

b) Con una venta antes del vencimiento, el rendimiento del periodo de tenencia es de 5.58%.

El médulo BONO también sirve para calcular el precio y el rendimiento de los bonos de cupén cero
(de descuento puro). Lo Unico que se requiere es poner cero como tasa de cupén.

EJEMPLO | 3

Un bono de descuento puro fue comprado el 11 de agosto de 1997 y madurara el 30 de junio de
2005. Es un bono semestral’® que usa el calendario 30/360 y su rendimiento al vencimiento es
de 9%. ¢Cual es el precio del bono?

Solucién:
Teclas Pantalla Comentarios
FIN, BONO, CLEAR DATA | 30/360 SEMIANUAL Entramos en el médulo BONO
11.081997 PAGO PAGO = 11.08.1997 LUN | Introducimos la fecha de compra
30.062005 MAD MAD = 30.06.2005 JUE La fecha de maduracion
0 CPN% CPN% = 0.00 Introducimos la tasa de cupén
OTROS, 9 RED% RED% = 9.00 El rendimiento deseado

19En el contexto de los bonos de cupén cero, el hecho de que el bono sea semestral significa que su tasa de ren-
dimiento se compone dos veces al afio.
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Al pulsar la tecla PRECIO obtenemos la respuesta: PRECIO = 49.94.

Respuesta: Para tener un rendimiento de 9%, el bono debe venderse a $49.94.

Si el bono pudiera comprarse a $45, su rendimiento serfa de 10.38%.
Secuencia: PRECIO = 45, RED% = 10.38.

Resulta relativamente f4cil resolver este problema en el médulo VDT.

Primero calculamos el nimero de dias entre la fecha de compra y la fecha de venta del
bono en el médulo CALE. Al utilizar el afio de 360 dias el nimero de dias entre esas dos
fechas es 2,8309. Esto equivale a 7.88 afios o 15.77 semestres. El valor nominal es de $100. La
secuencia de pasos es la siguiente:

2 NO.P ANO MODO FINAL, N = 15.77, %IA = 9, PAGO = 0, VF = 100

Al oprimir la tecla VA obtenemos la respuesta: VA = —49.94.

Ahora introducimos $45 en VA (con signo negativo) y, al apretar la tecla %IA, obtene-
mos el resultado: 10.38%.

Como podemos observar, hay varias maneras de resolver un problema. Algunas veces
hacerlo con diferentes métodos sirve para fortalecer nuestra confianza en el resultado.

EJERCICIO DE COMPROBACION

¢Qué precio debe pagar el 16 de junio de 1999 por un bono del Tesoro que vence el 1 de mayo de
2002 si desea obtener un rendimiento de 7.25? El valor nominal es de $100, el cup6n es semestral,
la tasa de cupén es de 6.5% y el calendario de 360/30.

Respuestas: Precio de mercado: $98.07, precio neto: $98.88.

FORMULAS DEL CAPITULO

Valor del cupén Rendimiento corriente
C
C = BN X RC chrricmc =
B,
Precio del bono con cupones Rendimiento al vencimiento compuesto realizado
C 1 B !
By=—|1- +——N =[A+R,)(1+R,)(1+Ry)]"™~1
e e lervee S IS (RT N (BT AER (BT N)

Rendimiento del periodo de tenencia

B=C(l— L ]+ B
° h (L+h)" (1+h)"
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Términos clave

Bono redimible Rendimiento corriente

Cupén Rendimiento del periodo de tenencia

Curva de rendimiento Rendimiento hasta la redencién

Derecho al cupén Riesgo de precio

Descuento Riesgo de reinversién

Estructura a plazos Supuesto de reinversién de cupones

Patrén de rendimientos crecientes Tasa de cupén

Precio neto Tasas a plazo

Prima Teoria de las expectativas

Rendimiento al vencimiento Valor de redencion
PREGUNTAS Y PROBLEMAS

1. ;A qué precio debe usted comprar un bono de $1 000 a 15 afios, con el cupén anual y la tasa de cupén de
8.5%, para obtener el rendimiento al vencimiento de 10.4%?

2. Un inversionista que desea obtener el rendimiento al vencimiento de 21% contempla un bono a tres afios
con valor nominal de $1 000 que ofrece cupones trimestrales, con la tasa de cupén de 18%. Al vencimien-
to el bono se redime a 108% de su valor nominal. ;Cuédnto puede ofrecer el inversionista por este bono?

3. Un bono con valor nominal de $100 a 10 afios tiene la tasa de cupén de 11% (cupdn semestral) y se vende

a $96. Calcule:
a) el rendimiento corriente del bono,
b) el rendimiento al vencimiento del bono.
c) qué precio debe tener el bono para ofrecer el rendimiento al vencimiento de 12%.
4. Un bono con el valor nominal de $100 a 20 afios a 9% (cupén semestral) se vende a $98.
a) ;cudl es el rendimiento al vencimiento del bono?,

b) supongamos que después de seis afios la tasa de interés para este tipo de bonos sube a 11%. ;A qué
precio se venderfa el bono en su sexto afio?,

c) cudl serfa el rendimiento del periodo de tenencia del comprador original?

5. Un bono paga el cupén semestral de $65. El bono es vendido 72 dfas después de la fecha de cupén. Calcule
el derecho al cupén que el comprador tiene que pagar al vendedor.

6. Un bono semestral a cinco afios con valor nominal de $1 000 y la tasa de cupén de 9% vence el 15 de no-
viembre de 2004. El bono fue comprado el 3 de enero de 2 000 con rendimiento al vencimiento de 11.7%.
Calcule:

a) el precio de mercado,
b) el derecho al cupén,
c) el precio neto del bono.

7. Un bono semestral a cuatro afios con valor nominal de $1 000 y tasa de cupén de 8% ofrece el rendimiento
al vencimiento de 10.4%. Calcule:



10.

11.

12.
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a) el precio del bono,
b) el rendimiento semestral que se deriva del descuento,
c) sumando el resultado del punto b) al cupén, calcule el rendimiento requerido.

Un bono con valor nominal de $1 000 a 10 afios, con cupén semestral y tasa de cupén de 14% se vende a
$975. El bono puede ser redimido después de cinco afios a un precio de redencién de $1070. Calcule:

a) el rendimiento al vencimiento del bono,
b) el rendimiento hasta la redencién.

Después de un afio, el bono del problema anterior se vende a $950. Calcule el rendimiento del periodo de
tenencia.

Un bono anual con valor nominal de $1 000 a 20 afios y tasa de cupén de 9% se vende con el rendimiento
de 10.15%. Después de un afio el duefio quiere vender el bono, pero entonces el rendimiento de este tipo
de instrumentos subié a 12.5%. Calcule:

a) el precio de compra del bono,
b) el precio de venta después de un afio,
c) el rendimiento del periodo de tenencia.

Un bono con valor nominal de $100 madura el 30 de diciembre de 2010. El bono utiliza el calendario
30/360 y el pago de cupén es semestral. La tasa de cupén es de 7.8%.

a) ;qué precio puede pagar por el bono el 27 de abril de 1998 si desea obtener un rendimiento de 8.5%?,

b) supongamos que compra el bono por $95 y lo vende el 20 de agosto de 2002 por $102. ;Qué rendimien-
to del periodo de tenencia habr4 realizado?

Un bono de $100 madura el 15 de septiembre de 2008. El bono utiliza el calendario R/R y paga el cupén
semestral, con la tasa de cupén de 9.5%. El bono se compré el 16 de junio de 1999 con el rendimiento de
10.1%. Calcule:

a) el precio de mercado del bono,
b) el derecho al cupén,

c) el precio neto.






CAPITULO 13

Estructura a plazos
de las tasas
de interés

Objetivos del aprendizaje

Después de estudiar este capitulo, el alumno serd capaz de:

* |Interpretar la pendiente de la curva de rendimiento.
® Explicar la teoria de las expectativas de las tasas de interés.
e Comparar las estrategias de inversién en instrumentos a diferentes plazos.

® Calcular la tasa a plazo, a partir de los precios de mercado de los bonos a
diferentes plazos.

e Calcular las tasas a plazo de los Cetes.
e Entender la teoria de preferencia por liquidez.

e Utilizar la curva de rendimiento en la toma de decisiones.

319
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CURVA DE RENDIMIENTO

La curva de rendimiento (yield curve) describe la relacién entre el rendimiento y el plazo de los
instrumentos de renta fija. Es la presentacién grafica de la estructura a plazos de las tasas de
interés. Si los instrumentos a plazos m4s largos tienen mayores rendimientos que los instru-
mentos a plazos mds cortos, decimos que la estructura a plazos tiene un patrén de rendimientos
crecientes con el vencimiento. Dicho de otra manera, la pendiente de la curva de rendimiento
es positiva. En el caso contrario, decimos que el patrén de rendimientos es decreciente. Un
ejemplo del patrén creciente: en el mismo dia un Cete a 28 dfas rinde 9.2%, uno a 91 dfas
rinde 9.5% y uno a 182 dfas rinde 9.95%.
Una observacién de los datos sugiere que las tasas a largo plazo son generalmente m4s altas
y mds estables que las tasas a corto plazo. Lo contrario sucede con los precios de los bonos.
Los precios de los La curva de rendimiento pura (the pure yield curve) se construye con base en los rendi-

bonos a largo mientos de bonos de cupén cero. Si lo tinico que tenemos son los bonos con cupones, cada
plazo son mas
volatiles que los
de corto plazo.

cupén debe ser tratado como si fuera un bono de cupén cero. Los detalles técnicos sobre cémo
construir una curva de rendimiento con base en los precios de los bonos con cupones estdn
disponibles en textos de finanzas més avanzados'. Aqui sélo damos un ejemplo de la diferencia
de rendimiento de los bonos con distinta tasa de cupdn, incluso si para el célculo de su precio
se usan las mismas tasas de interés.

Figura 13.1

La curva de rendimiento
tipica muestra un patrén
de rendimientos crecien-
tes con el plazo.

Rendimiento

Plazo

EJEMPLO 1

El bono A con valor nominal de $1 000 a tres afios ofrece cupones anuales de $40. El bono B tiene
el mismo valor y plazo, pero ofrece cupones anuales de $120. Se conocen con certidumbre las
tasas a corto plazo (a un afio) en cada uno de los siguientes tres afios: 8, 9.5y 11%. Calcule los
precios y los rendimientos al vencimiento de los dos bonos.

17vi Bodie y otros, Investments, 6a. ed., Irwin, McGraw-Hill, 2005.
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Solucién: El precio de un bono es el valor presente de sus flujos de efectivo.

40 40 " 1040

= + = 830.84
1.08 10952 1.11°

B,
Dado que la tasa de cupon es mucho mas baja que las tasas a corto plazo durante la vida del
bono, éste se vende con mucho descuento.

El rendimiento al vencimiento es la tasa de descuento que iguala el valor presente de los flujos de
efectivo con el precio del bono.

40 40 1040
T 2" 3
Y (1+y) (1+y)

=83084 = y,=1091%

El rendimiento al vencimiento es la media ponderada por el peso (dollar weighted return). Ya que
el mayor flujo de efectivo se produce en el tercer afo, el rendimiento al vencimiento esta muy
cercano al rendimiento de este afo (11%).

El precio y el rendimiento del bono B se calcula de manera analoga:

_ 120 120 1120
#0108 10052 1112

B =1030.13

120 120 1120
T+y 2 " 3
Yoo (+y)® (1+y)

=1030.18 = y, =10.77%

Bonos con cupo- Como la tasa de cupén del bono B es mayor que las tasas a corto plazo durante su vida, el bono
nes con el mismo B se vende con una prima. El rendimiento al vencimiento del bono B es menor que el del bono
plazo pueden A, puesto que sus flujos de efectivo se producen mas temprano y soélo pueden ser reinvertidos a
tener diferentes tasas mas bajas.

rendimientos,

en funcion de su En vista de que el rendimiento de los bonos con cupones depende de la tasa de cupon, estos
tasa de cupon. bonos no pueden ser utilizados para construir la curva de rendimiento en forma directa.

TEORIA DE LAS EXPECTATIVAS

El hecho de que los instrumentos a largo plazo ofrezcan tasas mds altas puede deberse a expec-
tativas de inflacién creciente o a la preferencia por la liquidez.

Una de las teorfas mds importantes para explicar la estructura de plazos de las tasas de
interés es la teoria de las expectativas. Segin ésta, las tasas a corto plazo (short interest rates) espe-
radas en el futuro son iguales a las tasas a plazo calculadas a partir de los precios de los bonos. Si
las tasas de los instrumentos a plazos mds largos son m4s altas que las tasas de los instrumentos
a corto plazo, se debe a que el mercado espera que las tasas en el futuro sean mds altas que en
el presente.

Las tasas a corto plazo que prevalecerdn en el futuro son desconocidas. Lo mejor que
podemos hacer es calcular las tasas a plazo (forward rates) con base en los precios conocidos
de los bonos a diferentes plazos.



322 CAPITULO 13 ESTRUCTURA A PLAZOS DE LAS TASAS DE INTERES

Las tasas de inte-
rés esperadas en
el futuro son
iguales a las tasas
a plazo calculadas
a partir de los pre-
cios de los bonos.

Antes de proseguir, tenemos que definir los tres tipos de interés que utilizaremos en la
exposicion.

La tasa spot es el rendimiento al vencimiento de los bonos cupén cero a diferentes plazos,
calculado desde hoy hasta el vencimiento.

La tasa a corto plazo en el periodo n es la tasa de interés de un bono cupén cero a un afio,
que prevalecerd durante el periodo n.

La tasa a plazo del periodo n (,, _f,) es el rendimiento de un bono a un afio en el pe-
riodo n, calculado con base en el rendimiento al vencimiento del bono a n periodos y del
bono an — 1 periodos.

Por ejemplo, la tasa a plazo en el tercer afio es la tasa de rendimiento entre el segundo y
tercer afio calculada a partir de los precios de los bonos a tres y a dos afios. La designaremos
3ok

En la exposicion utilizaremos los siguientes simbolos:

oRr rendimiento al vencimiento de un bono a T afios,
o tasa a plazo de un afio, observada desde el afio t hasta el afio (¢ + 1),

E(R, ;) tasade interés esperada en el periodo t.

Segiin el principio fundamental de la teorfa de las expectativas:

:fz+1:E(th+1)

La tasa a plazo se basa en los supuestos, bastante restrictivos, de que los inversionistas no tie-
nen preferencia por el plazo y de que son neutrales respecto al riesgo.

La tasa a plazo es la tasa de equilibrio que iguala el rendimiento de un bono cupén cero
a n periodos con el rendimiento de un bono cupén cero a (n— 1) periodos, invertido en el
periodo entre (n — 1) y n en un bono de cupén cero a un periodo. Es mds facil explicar este
concepto mediante un ejemplo.

Tenemos a un inversionista que desea invertir $100 a dos afios. El inversionista puede
seguir dos estrategias alternativas:

1. Comprar un bono a dos afios con un rendimiento de 9%.

2. Comprar un bono a un afio que rinde 8% y después reinvertir el producto de venta de este

bono en otro a un afio con el rendimiento esperado en el segundo afio, E(;R,).

Se supone que los mercados son eficientes y que los inversionistas no tienen ninguna prefe-
rencia por el plazo y consideran que el bono a dos afios tiene el mismo riesgo que el bono a
un afio.

Si se cumplen esos supuestos, la competencia entre los inversionistas hace que el rendi-
miento final de las dos estrategias de inversién sea idéntica.

El valor final de la primera estrategia es facil de calcular:

Valor final (1) = 100(1.09)? = 118.81



Figura 13.2

Dos alternativas
de invertir $100
a dos afos.

En un mundo sin
incertidumbre

y sin marcadas
preferencias por
el plazo, el rendi-
miento que se re-
cibe en cada afio
de los bonos a
diferentes plazos
debe ser igual.
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El valor final de la segunda estrategia depende de la tasa esperada sobre el bono a un afio
durante el segundo afio, E(;R,):

Valor final (2) = 100(1.08)[1 + E(,R,)]

Segtn la teoria de las expectativas, las dos estrategias deben dar el mismo resultado. Si acep-
tamos esto, podemos calcular el valor esperado de la tasa de interés en el segundo afio de la
siguiente manera:

118.81 = 108[1 + E (;R,)]  donde  E(,R,) = 0.1001 = 10.01%

Un inversionista selecciona la segunda estrategia (un bono a un afio con un rendimiento mas
bajo, seguido por otro bono a un afio), si espera que la tasa de interés en el segundo afio suba.
Concretamente, si el rendimiento de un bono a un afio en el segundo afio es de 10.01%, para
un inversionista que tiene un horizonte de inversién de dos afios, los resultados financieros de
las dos estrategias serdn idénticos.

Si la tasa de interés en el segundo afio es mayor que 10.01%, el inversionista que opté por
la segunda estrategia obtendrd un rendimiento adicional. En el caso contrario, obtendra un
rendimiento menor que con la primera estrategia.

Si los inversionistas creen que la tasa en el segundo afio no serd mayor que la tasa del
primero, tratan de comprar bonos a dos afios para “amarrar” el rendimiento a nivel de 9%.
La demanda de bonos a dos afios subir4 sus precios y bajard su rendimiento. En cambio, una
menor demanda de los bonos a un afio reducir4 sus precios y aumentard su rendimiento.

Segtin la teorfa de las expectativas, la competencia entre los inversionistas seguird hasta
que las tasas a plazo se igualen a las tasas esperadas a lo largo del periodo de tenencia. En otras
palabras, al comparar el precio del bono a dos afios con el precio del bono a un afio podemos
calcular la tasa de interés que el mercado espera que prevalezca entre el primer y segundo
afio. Esta tasa se llama tasa a plazo (forward) entre el afio uno y el dos; simbdlicamente la
designamos f,.

Las expectativas acerca de los cambios de las tasas de interés en el futuro afectan tanto
las estrategias de los deudores como las de los acreedores. Si se espera que las tasas suban, los
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deudores (emisores) tratardn de endeudarse a largo plazo, en un intento por amarrar las tasas
actuales mds bajas. Esto aumentar4 la oferta de bonos a largo plazo, empujando sus precios a
la baja y aumentando su rendimiento. En cambio, los acreedores (inversionistas) procurardn
ofrecer crédito a corto plazo evitando los bonos a largo plazo. Esto reducird la demanda de
bonos a largo plazo y aumentara su rendimiento. Los deseos de los acreedores de prestar a
corto plazo y los deudores de pedir prestado a largo plazo refuerzan el patrén de rendimientos
crecientes a plazo.

Sucede lo contrario si el mercado espera una reduccion de las tasas de interés.

La tasa forward se calcula a partir de los precios de mercado de los bonos. Al precisar el
procedimiento que aplicamos en nuestro ejemplo tenemos:

Rendimiento de la estrategia 1 = rendimiento de la estrategia 2
(14 R) =1+ R) (L + f,)

donde jR, eselrendimiento al vencimiento del bono a dos afios,
oR;  es el rendimiento al vencimiento de un bono a un afio,

f,  eslatasa forward entre el primer y segundo afio.

La tasa a plazo del primer afio al segundo f, es:

(1+4R,)"

1+,f,=
T (1R

En términos generales, segin la teorfa de las expectativas, el rendimiento al vencimiento de un
bono a T afios debe ser igual al promedio geométrico de las tasas a plazo a lo largo de su vida:

(1+ORT)T: (1+0R1)(1+1fz)(1+2f3)'”(1+T—1fT)

I+, R = [(1"'oRI)(1+1fz)(1+zf3)"'(1+ T—1fT)]I/T

Si tenemos los rendimientos de un bono a dos afios y otro a tres podemos calcular Ia tasa de
interés a plazo del segundo al tercer afio, implicita en los precios de estos bonos. Para lograrlo,
hacemos el siguiente desarrollo:

(1“L0R3)3 _ (L+ R+, )1 +,15)

(1+0R2)2 (1+oR)(1+,1;)

=1+,f;

Asf obtenemos una férmula para el rendimiento a plazo del segundo al tercer afio generaliza-
ble a dos periodos consecutivos cualesquiera:

3
1_’_2](3 — (1+OR3)2
1+

02
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La generalizacién consiste en una sustitucién adecuada de los subindices. Si, por ejemplo,

tenemos los rendimientos de los bonos a cuatro y cinco afios, podemos calcular la tasa a plazo
del cuarto afio al quinto:

5
+
1+4f5 — (1 OR5)4
(1+oRy)
Al emplear los simbolos, tenemos:

+ t+1

1+ tft+1 — (1 ORt+1)t

(1 + ORL)

Si los precios de los bonos son a diferentes plazos, podemos calcular los rendimientos a plazo
implicito en los precios de estos bonos. Con este fin:

1. Calculamos el rendimiento al vencimiento de los bonos a diferentes plazos.

2. Utilizamos la férmula para el rendimiento a plazo, basada en la teorfa de las expectativas.

EJEMPLO 1

Con base en los precios de los bonos de cupén cero a diferentes plazos,? observados en el mer-
cado, se calcula el rendimiento al vencimiento (las tasa spot) de dichos bonos. La informacién
necesaria esta resumida en la siguiente tabla:

Plazo (ahos) Precio Rendimiento al vencimiento (%)
1 925.93 8.0
2 849.46 8.5
3 776.45 8.8
4 708.43 9.0
5 641.06 9.3
7 513.16 10.0

a) ¢Cual es la tasa de interés a plazo para el tercer ano?

b) ¢Cual es la tasa de interés anual promedio para los afios quinto y sexto?

10 1

9

Rendimiento (%)

Plazo en afos

2El valor nominal de cada bono es de $1 000.
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Solucién:

a) Aplicamos la férmula para la tasa a plazo para el tercer afio:

4
1+ ,R 4
f ot - (1+oRs)" _ 1.09* _ 14116 e
+ oRa)S 1.0883 1.2879

Una solucién alternativa es dividir el precio del bono a tres afios entre el precio del bono a cuatro
afos:

B
14yf, = =8 = 17045 4o
B, 70843

b) Primero calculamos la tasa a plazo a dos anos, entre el afio quinto y el séptimo, y después sa-
camos el promedio geométrico.

7
1+ ,R v
1+5f = (1+oRy) _ 147 _ 19487 =1.2492
+ 0/?5)5 1.093° 1.5599

Podemos obtener el mismo resultado dividiendo el bono a cinco afios entre el bono a siete afos:

B
frgt, =25 _ 641.06
B, 513.16

=1.2492

La tasa a dos afos es de 24.92%. La tasa promedio anual es la raiz cuadrada de 1.2492 menos
uno.

ofs = of, =12492'/2 —1= 12492 —1= 01177 = 11.77%

Respuestas:

a) Latasa a plazo para el tercer afio, implicita en los precios de los bonos, es 9.6%.

b) La tasa a plazo promedio para el quinto, sexto y séptimo afio es 11.77%.

Observaciones:

e Cuando la estructura a plazos de las tasas de interés muestra un patréon de rendimientos cre-
cientes (como en el ejemplo 1), las tasas a plazo para los ultimos afos de los bonos son mayores
que el rendimiento al vencimiento.

e | o0 contrario seria cierto si el patron de rendimientos fuese decreciente, como se ilustra en el
siguiente ejemplo.




TEORIA DE LAS EXPECTATIVAS 327

EJEMPLO | 2

La siguiente tabla presenta los rendimientos al vencimiento de bonos a diferentes plazos:

Plazo (afios) Rendimiento al vencimiento (%)

1

a ~ 0N

10.0
9.5
9.0
8.3
8.0

a) ¢Cual es la tasa forward para el segundo afio?
b) ¢Cudl es la tasa forward para el cuarto afo?

Solucién:
3
+ oR3) 1.09°

1295

(1
a) 1+,f; = =
2 2
4+ 0R2) 1.095

+oRs)°  1.08°

= =1.0801
1.199

_ 14698 _ oo

(1
b) 14 ,f = =
4 4
+oR,) 1.083

"~ 1.3757

Respuestas: a) la tasa a plazo para el segundo afo es 8.01%,

b) la tasa a plazo para el cuarto afio es 6.81%.

Cuando el patrén de rendimientos de los bonos es decreciente, el rendimiento a plazos de los
ultimos afios es menor que el rendimiento al vencimiento.

La técnica para calcular las tasas a plazo presentada arriba es muy ttil para determinar las
estrategias de inversién y de endeudamiento. También es utilizada en la toma de decisiones en

contratos a futuro sobre las tasas de interés.

Cuando los plazos son m4s cortos que un afio, es necesario modificar un poco el procedi-
miento esbozado. En lugar del interés compuesto se utiliza el interés simple.

EJEMPLO | 3

La siguiente tabla presenta los rendimientos de los Cetes a diferentes plazos:

Plazo (dias) Rendimiento al vencimiento (%)

28 18.70
el 19.60
82 20.50

350 20.85
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a) ¢Cual es la tasa de interés a plazo de 63 dias dentro de 28 dias?

b) ¢Cual es la tasa a plazo de 168 dias dentro de 182 dias?

Solucién:

a) Siinvertimos $1 a 28 dias, al cumplirse el plazo tendremos:

0.187

il 4 X 28 =1.0145

Si invertimos $1 a 91 dias, al cumplirse el plazo tendremos:

0.196
360

il== X 91=1.0495

Para calcular la tasa a plazo vigente entre el dia 28 y 91 despejamos ,4fy; de la siguiente ecua-
cion:

1.0145 (1 + yefo) = 1.0495 = ,ufe, = 0.0345 = 3.45%

Asi, 3.45% es la tasa a plazo de 63 dias dentro de 28 dias. Para anualizar esta tasa la dividimos
entre 63 y multiplicamos por 360. El resultado es 19.71%. Si consideramos que dentro de 28 dias
las tasas a 63 dias seran mas altas, podemos vender el contrato a plazo sobre las tasas de interés.
Si nuestras expectativas se cumplen obtendremos una ganancia. En el caso contrario sufriremos
una pérdida. En cambio, si esperamos que las tasas a 63 dias dentro de 28 dias sean mas bajas,
podemos comprar un contrato a plazo sobre las tasas de interés.

b) Siinvertimos $1 a 350 dias, en 350 dias tendremos:

0.2085
360

il4F X 350 = 1.2027

Si invertimos $1 a 182 dias, al cumplirse el plazo tendremos:

0.205
360

1=F X182 = 1.1036

Para calcular la tasa a plazo vigente entre los dias 182 y 350 despejamos ;4,f35, de la siguiente
ecuacion:

11086 (1 + ygofagy) = 1.2027 = 1gofssy = 0.0898 = 8.98%

Para anualizar esta tasa, la dividimos entre 168 y multiplicamos por 360. El resultado es 19.23%,
que puede parecer extrafio porque afirmamos que si el patron de rendimientos a plazo es crecien-
te, las tasas a plazo son mayores que las tasas presentes. La contradiccion es aparente, porque
si tomaramos las tasas efectivas a 182 y 350 dias, nos dariamos cuenta de que el patrén de rendi-
mientos es realmente decreciente: la tasa efectiva a 182 dias es igual a 21.54% y la tasa efectiva
a 350 dias es de tan so6lo 20.91%.

Respuestas: a) la tasa a plazo a 63 dias dentro de 28 dias es de 19.71%,

b) la tasa a plazo a 168 dias dentro de 182 dias es de 19.23%.
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Para fortalecer la comprensién de la metodologia, calculemos la tasa a plazo a 91 dias dentro
de 91 dfas, consolidando nuestro procedimiento en una sola férmula.

182
1+0.205 — 360

o1fiss = %f — 1|5 = 02039 = 2039%
140196 -
360

La tasa a plazo a 91 dfas dentro de 91 dfas es de 20.39%.
Al generalizar la férmula utilizada para resolver el problema 3, presentamos la férmula
para la tasa a plazo de los Cetes (y otros certificados con el vencimiento menor a un afio).

m

1+R,

1+R, —— m-—n
360

donde  f. es la tasa a plazo de un instrumento a (m —n) dfas, vigente dentro de n dfas,

m es el plazo en dfas del Cete a un plazo més largo,

R, es la tasa de interés anual del Cete a un plazo m4s largo,
n es el plazo del Cete a un plazo m4s corto,

R, es la tasa de interés anual del Cete a un plazo m4s corto,

m—n es el plazo en dfas desde el vencimiento del Cete a un plazo m4s corto hasta
el vencimiento del Cete a un plazo més largo.

EJEMPLO | 4

Continuamos con el ejemplo 3. Usted tiene una cuenta por cobrar de un $1 000 000 dentro de
91 dias. Al recibir el dinero planea invertirlo en Cetes a 91 dias, pero cree que las tasas de interés
pueden bajar y desea amarrar el rendimiento actual. Con este fin, compra un contrato a plazo
sobre la tasa de interés (posicién larga). El contrato establece que si dentro de 91 dias la tasa
de interés de los Cetes a 91 dias es menor que 20.39%, el banco (o la contraparte que asume
la posicion corta en el contrato) le va a pagar la diferencia de rendimiento sobre la cantidad de
$1 000 000. Después de 91 dias, la tasa de interés sobre los Cetes a 91 dias es de 19.2%. ¢ Cuanto
gana con su contrato a plazo?

Solucidén: Hay dos maneras de resolver este problema:

1. El contrato le garantiza el rendimiento de 20.39% sobre los Cetes a 91 dias dentro de 91 dias,
sobre la cantidad de $1 000 000. Si el rendimiento efectivamente fuese de 20.39%, después de
91 dias tendria:

0.2039
360

1000 000(1 4 X 91) = 1051 540.88
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En realidad, después de 91 dias, el rendimiento de los Cetes es apenas de 19.2%. Si invierte a esta
tasa, después de 91 dias va a tener:

1000 000(1 + 051 ?)2 x 91) = 1048 533.33

Asi, a consecuencia de la baja de las tasas de interés, puede ganar $3 007.55 menos de lo que
hubiera ganado. El banco le tiene que pagar el valor presente (dentro de 91 dias) de esta cantidad.
Como tasa de descuento se usa la nueva tasa de interés.

VP(3007.55) = — 00758 _ 5 gag34

1+ 0.192 X 91

2. Ladiferencia en las tasas de interés es: 20.39 — 19.2 = 1.19%. Al ajustar esta tasa al periodo de
91 dias y al aplicarla a $1 000 000, obtenemos $3 007.55. El valor presente de esta cantidad es
$2 868.34.

Respuesta: Si las tasas de interés bajan, su contrato a plazo sobre las tasas de interés le produce
una ganancia de $2 868.34, apenas lo suficiente para obtener el mismo rendimiento que hubiera
obtenido si las tasas no hubieran bajado.

En otras palabras, el contrato a plazo sobre las tasas de interés cubre el riesgo de las tasas de
interés, en este caso, la posibilidad de que las tasas bajen. El lado oscuro de la cobertura es que
elimina la ganancia adicional si las tasas de interés suben.

Supongamos que en el ejemplo 4, después de 91 dias, la tasa de interés sobre los Cetes a 91
dfas es de 22.5%. Ahora, usted tiene que pagar la diferencia al banco que le vendié el contrato
a plazo. A continuacién calculamos esta diferencia:

22.5% — 20.39% = 2.11%
(2.11/360)91 = 0.5334%
0.5334% de $1 000 000 es $5 333.61
VP (5 333.61) = $5046.58  (al utilizar como tasa de descuento 22.5% ajustada a 91 dias).
Después de 91 dias tiene que pagar a la contraparte que asumié la posicién corta en el contra-

to a plazo la cantidad de $5 046.58. En otras palabras, la cobertura le privé de una ganancia
adicional de ese mismo monto.

EJERCICIO DE COMPROBACION

El rendimiento de un bono a cinco anos es de 4.6%, el rendimiento de un bono a 10 afios es de
5.9%. Calcule la tasa a plazo promedio entre el quinto y décimo afo implicita en estos datos.

Respuesta: 7.22%.
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TEORIA DE LA PREFERENCIA POR LIQUIDEZ

La teoria de las
expectativas
interpreta la
pendiente posi-
tiva de la curva
de rendimiento
Ccomo una ex-
pectativa de cre-
cimiento de las
tasas de interés
en el futuro.

Si la curva de rendimiento tiene pendiente positiva significa que las tasas a plazo son mayores
que el rendimiento al vencimiento hasta la fecha. Mateméticamente se expresa:
oR 41> oR, si y sélo si g1 > 0R,

El rendimiento al vencimiento de un instrumento a un plazo es la media geométrica de las
tasas a corto plazo de todos los afios hasta el vencimiento. Para que la media creciera, la tasa
del dltimo periodo tiene que ser mayor que el promedio hasta la fecha. Dado que las tasas a
corto plazo del futuro son desconocidas y las aproximamos con las tasas a plazo, la del Gltimo
periodo debe ser mayor que el promedio.

Segtin la teoria de las expectativas, la tasa forward calculada con base en los precios de
los bonos es igual a la tasa a corto plazo esperada en el futuro. Si la tasa forward es mayor que
la tasa a corto plazo actual, la teorfa infiere que el mercado espera un incremento de las tasas
de interés en el futuro.

La teoria de la preferencia por liquidez proporciona una explicacién alternativa de la pen-
diente positiva de la curva de rendimiento. Segin este enfoque, dado que los bonos a largo
plazo implican un mayor riesgo de precio que los bonos a corto plazo, los inversionistas prefie-
ren invertir a corto plazo. Para invertir a largo plazo necesitan un incentivo especial: la prima
de riesgo.

Incluso, si no se espera un incremento de las tasas de interés en el futuro, la demanda de
bonos a largo plazo es menor que la de bonos a corto plazo. Ademds, los emisores prefieren la
deuda a largo plazo porque reduce el riesgo de quiebra. En consecuencia, hay una fuerte oferta
de los bonos a largo plazo y una limitada demanda. Los precios de los bonos a largo plazo bajan
y sus rendimientos suben.

Segtin la teorfa de la preferencia por liquidez, las tasas a plazo son mayores que las tasas
esperadas en el futuro debido a la prima de liquidez.

t—lft >E(t—1Rt)

—1f, —E(,_{R,) = prima de liquidez

La prima de liquidez eleva la pendiente de la curva de rendimiento. Tenemos varios casos
posibles:

1. El mercado espera que, en el futuro, las tasas de interés permanezcan iguales. Segin la
teorfa de las expectativas, la curva de rendimiento deberfa ser plana. Segiin la teorfa de
la preferencia por liquidez, la curva de rendimiento debe ser ascendente.

2. El mercado espera que las tasas de interés sean mayores en el futuro que en la actualidad.
Segiin la teorfa de las expectativas, la curva de rendimiento serfa ascendente. Segtin la
teorfa de la preferencia por liquidez, la curva de rendimiento debe ser ascendente, pero
mds empinada que en ausencia de la prima de liquidez.
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Figura 13.3
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3. El mercado espera que las tasas de interés sean en el futuro menores que en la actualidad.
Segin la teorfa de las expectativas, la curva de rendimiento tendrfa pendiente nega-
tiva. Segin la teorfa de la preferencia por liquidez, la curva de rendimiento puede ser
negativa, plana, ascendente o con una joroba.

La distancia vertical entre la curva de rendimiento, segin la teorfa de las expectativas y la
teorfa de la preferencia por liquidez, es la prima de riesgo. En cualquier caso, la curva de rendi-
miento de la teorfa de la preferencia por liquidez tiene mayor pendiente que la de la teorfa de
las expectativas. La configuracién concreta depende de que la prima de liquidez sea constante
o cambie con el plazo.

Mientras que la expectativa de crecimiento de las tasas de interés produce siempre una
pendiente positiva de la curva de rendimiento, lo inverso no tiene que ser cierto. Si aceptamos
la hipétesis de la preferencia por liquidez, la pendiente positiva de la curva de rendimiento no
implica necesariamente la expectativa de tasas de interés mds altas en el futuro. Si la prima
de liquidez es grande y creciente con el plazo, podemos tener una curva de rendimiento ascen-
dente incluso si el mercado espera que las tasas de interés bajen.

Si la curva de rendimiento tiene pendiente negativa (curva de rendimiento inversa) in-
dica que el mercado espera un descenso de las tasas de interés, independientemente de si se
toma en cuenta o no la prima de liquidez. Las tasas de interés pueden bajar porque baja la in-
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flacién o las tasas reales. Cuando observamos una curva de rendimiento inversa necesitamos,
antes de sacar cualquier conclusién, contestar la pregunta: ;por qué el mercado espera que

bajen las tasas de interés?

Como vimos en la discusién anterior, la curva de rendimiento proporciona mucha in-
formacion, pero no es facil usarla para tomar decisiones financieras. En Estados Unidos, la
Reserva Federal utiliza la curva de rendimiento como para predecir las recesiones. En una
investigacién reciente se descubrié® que, si el rendimiento a corto plazo es 2.4 puntos por-
centuales por arriba del rendimiento de los bonos a 10 afios, la probabilidad de una recesién

cercana es de 90%.

FORMULAS DEL CAPITULO

Teorfa de las expectativas

tft+1 :E(thH)

Tasa a plazo entre el periodo ty t +1

1+ R t+1
1+[ft+1 — ( 0 t+1)t
(I+0RI)

Términos clave

Curva de rendimiento

Estructura a plazos

Indicador adelantado

Patrén de rendimientos crecientes
Prima de liquidez

PREGUNTAS Y PROBLEMAS

La prima de liquidez
_1f. —E(,.{R,) = prima de liquidez

Tasa a plazo entre n y m dfas

m
. CRsgs | e
1+R, m-n

360

Tasas a corto plazo

Tasas a plazo

Tasas spot

Teorfa de la preferencia por liquidez
Teorfa de las expectativas

1. Se supone que conocemos las tasas de interés de los bonos a un afio (las tasas a corto plazo) durante los
préximos cuatro afios. (La tasa de interés en afio cero se refiere a la tasa de un bono a un afio en el afio

cero.) La tasa de afio 3 se refiere al periodo entre 3 y 4).

Afio Tasa de interés (%)
0 5.5
1 6.0
2 6.3
3 6.5

3 Michael M. Phillips, “Makeup of Leading Indicators May Shift”, The Wall Street Journal, 12 de agosto de 1996.
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Calcule los precios y los rendimientos al vencimiento de los bonos cupén cero a uno, dos, tres y cuatro
afios. El valor nominal es de $1 000.

2. Con base en los datos de problema 1, calcule el precio y el rendimiento al vencimiento de dos bonos con
cupones a cuatro afos si el primer bono paga un cupén anual de $50 y el segundo bono paga el cupén anual

de $100.

3. El bono a un afio rinde 6.1%, mientras que el bono a dos afios rinde 6.5%. ;Cudl serfa la tasa de un bono
a un afio dentro de un afio, para que las estrategias de invertir en bonos a dos afios y a uno fueran equiva-
lentes?

4. Su horizonte de inversién es de tres afios. Puede invertir en un bono cupén cero a tres afios que rinde 6%,
o en un bono a un afio a 6.3% y después reinvertir dos veces en los bonos con el mismo plazo. ;Qué tasa
de interés en los bonos a un afio, en el segundo y tercer afio, hard que las dos estrategias de inversién pro-
duzcan el mismo resultado?

5.
Plazo (afios) Rendimiento al vencimiento (%)
1 8.5
2 9.2
3 9.4
5 9.1
6 8.7
a) Calcule la tasa a plazo entre el segundo y tercer afio.
b) Calcule la tasa a plazo (promedio) entre el tercer y quinto afio.
c) Calcule la tasa a plazo entre el quinto y sexto afio.
d) Dibuje la curva de rendimiento.

6. Rendimiento de los Cetes a diferentes plazos:

Plazo (dias) Rendimiento anual (%)
28 18.5
91 19.2
182 204
350 19.6

a) Calcule la tasa a plazo en el periodo entre los dias 28 y 91.

b) Calcule la tasa a plazo a 168 dias que estard vigente dentro de 182 dfas.



CAPITULO 14

Métodos de

evaluacién de
proyectos de inversién

Objetivos del aprendizaje

Después de estudiar este capitulo, el alumno serd capaz de:

® Entender la naturaleza de las decisiones implicitas en un proyecto de inversién.
e Clasificar los proyectos segin diferentes criterios.

® Determinar el costo de capital aplicable al proyecto.

e Utilizar diferentes métodos de evaluacién de proyectos.

e Entender las deficiencias de los métodos que no toman en cuenta el valor del
dinero en el tiempo.

e  Comparar el método de la tasa interna de retorno (TIR) con el método del valor
presente neto.

e Detectar situaciones en las que el método TIR no es confiable.

e Utilizar en forma complementaria criterios miltiples de seleccion.

e Considerar correctamente los efectos de la inflacién.

e Comparar proyectos con vidas diferentes y con desembolso inicial diferente.
® Seleccionar proyectos en condiciones de escasez de capital.

e Utilizar la calculadora financiera y la hoja de célculo en el proceso de evaluacion
de proyectos.

335
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INTRODUCCION

Figura 14.1

Papel de las técni-
cas analiticas en el
proceso de tomar
una decisién sobre
el presupuesto de
capital.

La evaluacién de proyectos es una parte del proceso de presupuesto de capital. Se trata de pro-
yectos cuyos rendimientos se extienden mds alld de un afio. Hablamos de inversiones en activos
fisicos, en contraposicién a los activos financieros. Algunos ejemplos son: terrenos, edificios,
equipo, maquinaria, investigacién y desarrollo, lanzamientos de nuevos productos, etcétera.

Las decisiones sobre las inversiones de capital son de gran importancia para el futuro de
una empresa. Un error en el presupuesto de capital puede consistir en una inversién excesiva
o insuficiente. Un exceso de capacidad productiva en relacién con la demanda aumenta los
costos y reduce las utilidades. Una capacidad insuficiente, en cambio, hace que se pierdan
oportunidades y que la competencia aumente su participacién en el mercado. Otro error con-
siste en una inversién que genere una mezcla de productos que no se adapten a la estructura
de la demanda. Una lectura incorrecta de las tendencias del mercado nos lleva al exceso de
capacidad en unas lineas e insuficiencia en otras.

Para comprender la complejidad del proceso de presupuesto de capital, pensemos en el
desarrollo de un nuevo avién de pasajeros. La investigacién y desarrollo pueden durar varios
afios y la puesta en marcha del proceso productivo dura otro tanto. Desde el surgimiento de
la idea hasta la venta del primer avién puede pasar una década y para entonces la empresa
habra gastado varios miles de millones de délares. Para alcanzar el punto de equilibrio puede
ser necesario vender 500 aparatos y sélo si se logra vender m4s la empresa habr4 realizado una
utilidad.

Otro ejemplo de la complejidad del proceso de presupuesto de capital puede ser una plan-
ta nuclear cuya construccién dura 10 afios y que puede costar mas de 10 mil millones de
délares. Esta complejidad debe ser cuidadosamente administrada para evitar fracasos costosos
y lograr operaciones rentables.

Cada proyecto de inversién es un caso aparte y no existen sencillas recetas de cocina que
garanticen el éxito. El presente texto describe brevemente algunas técnicas cuantitativas que se
usan en el proceso de seleccién de los proyectos de inversién. Para que un proyecto resulte exi-
toso, ademds de un andlisis cuantitativo metodolégicamente correcto, se requiere experiencia,
intuicién, buen juicio y buena suerte. En la figura 14.1 podemos apreciar que el conocimiento de
las técnicas analiticas constituye sélo una modesta contribucién al complicado proceso de tomar
una decisién sobre el presupuesto de capital.
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Figura 14.2

Procedimiento del
presupuesto de
capital.

El enfoque estra-
tégico consiste
en proyectar la
empresa hacia el
futuro.
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Cualquier programa de presupuesto de capital requiere los siguientes pasos:

Busqueda y descubrimiento de las oportunidades de inversion.
Recopilacién de la informacién.

Evaluacién y toma de decision.

S

Control de ejecucién y ajustes en el proyecto.

De estos cuatro pasos, el descubrimiento de oportunidades puede ser el mds importante, aun
cuando pocos consejos de validez general pueden ofrecerse en este aspecto. La recopilacién de
la informacion se refiere a los andlisis de ingenierfa y la investigacién de los mercados. El pun-
to cuatro también es importante, porque muchas veces el proyecto tiene que ser modificado
después de su inicio con base en la nueva informacién disponible.

Toda decisién sobre el presupuesto de capital debe ser tomada dentro de un marco estra-
tégico. El enfoque estratégico implica la planeacién de la empresa hacia el futuro. Las decisiones
deben ser subordinadas al logro de objetivos a largo plazo. Los errores en el presupuesto de
capital pueden afectar en forma dramitica el futuro de la empresa.

CLASIFICACION DE LOS PROYECTOS

Una empresa debe elaborar procedimientos administrativos estandarizados para administrar
distintas propuestas de proyectos de inversion. El nivel en que se toma la decisién depende
del tamafio del proyecto: mientras mds grande sea éste, mds alto el nivel de los ejecutivos
involucrados. Del tamafio de la empresa depende qué proyecto requiera la intervencién del
director general. Un millén de délares puede ser manejado por el departamento, en empresas
grandes, o por el director general, en empresas medianas.

El riesgo del proyecto depende de si la inversién es de tipo interno (dentro de la misma
empresa) o de tipo externo (fusiones y adquisiciones). Las inversiones externas son mds arries-
gadas, pero también ofrecen mds oportunidades de utilidades extraordinarias.

El objetivo de cualquier proyecto de inversiéon es aumentar las utilidades futuras vy, asf,
contribuir a un mayor valor de la empresa. Este objetivo puede lograrse reduciendo los costos o
incrementando los ingresos.
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El rango que se
asigna a cada
proyecto depen-
de de su contri-
bucién al valor
de la empresa.

Para reducir los costos, aumentar la eficiencia y competitividad, la empresa reemplaza
el equipo viejo por uno nuevo y mas productivo. En el caso de los proyectos de reemplazo la
informacién disponible es bastante confiable, por lo que los resultados pueden pronosticarse
con un alto grado de certidumbre.

Para incrementar los ingresos, la empresa puede expandir las actividades existentes o
crecer abarcando nuevos productos y/o mercados.

Los proyectos de expansién tienen la finalidad de incrementar la capacidad de las lineas de
produccidn ya existentes. Los datos de ingenierfa son confiables y la Gnica incertidumbre se
refiere a la confiabilidad de los pronésticos de ventas. La evaluacién de este tipo de proyectos
es mds complicada que la de los proyectos de reemplazo.

Los proyectos de crecimiento se refieren a la instalacién de lineas de produccién de pro-
ductos nuevos o a la conquista de nuevos mercados geograficos. Estos proyectos implican un
mayor riesgo y mayor potencial de ganancias. Su elaboracién es mucho més complicada que la
de los proyectos de reemplazo y expansion.

En algunos casos las inversiones son obligatorias. Un ejemplo puede ser la instalaciéon de
un equipo anticontaminante decretado por la ley. En este caso, el inico problema es lograr el
objetivo con un costo minimo.

Algunos proyectos tienen efectos intangibles o imposibles de medir en forma directa, por
ejemplo, los gastos cuyo objetivo es mejorar el 4nimo de los empleados: un equipo de sonido,
un nuevo comedor, un sistema de iluminacién. Aun cuando los flujos de efectivo generados
por este tipo de proyectos son imposibles de medir en forma directa, los beneficios pueden ser
muy importantes y se reflejardn en indicadores como la productividad, el ausentismo, la salud
de los trabajadores, etcétera.

Al tomar en cuenta el grado de dependencia de diferentes propuestas de inversién, los pro-
yectos pueden ser independientes o mutuamente excluyentes. Los proyectos independientes no
estdn interrelacionados. Un ejemplo puede ser la adquisicién de un camién, como proyecto A,
e instalacién de una nueva maquina, como proyecto B. En contraste, los proyectos mutuamen-
te excluyentes proponen lograr el mismo objetivo con diferentes métodos: el proyecto A con-
siste en adquirir un camién de 10 toneladas, mientras que el proyecto B consiste en comprar
dos camionetas de cinco toneladas cada una.

Los proyectos pueden ser complementarios. Un ejemplo puede ser la adquisicién de un
nuevo equipo de cémputo (proyecto A) y el desarrollo de una nueva base de datos de la em-
presa (proyecto B). También pueden ser sustitutos. La introduccién de un nuevo cereal puede
afectar las ventas de los cereales que ya estdn en el mercado.

Generalmente se supone que, en cada empresa, existe una gran cantidad de propuestas
de proyectos de inversién que rebasan sus posibilidades de administracién y financiamiento.
La evaluacién de proyectos consiste en seleccionar los aceptables y rechazar los inaceptables.
Si el ndmero de proyectos buenos (aceptables) rebasa la capacidad de la empresa, es necesario
seleccionar los mejores.

Para resolver este doble problema es necesario jerarquizar los proyectos en orden des-
cendente, desde el punto de vista de su contribucién al valor de la empresa, y establecer un
limite inferior. Todos los proyectos por arriba de este limite serdn aceptados y los proyectos
por debajo serdn rechazados.

Los métodos de jerarquizacién o asignacion de rangos (ranking en inglés) constituyen el
tema principal de esta parte del libro.
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El horizonte de planeacién de los programas de presupuesto de capital depende de la natu-
raleza de la industria y las caracteristicas del mercado en que opera. En los casos mencionados
de la industria de aviones de pasajeros o generacién de electricidad en las plantas nucleares, el
horizonte de planeacién puede rebasar los 20 afios. En contraste, en algunos segmentos de la
industria de computacién (o en la industria de ropa de disefiador) el horizonte de planeacién
es apenas de un afio. En el primer caso, las ventas (demanda) pueden pronosticarse con un
alto grado de confiabilidad en periodos prolongados y el proceso de investigacién e instalacién
del equipo tarda mucho tiempo. En el segundo caso, el mercado es muy volatil y el cambio de
las lineas de produccién puede lograrse con relativa rapidez.

EL COSTO DE CAPITAL

Un proyecto
genera valor si
produce un rendi-
miento mayor que
el rendimiento de
un portafolio de
activos finan-
cieros de riesgo
equivalente.

Figura 14.3

Elementos del rendi-
miento requerido en
términos nominales.

La mayor parte de los métodos de evaluacién de proyectos de inversién se basan en los flujos
de efectivo descontados. Los resultados de estas evaluaciones son muy sensibles a la tasa de
descuento. Antes de exponer los métodos de evaluacién, presentamos un breve resumen de los
criterios de determinacién de la tasa de descuento apropiada para cada proyecto.

Los flujos de efectivo que genera el proyecto deben ser descontados con una tasa que
representa el costo de oportunidad de capital de la empresa, k. Esta tasa puede llamarse rendi-
miento requerido o rendimiento atractivo minimo.!

El costo de capital de un proyecto es el rendimiento de un portafolio de activos financieros
de riesgo equivalente. Asf, los mercados financieros proporcionan un criterio para determinar
si un proyecto especifico genera valor o no.

En términos generales, el rendimiento requerido de cualquier proyecto consta de tres
elementos:

1. La tasa de interés libre de riesgo real (r), que es el precio del dinero determinado por el
mercado y la politica monetaria del banco central. Es un pardmetro macroeconémico que
cambia constantemente.

2. La inflacién esperada, E(i), que es la pérdida del poder adquisitivo del dinero esperada
durante el afio.

3. La prima de riesgo que depende del pafs, la industria, la empresa y el proyecto especifico.

Tasa de interés
real, r

Tasa libre de
riesgo, Ry

\
1 \

Inflacién

esperada, E(i)

Rendimiento
requerido, R

Prima de riesgo,

PR

El rendimiento atractivo minimo es mejor conocido por sus siglas en inglés: MARR (minimum attractive rate of
return).
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Los primeros dos elementos se juntan para formar la tasa libre de riesgo (Rp). Es un para-
metro del mercado financiero que refleja el rendimiento de la deuda del gobierno a corto plazo:
Cetes a 28 dias en México, T-Bills en Estados Unidos.

El esquema de la figura 14.3 facilita la visualizacién de los tres elementos mencionados.

De aquf en adelante, el rendimiento requerido para una clase particular de proyectos, R
(el punto de vista del acreedor), y el costo de oportunidad del capital de la empresa, k (el punto
de vista del deudor), seran tratados como sinénimos.

El costo de la deuda es la tasa de interés que la empresa paga al banco, o el rendimiento
de los bonos emitidos por la empresa. Si hay varios tipos de deuda (papel comercial, créditos
hipotecarios, bonos a largo plazo en diferentes monedas, etc.), el costo de la deuda es la media
ponderada de sus diferentes formas.

Resulta un poco mas complicado determinar el costo del capital contable de la empresa.
En el capitulo 8 vimos el modelo de valuacién de acciones basado en el dividendo descontado
que crece a un ritmo constante, g. Segiin este modelo, el costo de capital contable es:

D
kg =—L +
S P, g

donde kg es el costo de capital contable o la tasa de capitalizacién de mercado.
D, es el valor esperado del dividendo al final del primer periodo.
P, es el precio de mercado de la accién.

g  eslatasa de crecimiento esperada del dividendo.

Para utilizar esta férmula es necesario hacer una proyeccién del dividendo al final del afio
y de su tasa de crecimiento. El precio de la accién lo proporciona el mercado. Si se espera que
este afio la empresa pague un dividendo de $6.5 y que dicho dividendo crezca en el futuro
previsible a un ritmo de 5% anual, y si la accién de la empresa se vende a $57, el costo de
capital contable es:

kg = 22 4005 = 16.4%
57

Otro modelo de valuacién muy popular en la determinacién del costo del capital contable
es el modelo de valuacién de activos de capital, mejor conocido por sus siglas en inglés como
CAPM. Segiin este modelo, el rendimiento requerido para el capital contable de una empresa
se calcula de acuerdo con la siguiente férmula:

R; =Rg +B;(Ry —Rp)
donde R, es el rendimiento requerido para la empresa (i).
Rp  esla tasa libre de riesgo.
B, esel coeficiente que mide el riesgo de la empresa, comparado con el riesgo del

mercado en general. B; > 1 indica que la empresa i es mds riesgosa que el mer-
cado.
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Ry, es la tasa de rendimiento del mercado, medida por el rendimiento de
algtiin indice bursatil de amplia base.

(Ryy—Rp) eslaprima de riesgo del mercado, el exceso del rendimiento del mercado
sobre la tasa libre de riesgo.

B.(Ry— Rp) es la prima de riesgo de la empresa i.

Supongamos que la tasa libre de riesgo es de 6%, el rendimiento promedio del indice burs4til
es de 14% vy la beta de la empresa X calculada con base en datos histéricos por alguna em-
presa consultora de prestigio es de 1.4. El costo del capital contable, calculado con el modelo
CAPM es de:

Ry =0.06 +1.4-(0.14 —0.06) = 0.172 = 17.2%

Dado que la empresa X representa un mayor riesgo que el mercado en general, el rendi-
miento minimo aceptable en esta empresa debe ser mayor que el rendimiento promedio del
mercado.

El modelo CAPM es controvertido, pero su uso es bastante generalizado.

Si el proyecto es financiado de forma parcial, en parte por la emisién de deuda y en parte
por la emisién de acciones, el costo de oportunidad del capital apropiado es el WACC (weig-
hted average cost of capital) que se interpreta como costo de capital promedio ponderado.

Dado que los intereses sobre la deuda son deducibles para los propésitos fiscales y los pagos
para los tenedores de acciones no lo son, el CCPP después de los impuestos se calcula segin
la siguiente férmula:

CCPP = k, (1-T)—2— +k —>—
B+S B+S
donde  k, es el costo promedio de la deuda.
k, es el costo del capital contable (rendimiento de acciones).
T es la tasa impositiva corporativa.
B es la deuda.
S son las acciones en manos del piblico (el capital contable).

B/(B+S) es el valor de mercado de la deuda fijado como proporcién deseada del
valor de la empresa.

S/(B+S) es el valor de mercado del capital contable fijado como proporcién desea-
da del valor de mercado de la empresa.

El CCPP representa el costo de oportunidad de capital de la empresa y, como tal, puede
ser utilizado para descontar los flujos de efectivo para propésitos de presupuesto de capital.
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Reflexion sobre matemadticas financieras
Problemas con el CCPP

En la practica, el calculo correcto del costo promedio de capital no es tan sencillo. Este se basa
en el supuesto de que la estructura de capital de la empresa se mantendrd constante durante la
vida del proyecto. En realidad la estructura de capital cambia constantemente. Esto modifica los
coeficientes de ponderacién de nuestra ecuacién y también los costos de diferentes tipos de capital.
Por ejemplo, en la medida en que la empresa se endeuda mis, el precio de sus acciones baja, lo que
aumenta el rendimiento de las acciones (k,) y cambia el valor del CCPP. Varios detractores del
CCPP sugieren que el descuento de todos los flujos de efectivo generados por el proyecto no debe
hacerse con la misma tasa. Deben calcularse varios CCPP para diferentes periodos.

Los defensores del CCPP responden que la estructura de capital utilizada en el cdlculo es la estructura
objetivo y los ejecutivos financieros deben esforzarse por no alejarse de ella. Ademss, la férmula para el
célculo del CCPP puede ser extendida para tomar en cuenta las peculiaridades de la empresa: varios
tipos de deuda, costos de emisién, subsidios, coberturas, estructura fiscal complicada, etcétera.

La férmula del CCPP presentada con anterioridad sélo puede ser utilizada en empresas con una
estructura de capital sencilla y estdtica.

El costo de capital de la empresa, k, es el rendimiento minimo aceptable para los proyectos
tipicos y representativos. Los administradores de la empresa pueden modificar el costo de
capital para proyectos especificos. A continuacién indicamos algunos casos en los que puede
ser necesario subir el k por arriba del costo de capital calculado.

e El riesgo del proyecto es mayor que el riesgo de la empresa.

e El proyecto implica una incursién en nuevos mercados o productos. La direccién pue-
de subir k para desalentar decisiones precipitadas.

e El capital disponible para los proyectos es limitado.

e Previsién de una competencia m4s refiida.

El lector debe proporcionar algunos ejemplos de cudndo se justifica bajar el rendimiento
minimo aceptable con relacién al costo de capital calculado.

La evaluacién de proyectos es muy sensible a la tasa de descuento y su determinacién es
un asunto bastante delicado. Sin embargo, una discusién més amplia de este tema rebasa el
ambito del presente texto. La decisién final la toma la direccién de la empresa. En esta deci-
sién, ademds de los factores cuantitativos, deben tomarse en cuenta los factores no cuantifica-
bles, la experiencia e intuicién. Es inevitable cierto grado de arbitrariedad.

METODOS DE EVALUACION DE PROYECTOS

El objetivo fundamental de la seleccién de los proyectos de inversién es maximizar el valor de
la empresa. Para lograr este objetivo es necesario:
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a) de los proyectos mutuamente excluyentes, seleccionar aquellos que hacen una con-
tribucién positiva al valor de la empresa (proyectos aceptables), y

b) de los proyectos aceptables, seleccionar sélo aquellos que maximicen el valor de la
empresa y no rebasen su capacidad administrativa y de financiamiento.

En la prictica se utilizan diez criterios (métodos) de seleccién de proyectos de inversién:

1.

Periodo de recuperacién del efectivo (PR).

2. Periodo de recuperacién del efectivo descontado (PRD).
3. Tasa contable de rendimiento (TCR).

4. Valor presente neto (VPN).

5.
6
7
8
9

Tasa interna de retorno (TIR).

. Valor terminal neto (VTN).

. Rendimiento del costo de oportunidad (RCO).
. Tasa interna de retorno modificada (TIRM).

. Indice de rentabilidad (IR).

10.

Tasa de rendimiento a perpetuidad (TRP).

Antes de describir cémo se aplican los diferentes criterios de evaluacién de proyectos,

mencionaremos los requisitos que debe cumplir cualquier criterio de evaluacién metodolégi-
camente correcto.

Para que los proyectos de inversién contribuyan a la maximizacién del valor de la empre-

sa, los criterios de su seleccién deben respetar las siguientes reglas:

1.
2.

Considerar en forma adecuada todos los flujos de efectivo generados.

Descontar los flujos de efectivo con una tasa que representa el costo de oportunidad del
capital para la empresa (la tasa de mercado ajustada por el riesgo).

De los proyectos mutuamente excluyentes, seleccionar aquellos que maximicen el patrimo-
nio de los accionistas de la empresa.

Permitir la consideracién de cada proyecto por separado, con base en sus propios méritos.
Esta regla se llama principio de aditividad del valor.

El principio de aditividad del valor significa que, cuando se conoce el valor de varios proyectos

por separado, el incremento del valor de la empresa es simplemente la suma de los valores indi-
viduales de los proyectos aprobados. Por ejemplo, si se aceptan tres proyectos cuyos valores son
Vi, V, y V;, el incremento del valor de la empresa es:

3
V=V, 4V, +V, =)V,
i=1

donde V es el valor de la empresa y V; es el valor del proyecto i.
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Cuadro 14.1

Flujos nefos de
efectivo de cuatro
proyectos mutua-

mente excluyentes.

Otra interpretacién del principio de aditividad implica que si el proyecto A es mejor que
el proyecto By el proyecto B es mejor que el proyecto C, entonces el proyecto conjunto A + B
es mejor que B + C. Formalmente, tenemos:

A>-B y B>C A+B>B+C y A>C

donde el operador > significa “mejor que” (un equivalente cualitativo de >).

Datos para la evaluacion

Para presentar los métodos de evaluacién utilizaremos el mismo conjunto de datos. Supon-
gamos que la empresa contempla cuatro proyectos mutuamente excluyentes con el mismo
desembolso inicial de $1000 y la misma vida de cuatro afios.” Ademds, se supone que los
proyectos no pueden ser abandonados antes de tiempo sin incurrir en los flujos indicados. El
flujo negativo en el dltimo afio del proyecto A significa que hay que desmantelar el proyecto
e incurrir en costos de “limpieza”. Se supone que los cuatro proyectos representan el mismo
riesgo y el costo de oportunidad de capital para la empresa es de 10%. Los flujos de efectivo
son netos. Si hay algin flujo de salida en un afio particular, éste se resta del flujo de entrada.

Afo A B C D
0 —1000 —1000 —1000 —1000
1 200 100 350 600
2 800 200 350 400
3 300 700 350 300
4 —300 700 350 200

Periodo de recuperacion (PR)

El periodo de recuperacién (payback period), también llamado periodo de reembolso, es el nimero
de afios que se requieren para recuperar el desembolso inicial de capital. Para el proyecto A,
el PR, = 2 (200 + 800 = 1 000), para el proyecto B, PRy = 3, PR. = 3, PR, = 2.

El método PR viola todos los principios metodolégicos antes sefialados.

1. No considera todos los flujos de efectivo, ignorando los flujos que se presentan después de
la recuperacién del desembolso inicial.

2. Ignora la secuencia de pagos dentro del periodo de recuperacién. La secuencia 900, 100
es diferente que la secuencia 100, 900, aun cuando en los dos casos el periodo de recupe-
racioén fuera dos.

? Posteriormente analizaremos las complicaciones que se derivan de la comparacién de proyectos de diferentes
tamafios y distintas vidas.
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3. No descuenta los flujos con la tasa que representa el costo de capital.
4. No maximiza el valor de la empresa.

5. Viola el principio de aditividad.

El proyecto A, por ejemplo, tiene un PR corto pero tiene un flujo de efectivo negativo en
el dltimo afio de vida del proyecto, el cual es totalmente ignorado por el método.

Los proyectos A y D tienen el mismo PR = 2 afios, pero en el proyecto A los flujos se
concentran en el segundo afio, mientras en el proyecto D lo hacen en el primer afio. Podemos
ver claramente que el método PR no toma en cuenta el valor del dinero en el tiempo.

El hecho de que el criterio PR no tome en cuenta los flujos negativos después del periodo
de recuperacién significa que dicho método no maximiza el valor de la empresa. También es
facil de demostrar que el PR no cumple con el requisito de aditividad.

La popularidad del criterio del periodo de recuperacién se debe a que es facil de usar y
enfatiza la necesidad de liquidez. Es pertinente para las empresas que resienten la escasez de
liquidez o las industrias donde las tecnologfas cambian con gran rapidez. Para ser considerado,
un proyecto tiene que recuperar su costo rdpidamente. Cuando el horizonte de planificacién
es muy corto, este método produce resultados satisfactorios. Sin embargo, cuando el horizonte
de planeacién se prolonga es necesario recurrir a métodos mds sofisticados.

Usos justificados:

1. Proyectos pequefios en empresas grandes. La ventaja en este caso es la facilidad de célculo
y rapidez.

2. Pequenas empresas privadas sin acceso al mercado de capitales.

Periodo de recuperacion del efectivo descontado (PRD)

Este método consiste en calcular el nimero de afios que se requieren para que la suma de los
flujos de efectivo generados por el proyecto, descontados por el costo de oportunidad del ca-
pital, se iguale al desembolso inicial en el proyecto. Para ilustrar este método utilizaremos los
datos del proyecto C. La columna del factor de valor presente a 10% representa el factor de

descuento L 1
(1 + R)[ 1.1
Flujo de Factor de Valor Valor presente
Afio efectivo C descuento a 10% presente acumulativo
0 —1000 1 —1000.00 —1000.00
1 350 0.9091 318.18 —681.82
2 350 0.8264 289.25 —392.56
3 350 0.7513 262.96 —129.60
4 350 0.6830 239.05 109.45
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Los flujos de efectivo descontados rebasan el desembolso inicial entre el tercero y cuarto
afios. El método de periodo de recuperacién del efectivo descontado es mucho mejor que el PR,
ya que considera el valor del dinero en el tiempo. Al emplear este método encontraremos que el
proyecto D es mejor que el proyecto A, aunque sus periodos de recuperacién son iguales.

Sin embargo, el método de periodo de recuperacién del efectivo descontado no toma en
cuenta todos los flujos de efectivo que genera el proyecto y adolece de los otros defectos del
método del periodo de recuperacién. En la practica, este método se utiliza raras veces.

Tasa contable de rendimiento (TCR)

La tasa contable de rendimiento (average accounting rate) es la razén entre el flujo de efectivo
promedio y el costo del proyecto.’ El flujo promedio se calcula dividiendo la suma de todos los
flujos entre la vida del proyecto. En algunos textos la TCR se llama rendimiento sobre los activos
o tasa media de rendimiento. Su férmula es la siguiente:

i;FE[

I, Desembolso inicial

_ Flujo de efectivo promedio

donde  FE, es el flujo de efectivo neto en el periodo t.
I, es el costo del proyecto.

n es la vida del proyecto en afios.
Al utilizar esta férmula para calcular la TCR del proyecto A, tenemos:

200 + 800 + 300 — 300
4 _ 250
1000 1000

=0.25=125%

TCR, =

Es fécil comprobar que: TCRy = 42.5%, TCR, = 35%, TCR, = 37.5%.

La principal desventaja del método consiste en que éste no toma en cuenta el valor del
dinero en el tiempo. El proyecto B parece mejor que el proyecto D, aun cuando sus flujos de
efectivo se concentran en los dos tltimos afios de vida, mientras que en el D los mayores flujos
se dan en los dos primeros afios. Si en el proyecto D invirtiéramos el orden en que se producen
los flujos, obtendrfamos la TCR exactamente igual. Esto tendrfa sentido si el costo de oportu-
nidad de capital fuese cero. En el mundo real, donde el capital tiene un costo positivo, la tasa
contable de rendimiento deberfa ser descartada como método de asignacién de rangos a los
proyectos de inversién.

3 Una definicién mas general del rendimiento contable es: utilidad promedio dividida entre el valor en libros
promedio de la inversién.
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Existen mdiltiples variantes de la tasa contable de rendimiento y su uso es bastante gene-
ralizado, a pesar de evidentes deficiencias. Esto se debe a las siguientes ventajas del método:

e La TCR es fécil de calcular, sin preocuparse por el valor del dinero en el tiempo. Los
datos necesarios se encuentran en el sistema contable de la empresa.

® Es consistente con los sistemas de remuneraciéon de ejecutivos basados en medidas
contables de rendimiento sobre la inversion.

® Refleja la importancia de medidas contables para los directivos en su relacién con los
accionistas.

Valor presente neto (VPN)

El walor presente neto es el mejor método de evaluacién de proyectos. No tiene ninguna de las
desventajas de los otros métodos y cumple con todos los requisitos metodoldgicos sefialados
con anterioridad. EIl VPN pertenece a la familia de técnicas de flujo de efectivo descontado que
reconocen el valor del dinero en el tiempo.

Este método es la suma del valor presente de los flujos de efectivo que produce el proyec-
to, descontados por la tasa que representa el costo de oportunidad del capital de la empresa,
menos el costo inicial del proyecto (desembolso inicial).

El valor presente de un flujo de efectivo que se produce en el periodo t es el valor de este
flujo descontado t veces con la tasa de interés, k, que representa el costo de oportunidad del
capital. En stmbolos tenemos:

VP(FE,) = —Ft_

(1+k)

La suma de los valores presentes de todos los flujos generados por un proyecto durante su
vida, n, se conoce como valor presente bruto (VPB) y se escribe como:

vpp = Ly FEy +7—z

(1+k)" (1+k)° (1+k) 1+l<

El valor presente neto es el valor presente bruto menos el costo de la inversién, I

FE FE FE N FE
| 2 4.4 n _IO :zit

VPN=VPB -1, =
L+ (1K) (1+k)"

0, en forma abreviada:

VPN= —I, +VPB = —I +2 FE,
t—l(1+k)
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El valor presente
neto de un pro-
yecto es igual al
incremento del
patrimonio de
los accionistas.

Si el VPN es positivo, el proyecto puede ser aceptado; si es negativo, debe ser rechazado.
De dos proyectos mutuamente excluyentes con la misma vida, hay que elegir el que tiene el
mayor VPN. La regla de decisién puede ser expresada como:

siel VPN >0 = aceptar
siel VPN<0 = rechazar

Para proyectos mutuamente excluyentes con el VPN positivo y con la misma vida:

VPN(A) > VPN(B) = A ~B (A es preferible a B)

La férmula del valor presente se basa en el supuesto de que los flujos de efectivo son netos
y de que se reciben (o pagan) al final de cada periodo. I es el desembolso inicial. Si el pro-
yecto requiere desembolsos adicionales en periodos posteriores, éstos se restan de los flujos de
efectivo del periodo correspondiente y entran con el signo negativo (en caso de que rebasen
estos flujos).

Como ilustracién del método VPN calculemos el VPN para el proyecto B.

VPB(B) = 100 + 200 + 700 + 00 _ 90.9 +165.3 +525.9 +478.1 =1260.23

I R DU E N U6 E A W &

VPN(B) = VPB(B) — I, = 1260.23 — 1000 = 260.23

Dado que VPN(B) > 0, el proyecto B puede ser aceptado.
En la siguiente tabla presentamos el VPN para los cuatro proyectos:

Proyecto A B C D
VPN —136.53 | 260.23 109.45 238.03

Si el costo de oportunidad del capital de la empresa es realmente 10%, el mejor proyecto es el
proyecto B. El VPN es exactamente igual al incremento del valor de la empresa. Si el VPN es
igual a cero, el proyecto genera los flujos de efectivo suficientes para cubrir todos los costos,
incluyendo los financieros. Los acreedores recibirdn el principal mas los intereses y los accio-
nistas recibirdn los rendimientos esperados.

Un proyecto con el valor presente neto igual a cero gana un rendimiento justo para com-
pensar a los acreedores y a los accionistas de tal manera que cada uno recibe los rendimientos
esperados a cambio del riesgo que corre. Un proyecto con el VPN positivo gana mds que el
rendimiento requerido, por lo que aumenta el patrimonio de los accionistas.

Todo lo anterior indica que el VPN es la regla de decisién correcta para propdsitos de
presupuesto de capital. Dicha regla cumple con todos los requisitos metodoldgicos:

Toma en cuenta todos los flujos de efectivo.

Descuenta dichos flujos con el costo de oportunidad del capital aplicable al proyecto.
Maximiza el valor de la empresa.

Obedece al principio de aditividad del valor.
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El valor presente neto de un conjunto de proyectos de inversién es la suma de los valores
presentes netos de los proyectos individuales.

VPN, = VPN, = VPN,

Esta propiedad del método del VPN se llama aditividad del valor. La aditividad permite
separar un proyecto grande en una serie de proyectos mds pequefios, calcular el VPN de
cada uno y después sumar estos valores para obtener el VPN total. Los flujos de efectivo de cada
subproyecto pueden ser descontados con tasas de descuento diferentes que reflejen el riesgo
de cada operacion.

Para ver cémo el valor presente neto es sensible a los cambios en la tasa de descuento
calculamos el VPN de los cuatro proyectos para tasas de 12 y 15%.

Proyecto A B C D
VPN (10%) —136.53 260.23 109.45 238.03
VPN (12%) —160.79 191.83 63.07 195.23
VPN (15%) —195.44 98.67 -0.76 135.80

Si observamos los resultados de los cdlculos podemos constatar lo siguiente:

e El valor presente neto se reduce en la medida en que aumenta la tasa de descuento.
e Los proyectos cuyos flujos de efectivo se concentran en los tltimos afios de su vida son
mas sensibles a los incrementos de la tasa de descuento (proyecto B).

Con la tasa de 10% el proyecto B es mejor que el proyecto D. Para las tasas de 12% y
mayores el proyecto D es mejor, ya que sus mayores flujos de efectivo se dan en los primeros
dos afios.

Tasa interna de retorno (TIR)

A pesar de que el método del valor presente neto es el mejor para asignar rangos a los pro-
yectos, el método que se utiliza con mayor frecuencia para este propdsito es la tasa interna de
retorno (TIR), conocida también como tasa interna de rendimiento. La tasa es interna porque
no depende de las condiciones en el mercado de capitales. Es la tasa intrinseca del proyecto.
La tasa interna de retorno es la tasa de descuento que iguala el valor presente de los flujos
de efectivo esperados en el futuro con el desembolso inicial (el costo del proyecto). En otras
palabras, la TIR es la tasa de descuento que hace que el valor presente neto se iguale a cero.

Sik =TIR = VPN =0
La TIR se calcula al emplear la férmula del VPN.

FE, o+ st —— =
(1+TIR)" (1 +TIR) (1+TIR)"

FE, FE :i FE
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En esta férmula conocemos los flujos de efectivo, el desembolso inicial y la vida del pro-
yecto. Lo que hay que calcular es la tasa de descuento, la TIR. Resulta obvio que no es posible
despejar la TIR. Lo tnico que nos queda es el método de prueba y error que consiste en los
siguientes pasos:

1. Tomar algdn valor arbitrario de la tasa de descuento y calcular el VPN.

2. Si el VNP resulta negativo, reducir la tasa de descuento y volver a calcular el VPN. Si el
VPN es positivo, aumentar la tasa de descuento y repetir el procedimiento.

3. Sipara un valor de la tasa de descuento el VPN es positivo y para otro es negativo, la TIR
estd entre estos dos valores.

4. Cuando el rango de las tasas de descuento que contiene la TIR es bastante estrecho, usar
el método de interpolacién para obtener una aproximacién aceptable a la TIR verdadera.

En la practica se usa algin programa de computadora o una calculadora financiera. A con-
tinuacién presentamos la TIR de cada uno de los cuatro proyectos, junto con su valor presente
neto.

Proyecto A B C D
VPN (10%) —136.53 260.23 109.45 238.03
TIR (%) 0 18.59 14.96 23.05

Para los proyectos independientes utilizamos la siguiente regla de decisién: si la TIR es mayor
que el costo del capital, aceptar el proyecto. De dos proyectos mutuamente excluyentes, acep-
tar aquel que tiene la TIR m4s alta.

Si TIR > k = aceptar, si TIR < k = rechazar
TIR(A) > TIR(B) > k = A = B (A es preferible a B)

Como podemos observar en el cuadro anterior, cuando la tasa de descuento es de 10%,
el criterio del VPN no coincide con el criterio de la TIR. Segtin el primer criterio deberfamos
escoger el proyecto B, y segiin el segundo criterio, el proyecto D. Como lo demostraremos en
seguida, el Gnico criterio metodolégicamente correcto, consistente con la maximizacién del
valor de la empresa, es el valor presente neto.

Comparacion de los métodos VPN y TIR

Tanto el VPN como la TIR representan técnicas de flujo de efectivo descontado. La férmula
matemadtica de los dos métodos parece idéntica. Sin embargo, el hecho de que cada uno de
estos métodos pueda favorecer un proyecto distinto significa que no son totalmente equiva-
lentes. Concretamente, el método de la TIR contiene ciertos elementos que pueden conducir
a decisiones erréneas.

Antes de discutir los errores metodolégicos de la TIR veamos los perfiles del valor pre-
sente neto. El perfil del VPN es la funcién que muestra cémo el VPN depende de la tasa de
descuento. Primero presentaremos este perfil para el proyecto B (véase figura 14.4).



Figura 14.4

VPN del proyecto
B a diferentes tasas
de descuento.

Figura 14.5

Perfiles del VPN de
los proyectos By C.
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En la gréfica sobresalen tres puntos:

1. Lainterseccién vertical que representa el VPN cuando el costo de oportunidad del capi-
tal es igual a cero. Este valor es facil de calcular. Simplemente sumamos todos los flujos
de efectivo generados por el proyecto y le restamos el costo del mismo. En nuestro caso,
este valor es igual a 700(1 700 — 1 000).

2. El VPN con la tasa de descuento es igual al costo de oportunidad del capital. En el caso
del proyecto B este valor es igual a 260.

3. Lainterseccién horizontal. Cuando el proyecto se descuenta con la TIR, su VPN es igual
a cero.

Cuando la tasa de descuento es menor que la TIR, el VPN es positivo. En este rango de
las tasas de descuento el proyecto es aceptable. Cuando los flujos de efectivo del proyecto
se descuentan con una tasa mayor que la TIR, el VPN es negativo y el proyecto deja de ser
aceptable.

En el caso tipico, el proyecto que tiene el VPN mayor también tiene la TIR m4s grande. En
este caso, el perfil del VPN del proyecto superior estd por arriba del perfil del proyecto inferior.
Tal es el caso del proyecto B comparado con el C, como puede apreciarse en la figura 14.5.

800 +
600 |
400
200 |

VPN

—200 +

—400

Tasa de descuento
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Figura 14.6

Perfiles del VPN de
los proyectos By D.

Si el valor presen-
te neto de un pro-
yecto es positivo,
su tasa interna de
retorno es mayor
que el costo de
capital.

Cuadro 14.2

Flujos de efectivo
del proyecto E.
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Cuando los criterios del VPN y de la TIR no coinciden, tenemos un patrén de perfiles del
VPN cruzados, como es el caso de los proyectos B y D (véase figura 14.6).

Para las tasas de descuento menores que 11% el proyecto B es mejor, porque tiene el VPN
mas alto. En cambio, para las tasas de descuento superiores a 11% el proyecto D es mejor, por-
que tiene el VPN mds alto y, ademds, tiene la TIR mas alta. En otras palabras, para las tasas de
interés mayores que 11%, los criterios del VPN y de la TIR coinciden favoreciendo al proyecto
D, que tiene una recuperacién de capital mds rapida que el proyecto B.

Esta afirmacién parece sugerir que los dos métodos proporcionan el mismo criterio de se-
leccién. Sin embargo, esto no es cierto. Un ejemplo es un proyecto en el cual el desembolso se
presenta en el dltimo afio de vida. En este caso la TIR puede ser mayor que el costo de capital
y el VPN puede ser negativo.

Ao Flujo de efectivo
1 200
2 200
3 200
4 —800

Un proyecto como E se llama proyecto de financiamiento. Primero se reciben los flujos de
efectivo y en el cuarto afio es necesario pagar la deuda (fig. 14.7).

Como es facil de comprobar, con la tasa de descuento de 10%, el VPN es igual a —49,
mientras que la TIR es igual a 15.09% > k = 10%. De acuerdo con el criterio de la TIR
el proyecto debe ser aceptado. Sin embargo, su valor presente neto es negativo, por lo que el
proyecto debe ser rechazado. La gréfica del perfil del valor presente neto explica lo que sucede
en este caso.



Figura 14.7

Perfil del VPN inver-

so (proyecto E).

Con el método
delaTIR, los
flujos de efectivo
de cada proyecto
se descuentan
con una tasa
diferente, que es
la misma TIR.

En una empresa,
los proyectos

de igual riesgo
tienen el mismo
costo de capital.
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El patrén de flujos de efectivo presentado en el ejemplo anterior tal vez no sea tipico, sin
embargo sefiala una de las muchas deficiencias del método de la TIR. Si nos limitdramos sélo
a este método aceptariamos el proyecto E, lo cual serfa un error.

Debilidades del método de la TIR

1. Un supuesto inadecuado acerca de la tasa de rendimiento a la cual se pueden reinvertir
los flujos provenientes del proyecto.*

Suponemos que en el método de la TIR, los flujos del proyecto pueden ser reinvertidos en
otros proyectos que ofrezcan un rendimiento igual a la TIR. Esto viola el segundo principio
metodoldgico segin el cual todos los flujos deberfan descontarse con la misma tasa, k, que
representa el costo de oportunidad de capital de la empresa. Cuando la TIR de un proyecto es
alta, el supuesto de reinversion es poco realista. Un proyecto puede producir, por ejemplo, un
rendimiento de 20%, pero serd tnico e irrepetible. Cuando obtengamos ingresos de este pro-
yecto, nada garantizard que después aparezcan otros con el mismo rendimiento. Por el contra-
rio, la mejor inversién disponible puede no rendir mds que el costo de oportunidad de capital
de la empresa. Este, precisamente, es el supuesto realista que adopta la técnica del VPN,

Si la TIR es alta, se favorece a los proyectos cuyos flujos de efectivo se concentran en
periodos iniciales. En el proyecto E, por ejemplo, el valor presente del desembolso del cuarto
afio es pequefio, si es descontado con la TIR de 15%.

En nuestro ejemplo, en el proyecto A los flujos de efectivo se descuentan con una tasa
igual a cero, en el proyecto B con 18.56%, en el proyecto C con 14.96% y en el proyecto D con
23.05%. Sin embargo, hablamos de la misma empresa y de proyectos de riesgo equivalentes. La
Unica justificacién para que un proyecto se descuente con una tasa m4s alta es un riesgo mayor.
Asi, la técnica de la TIR viola el principio basico de las finanzas.

2. La técnica de la TIR viola el principio de aditividad del valor.

Segtin este principio, cada proyecto debe ser considerado de manera independiente de los
demis. El siguiente ejemplo ilustra el problema:

* Lea la discusion sobre el supuesto de reinversién de cupones en la seccién: “Tasas de rendimiento” del capitulo 11
(sobre los bonos con cupones).
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El valor de la em-
presa es la suma
de los valores de
sus proyectos
separados.

Cuadro 14.3

Flujos de la bomba
del pozo de pe-
tréleo

Afo Proyecto 1 Proyecto 2 Proyecto 3 1+3 2+3

0 —100 —100 —100 —100 —200

1 0 225 450 450 675

2 550 0 0 550 0
VPN a 10% 354.3 104.5 309.0 663.3 413.6
TIR 134.5% 125.0% 350.0% 212.8% 237.5%

En este caso, los proyectos 1 y 2 son mutuamente excluyentes y el proyecto 3 es inde-
pendiente de los dos. Considerado de manera independiente, el proyecto 1 es mejor que el
proyecto 2, ya que tiene un mayor valor presente neto y una mayor TIR. En combinacién con
el proyecto 3, el proyecto 1 sigue siendo mejor desde el punto de vista del criterio del VPN.
Sin embargo, si utilizdramos el criterio de la TIR, seleccionarfamos la combinacién 2 + 3, que
es claramente inferior a la combinacién 1 + 2. Asf, el método de la TIR viola el principio de
aditividad segin el cual:

P(1)>=P(2) = [P(1)+P(3)]-[P(2)+P(3)]

El hecho de que el criterio de la TIR viole el principio de aditividad significa que es ne-
cesario considerar todas las posibles combinaciones de proyectos y elegir aquella que tenga
la mayor TIR. Si una empresa tuviera que seleccionar dos proyectos entre cinco propuestas,
tendrfa que considerar 10 combinaciones diferentes.

En cambio, la regla del VPN respeta el principio de aditividad.

3. Si los flujos de efectivo cambian de signo mds de una vez, puede haber varias TIR, la
mayorfa de las cuales no tienen ningin sentido econémico.

Segin la regla de los signos de Descartes, cada vez que los flujos de efectivo cambian de
signo, el problema puede tener una nueva rafz. Para ilustrar este fendmeno presentaremos el
problema de las bombas de los pozos petroleros.

Una compafifa petrolera intenta decidir si debe o no instalar una bomba de alta veloci-
dad en un pozo que ya se encuentra en operacién. El costo de la bomba es de 1600 délares.
Durante el primer afio de operacién producird 10000 délares mas de petréleo que la bomba
que opera actualmente. Sin embargo, durante el segundo afio, la bomba de alta velocidad
producird 10 000 délares menos de petréleo porque el pozo ya se habra agotado.

Afo Flujo de efectivo
0 —1600
1 10 000

2 —10000



Figura 14.8

Tasas internas de
retorno moltiples.

Cada vez que se
den las TIR malti-
ples, ninguna de
ellas puede ser la
correcta.

SilaTIR de un
proyecto es
menor que el
costo de capital,
el proyecto debe
ser rechazado.
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El VPN con la tasa de descuento de 10% es negativo (—773.55), por lo que el proyecto
deberfa ser rechazado. Sin embargo, el problema tiene dos tasas internas de retorno: 25% y
400%. Ambas TIR son mayores que el costo de oportunidad de capital, por lo que, segtin el
criterio de la TIR, el proyecto debe ser aceptado. La figura 14.8 permite entender la anomalfa
del criterio de la TIR en este caso.

Cuando el costo del capital es menor que la primera TIR, el valor presente neto del pro-
yecto es negativo. La segunda TIR (400%) no tiene ningin sentido econémico, por lo que
el hecho de que el VPN del proyecto para 25% < k < 400% sea positivo, no significa que el
proyecto deba ser aceptado.

Cuando los flujos de efectivo cambian de signo mds de dos veces puede haber mds tasas
internas de retorno y los resultados son dificiles de interpretar.

En resumen, la TIR tiene varias fallas que la vuelven poco confiable como criterio para
seleccionar proyectos rentables. En primer lugar, esta técnica supone que los fondos invertidos
en el proyecto tienen un costo de oportunidad igual a la misma TIR. Este supuesto viola el
requisito de que todos los flujos de efectivo sean descontados con la misma tasa determinada
por el mercado y ajustada por el riesgo de cada proyecto. En segundo lugar, la TIR viola el prin-
cipio de aditividad del valor, lo que no permite a los administradores considerar cada proyecto
de manera independiente. Finalmente, esta técnica puede conducir a soluciones muiltiples,
cuando los flujos de efectivo cambian de signo mas de una vez.

Ya sefialamos que el método del VPN no tiene ninguno de los defectos de la TIR, por lo
que constituye un criterio superior desde el punto de vista analitico. La frecuencia con que se
usa la TIR en la practica se deriva del hecho de que la TIR se expresa como un rendimiento
porcentual que puede ser facilmente comparado con el costo de financiamiento. La TIR puede
ser utilizada como un criterio inicial de seleccién.

La TIR tiene que ser complementada con el cdlculo del VPN que representa un criterio
correcto y definitivo. Mas adelante presentaremos otros criterios que también se expresan en
términos porcentuales pero que no tienen los defectos metodolégicos de la TIR.
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Uso de la TIR para comparar alternativas

Con todo y sus debilidades, la TIR, correctamente aplicada, puede ser utilizada para comparar
alternativas de proyectos mutuamente excluyentes que prestan el mismo servicio. Para simpli-
ficar la exposicién mantenemos el supuesto de la misma vida, pero abandonamos el supuesto
del mismo costo inicial.

Imaginemos que una empresa tiene la necesidad de comprar una maquina y recibié coti-
zaciones de tres proveedores diferentes. Las tres mdquinas tienen la misma vida esperada, de
cinco afios, pero las mds caras tienen costos de operacién mds bajos y un mayor valor de sal-
vamento. El costo de capital de la empresa es de 12%. Los datos del problema son presentados
en la siguiente tabla:

Miquina 1 2 3
Costo inicial —10 000 —12 000 —15 000
Costo anual de operacién
(CAO) —3 000 -2 500 -1 800
Valor de rescate 2 000 2500 2800
VP(costos) a 12% -19679 -19593 —19900

La comparacién de los valores presentes de los costos indica que, dado el costo de capital,
la alternativa m4s barata es la 2, seguida por la 1 y la m4s cara es la alternativa 3.

Para resolver este problema de otra manera, se calcula la TIR de los flujos incrementales
y se compara con el costo de capital. El procedimiento correcto para hacer esta comparacién
consiste en los siguientes pasos:

1. Ordenamos las maquinas segtin el costo inicial creciente.

2. Consideramos la maquina m4s barata como el defensor y la inmediatamente més cara
como el retador. La alternativa mds cara tiene que justificar el gasto adicional en que
incurre la empresa para comprarla.

3. Para obtener los flujos incrementales de los flujos de efectivo del retador restamos los
flujos de efectivo del defensor.

4. Calculamos la TIR de los flujos incrementales.

5. Sila TIR calculada en el punto anterior es mayor que el costo de capital significa que los
ahorros en los costos operativos en la alternativa més cara tienen un rendimiento mayor
que la tasa minima aceptable para la empresa, es decir, el gasto adicional en la maquina
més cara es justificado y el defensor es eliminado.

6. Ahora el retador se convierte en defensor y la maquina més cara se convierte en el nuevo
retador. Se repiten los puntos 3, 4 y 5.

7. El procedimiento se repite hasta que ninguna alternativa sea mejor que el dltimo defen-
SOf.
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del método TIR
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METODOS DE EVALUACION DE PROYECTOS 357

Para aplicar el procedimiento esbozado con anterioridad utilizamos la hoja de célculo.
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En la columna C comparamos la maquina 2 con la 1. Primero, de los flujos de efectivo de
la maquina 2 restamos los flujos de efectivo de la maquina 1. El flujo en el quinto afio es la
suma de los ahorros en los costos de operacién y la diferencia entre los valores de rescate. La
tasa interna de retorno del flujo incremental es de 13.55%. Esto significa que el rendimiento
del desembolso adicional en la mdquina 2 es de 13.55%, mayor que el costo de capital de la
empresa. Asfi, el gasto adicional es justificado y la mdquina 2 es mejor que la mdquina 1, que
queda eliminada.

En la columna D repetimos la misma operacidn, pero en este caso el defensor es la maqui-
na 2 y el retador la mdquina 3. La TIR incremental de la diferencia entre los flujos de efectivo
de las méaquinas 3 y 2 es de 8.79%. Entonces, 8.79% < k = 12%. Dado que el gasto adicional
en la mdquina 3 produce un rendimiento que es menor que el costo de capital, este gasto no se
justifica y la alternativa 3 queda descartada. Asi, la empresa debe comprar la mdquina 2.

Dado que la maquina 2 es la mas indicada, ya no es necesario comparar la alternativa 3
contra la 1. Si el lector lo hiciera, encontrarfa que la TIR del flujo incremental (3 — 1) es de
10.35% < k = 12%. El resultado es totalmente congruente con el que se obtuvo con el valor
presente neto.

Si calculamos el valor presente de los flujos incrementales, constatamos que el valor pre-
sente con la tasa de descuento de 12% del flujo 2 contra 1, es positivo: $86.1, mientras que el
valor presente de flujo incremental 3 contra 2 es negativo: —249.69.

Es muy facil extender el procedimiento al caso de muchas alternativas. En cada pareja
de alternativas seleccionamos la alternativa més cara, si la TIR de los flujos incrementales es
mayor que el costo de capital. En el caso contrario, la maquina mds cara queda eliminada.
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Valor terminal neto (VTN)

Cuando se usa una tasa de descuento que refleja de manera correcta el costo del capital ajusta-
do por el riesgo, los valores terminales proporcionan la misma regla de decisién que los valores
presentes.

El walor terminal neto es el valor futuro de los flujos de efectivo (valor terminal bruto)
menos el valor futuro del desembolso inicial.

VTN = VTB — VF(l,)

VTB = FE, (1+k)" " +FE, (1+k)" >+ +FE (1+k)" " =) FE (1+ k)"
t=1

VIN = VTB = VF(Iy) =Y FE,(1+Kk)"" =1 (1+k)"
t=1

Utilizaremos esta férmula para calcular el VTN del proyecto B(k = 10%).

VTN =100(1.1)” +200(1.1)* +700(1.1)" +700(1.1)° —1000(1.1)* = 381

Si recordamos que el VPN del proyecto B es igual a 260.2, resulta m4s fécil calcular el
VTN(B) de la siguiente manera:

VTN = VPN(I + k)" =260.2(1.1)* = 381

A continuacién presentamos los valores terminales netos de los cuatro proyectos junto

con sus VPN y su TIR.
Proyecto A B C D
TIR (%) 0 18.59 14.96 23.05
VPN (10%) —136.53 260.23 109.45 238.03
VTN (10%) —199.89 381.0 160.24 348.50

Para proyectos que tengan la misma vida, el valor terminal neto proporciona la misma
asignacion de rango que el valor presente neto.

Rendimiento del costo de oportunidad (RCO)

El rendimiento del costo de oportunidad (RCO), también conocido como tasa externa de retorno
(TER), es la tasa de descuento que iguala el valor presente del valor terminal bruto con el
desembolso inicial.
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_VIB donde  VTB =Y FE,(1+k)""
(1+ RCO)" -
Para calcular el RCO escribimos la ecuacién presentada antes de la siguiente manera:

Para el proyecto B, por ejemplo, tenemos:
1845.1/1000 = (1 + RCO)*
RCO = 1.845°” — 1 = 16.55%

Al realizar los mismos calculos para los cuatro proyectos tenemos:

Proyecto A B C D
VTB (10%) 1264.2 1845.1 1624.3 1812.6

RCO (%) 6.04 16.55 12.89 16.03

TIR (%) 0 18.59 14.96 23.05

Si comparamos la TIR con el RCO de los cuatro proyectos podemos observar que:

e Para los proyectos aceptables, el RCO es mayor que el costo del capital, pero menor
que la TIR.

e Para el proyecto inaceptable, el RCO es menor que el costo del capital, pero mayor que
la TIR.

e Como criterio de seleccién, el RCO produce los mismos resultados que el VPN.

Concretamente, cuando el VPN es positivo, el RCO es mayor que el costo del capital.
VPN >0 < RCO >k
Para el proyecto de la bomba de petréleo (cuadro 3), el RCO es negativo:
VTB = 10000(1.1) — 10000 = 1000

(1+RCO)? = YTB _ 1000 _ 6356 = RCO = —20.94%

I, 1600

Si el costo de capital es de 10%, el proyecto debe ser rechazado. El método del RCO es
consistente con el VPN.

Para tener una idea mds intuitiva de lo que es el RCO escribamos su ecuacién de la si-
guiente manera:

VTB = I(1 + RCO)"
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El rendimiento
del costo de opor-
tunidad es la tasa
de crecimiento de
beneficios brutos
del proyecto.

Si la inversién inicial creciera a un ritmo igual al RCO, después de n afios serfa igual al
valor terminal bruto. La ecuacién antes presentada es la conocida ecuacién del crecimiento
exponencial discreto. En este contexto podemos definir el rendimiento del costo de oportu-
nidad como tasa de crecimiento de los beneficios brutos del proyecto o tasa de rendimiento anual
bruto. Si esta tasa es mayor que el costo de oportunidad del capital, el proyecto es aceptable.
Los rendimientos son brutos porque incluyen el rendimiento equivalente al costo de oportu-
nidad del capital y el rendimiento neto. Mds adelante aprenderemos cémo separar estos dos
elementos.

Tasa interna de retorno modificada (TIRM)

Una variante del rendimiento del costo de oportunidad (RCO) es la tasa interna de retorno mo-
dificada (TIRM). Este método subsana los defectos metodoldgicos de la tasa interna de retorno
y al mismo tiempo generaliza la técnica RCO cuando los flujos de efectivo cambian de signo
mas de una vez (de negativo a positivo y viceversa).

La TIRM es la tasa de descuento que iguala el valor futuro de las entradas de efectivo
netas (o valor terminal bruto VTB) con el valor presente de las salidas de efectivo netas.

Valor futuro de entradas de efectivo

(1+TIRM)"

= Valor presente de salidas de efectivo

donde n es la vida del proyecto en periodos (afios, regularmente).
Cuando el tnico flujo de salida es el desembolso inicial: VP(flujos de salida) = I, la fér-

mula presentada con anterioridad es exactamente igual a la férmula del rendimiento del costo
de oportunidad: TIRM = RCO.

VTB _
(1+rRCO)" °
Si reordenamos la férmula de la TIRM tenemos:

VF(flujos de entrada)
VP(flujos de salida)

= (1+TIRM)"

Calculada de esta manera, la TIRM siempre es tnica (no hay problemas de TIR multi-
ples) y como criterio de seleccion es consistente con el valor presente neto. El criterio TIRM
se utiliza sobre todo en los proyectos en los cuales los flujos de efectivo cambian de signo mas
de una vez.

Hay dos variantes de la TIRM. En la primera, para calcular el valor presente de los flujos
negativos y el valor futuro de los flujos positivos, se usa la misma tasa que representa el costo
de oportunidad del capital. En este caso el procedimiento de célculo puede resumirse en los
siguientes pasos:
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1. Calculamos el valor presente de todos los flujos netos que tienen el signo negativo (sali-
das de efectivo).

2. Calculamos el valor futuro de todos los flujos netos que tienen el signo positivo (entradas
de efectivo).

3. Utilizamos la férmula para despejar la TIRM.

Como primer ejemplo, calcularemos la TIRM para el proyecto de la bomba del pozo de petré-
leo, utilizando los datos del cuadro 3 y suponiendo k = 10%.

1. VP(flujos de salida) = 1 600 + 10000 _ 9864.46

(L)

2. VF(flujos de entrada) = 10000(1.1) = 11000

30 (1+ TIRM)? = 190y 4455

9864.46

TIRM =V1.1151 —1 =0.056 = 5.6%

Asi, tenemos una sola tasa interna de retorno menor que el costo del capital, por lo que el
proyecto deberfa ser rechazado. Este resultado concuerda con el criterio VPN.
Abhora calculemos la TIRM del proyecto A cuyos flujos de efectivo estan en el cuadro 1.

1. VP(flujos de salida) = 1 000 + 0 _ 1204.9

Lyt

2. VF(flujos de entrada) = 200(1.1)” +800(1.1)* + 300(1.1) = 1564.2

15642

3. (1+TIRM)* = =1.2982
1204.9

TIRM = \/1.2982 —1 = 0.0674 = 6.74%

Dado que la TIRM es menor que el costo del capital, el proyecto deberfa ser rechazado.

El RCO para el proyecto A fue de 6.04%. Para los proyectos B, C y D la TIRM es idéntica
al RCO. La diferencia entre los dos métodos consiste en el tratamiento de los flujos negativos
(de salida) que se dan fuera del periodo cero. Segiin el método del RCO, estos flujos se llevan
al dltimo periodo y se restan del valor terminal bruto. Segtin el método de la TIRM estos flujos
se llevan al presente y se suman al desembolso inicial.

Un método alternativo para calcular la TIRM consiste en utilizar una tasa de descuento
para calcular el valor presente de los flujos de salida [VP(FS)] y otra tasa (de rendimiento) para
calcular el valor futuro (terminal) de los flujos de entrada [VF(FE)]. Los flujos de caja nega-
tivos se descuentan con una tasa libre de riesgo (Rp): lo que pagan los bonos del gobierno, o
lo que ganarfa un depésito en efectivo en un banco. En cambio, los flujos de caja positivos se
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llevan a futuro con una tasa que refleja el rendimiento de una inversién de riesgo equivalente
(R)). Para este fin se puede utilizar, por ejemplo, el modelo CAPM (modelo de valuacion de
activos de capital). Este rendimiento consiste en dos elementos: la tasa libre de riesgo y la
prima de riesgo proporcional a la variabilidad de los rendimientos del tipo de proyectos que
estamos tratando.

La légica que sostiene este enfoque es la siguiente: Si no gastaramos los fondos en nuestro
proyecto, lo que podrfamos ganar con estos fondos es, cuando mucho, el rendimiento libre
de riesgo. En cambio, los fondos invertidos en el proyecto deberfan producir por lo menos el
rendimiento ajustado por el riesgo para proyectos de riesgo equivalente.

EJEMPLO 1

Tenemos oportunidad de invertir en un proyecto que ofrece los siguientes flujos de efectivo.

Periodo 0 1 2 3 4 5 6 7
FE —200 100 —100 200 300 —200 600 —200

La tasa libre de riesgo es de 8% y la tasa de rendimiento de proyectos de riesgo equivalente es de
12%. ;Cual es la TIRM del proyecto?, ;deberia aceptarse o rechazarse el proyecto?

Solucién: Primero calculamos el valor presente de los flujos de salida utilizando, como tasa de
descuento, la tasa libre de riesgo, R = 8%:

vP(Fs) =200+ —0 200 200 _ 4454

(1.08)> (1.08)° (1.08)

Después, calculamos el valor futuro (terminal) de los flujos de entrada utilizando la tasa de rendi-
miento de 12%:

VF (FE) = 100(1.12)° +200(1.12)* +300(1.12)® + 600(1.12) = 1605.56

Ahora podemos calcular la TIRM:

_ 1605.56

=2.9813 = TIRM = 2.9813/ — 1= 0.1689 = 16.89%
538.55

(1+ TIRM)’

Respuesta: La tasa interna de retorno modificada (T/RM) del proyecto es igual a 16.89%.

Dado que la TIRM es mayor que el rendimiento en proyectos de riesgo equivalente, el
proyecto deberfa ser aceptado.

Para poner este resultado en perspectiva calcularemos el valor presente neto, la tasa inter-
na de retorno del proyecto y el RCO, utilizando una tasa de interés de 12%.

VPN = 242.56, TIR = 38.94%, RCO = 25.46%,” IR =2.21, TRP = 26.52%

> En proyectos con varios flujos de salida no es correcto tomar el primer flujo como tnico costo del proyecto. En
proy ] P ] proy
estos casos la TIRM es muy superior al RCO.
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Con todos los criterios, el proyecto es aceptable.®

En Excel, para calcular la tasa interna de retorno modificada, utilizamos la funcién TIRM,
que tiene la siguiente sintaxis: TIRM (valores, tasa_financiamiento, tasa-reinversién), donde
valores representan la columna (o fila) de los flujos de efectivo del proyecto con sus respectivos
signos, tasa_financiamiento es la tasa a la que se lleva los flujos negativos al presente y tasa_re-
inversion es la tasa con la que se lleva los flujos positivos al futuro. Una pantalla de Excel, con
la solucién del ejemplo 1, aclara el procedimiento.
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La tasa interna de retorno modificada no es muy utilizada en la practica porque resulta
dificil darle una interpretacién econémica clara.

En el siguiente ejemplo veremos que, en caso de la TIR muiltiple, la TIRM puede no pro-
porcionar un criterio correcto de seleccion.

EJEMPLO | 2

Un proyecto con un costo inicial de $1500 produce los siguientes flujos de efectivo en cada uno
de los siete afos de su vida.

Periodo 0 1 2 3 4 5) 6 7
FE —1500 1000 1000 300 300 400 400 —2000

Si el costo del capital es de 10%, el valor presente neto del proyecto es 113.68, por lo que el pro-
yecto resulta aceptable. Si tratamos de calcular la TIR del proyecto, obtendremos dos resultados:
TIR, = 2.71% y TIR, = 27.87%. Obviamente, no sabemos cual TIR tomar como base de decision.
Si por casualidad calcularamos la segunda TIR en el primer intento, pensariamos que el proyecto
es muy bueno y lo aceptariamos. En definitiva, la TIR convencional no es un criterio confiable
cuando los flujos de efectivo cambian de signo mas de una vez.

Para ver mejor el problema presentamos la grafica (figura 14.9) del valor presente neto contra
diferentes tasas de descuento.

6 Los criterios IR y TRP se explican en paginas siguientes.
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Costo de capital

El proyecto tiene el valor presente neto positivo (bastante bajo) para las tasas de descuen-
to ubicadas entre los dos valores de la TIR.

VPN >0 TIR, <k <TIR,

para

Abhora calcularemos la TIRM, bajo el supuesto de que la tasa libre de riesgo es de 9% y el
rendimiento requerido para un proyecto de riesgo equivalente es de 12%.

1. Calculamos el valor presente de los flujos de salida con la R = 9%:

2000

VP(FS) = 1500 +-———
(1.09)

=2594.07

2. Calculamos el valor futuro de los flujos de entrada con la R = 12%:

VF(FE) =1000(1.12)° +1000(1.12)° +300(1.12)* +300(1.12)’ +
+400(1.12)* + 400(1.12)" = 5579.46

3. Ahora podemos despejar la TIRM:

7 _5579.46 _
2594.07

b

(1 +TIRM) 215 = TIRM = 2.15 0.1156 =11.56%

La TIRM es mayor que la R pero menor que el rendimiento requerido. Al aplicar este
criterio, el proyecto no parece muy bueno.

El ejemplo 2 indica que el criterio de la TIRM, aunque no tiene los defectos de la TIR,
no es un criterio tan bueno como el VPN. No lo recomendamos y su inclusién en este texto
se debe s6lo al deseo de hacer la presentacién de los criterios de seleccién de proyectos lo mas
completa posible.
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Indice de rentabilidad (IR)

El método utilizado con frecuencia por los gobiernos y las organizaciones internacionales es el
indice de rentabilidad, conocido también como relaciéon beneficio/costo (B/C). El indice de ren-
tabilidad compara los beneficios del proyecto con sus costos. Dependiendo del tratamiento de
los costos, existen dos versiones de la relacién B/C. En la versién convencional del IR, el valor
presente de los costos anuales relacionados con el mantenimiento y la operacién del proyecto
se suman al costo inicial. En el numerador se coloca sélo el valor presente de los beneficios:

VP(beneficios)
I, + VP(costos de operacion )

IR(convencional ) =

La versién del IR que recientemente gana mds aceptacién se llama indice de rentabilidad
modificado. Segin este enfoque, el valor presente de los costos de operacién se resta de los be-
neficios y el valor presente de los beneficios netos asi obtenidos se divide entre el desembolso
inicial. De acuerdo con nuestra terminologia, el valor presente de los beneficios netos no es
otra cosa que el valor presente bruto.

IR (modificado) = VP (beneficios) — Vl; (costos de operacién ) _ VIPB
0 0

El valor presente de cualquier valor de rescate se resta del denominador.

De ahora en adelante, en lugar de indice de rentabilidad modificado escribiremos simple-
mente indice de rentabilidad.

De la férmula se desprende que el indice de rentabilidad es el valor presente de los benefi-
cios generados por el proyecto durante su vida por cada peso de desembolso. Es el incremento
del valor presente por cada peso invertido.

Para el proyecto B, el IR = 1260.23/1000 = 1.26.

Esto significa que, descontados con el costo de oportunidad del capital, los beneficios del
proyecto B son 1.26 veces mayores que su costo.

Al hacer los célculos correspondientes encontramos que:

IR, = 0.86, IR = 1.109, IR, = 1.238.

La regla de decisién, con el indice de rentabilidad, es que los proyectos cuyo IR sea mayor
que uno son aceptables. Entre dos proyectos mutuamente excluyentes con IR > 1, seleccionar
aquel que tiene el IR mayor.

IR>1 = aceptar

IR,>IRB = A>B (IR, > 0elR; > 0)

Para proyectos de igual desembolso inicial (del mismo tamafio), el indice de rentabilidad
proporciona el mismo criterio de seleccién que el VPN. En realidad, los dos criterios presentan
la misma informacién, pero de manera distinta. El valor presente neto es el valor presente
bruto menos el desembolso inicial, mientras que el indice de rentabilidad es el valor pre-
sente bruto dividido entre el desembolso inicial.
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El indice de
rentabilidad no
debe ser utiliza-
do para compa-
rar proyectos de
distinto tamano
o con vidas dife-
rentes.

Cuadro 14.4

Proyectos con
vidas diferentes.

_ VPB
IO

Puede ser més fécil entender el concepto del indice de rentabilidad expresandolo en fun-

cién del VPN.

VPN =VPB — I, e IR

+
R VPB _Ig+VPN _ VPN

[ 0 [ 0 [ 0
En esta férmula se ve claramente que el indice de rentabilidad es mayor que uno sélo si el
valor presente neto es positivo.

VPN >0 & IR>1

El IR es un buen criterio de seleccién, pero al utilizarlo hay que ser muy cuidadosos.

Para ilustrar el primer punto consideremos dos proyectos mutuamente excluyentes con
la misma vida. El primero implica un desembolso inicial de 100 000 pesos y durante su vida
produce el valor presente bruto de 130 000. El segundo requiere una inversién de un millén
y produce el valor presente bruto de 200 000. En la siguiente tabla se muestran los valores
presentes netos y los indices de rentabilidad de los dos proyectos.

Proyecto 1 2
VPN(10%) 30000 200 000
IR 1.3 1.2

Supongamos que la empresa no tiene problemas con el financiamiento (no existe el problema
de racionamiento del capital). Segiin el criterio del VPN deberfa seleccionarse el proyecto
2, lo que serfa una decisién correcta dado que éste aumenta mds el valor de la empresa que
el proyecto 1. Sin embargo, el criterio del indice de rentabilidad sefiala que el proyecto 1
es el mejor, ya que tiene una mejor relacién beneficio/costo. En este caso, el criterio del IR
arroja resultados erréneos.

Para ilustrar el segundo punto imaginemos dos proyectos mutuamente excluyentes (3 y 4)
con el mismo desembolso inicial, pero con diferentes vidas. El costo de cada uno de los pro-
yectos es de $10000. El costo de capital es de 10%. Los flujos de efectivo de los dos proyectos
se presentan en el cuadro 14.4.

Afo Proyecto 3 Proyecto 4
0 —10000 —10000
1 5000 1500
2 5000 2000
3 3000 2500
4 5000
5 5000
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A continuacién se presentan los resultados de los cdlculos de todos los criterios de selec-
cién, discutidos hasta ahora. El lector debe comprobatlos.

Proyecto 3 4

PR (afios) 2| entre3y4
VTB 14 550.00 18 383.36
VPB 10931.63 11 414.00

VPN 931.63 1414.00
TIR (%) 15.66 14.33
RCO (%) 13.32 12.95

IR 1.09 1.14

El proyecto 4 tiene un indice de rentabilidad mayor que el proyecto 3. Esto no significa que
sea mejor. Puesto que los proyectos tienen vidas diferentes, estrictamente hablando, no son
comparables. M4s adelante estudiaremos en detalle el problema de los proyectos con vidas
diferentes. En este momento, sélo podemos constatar que la relacién beneficio/costo en el
proyecto 4 es mayor porque este proyecto dura dos afios mds que el proyecto 3. En este caso
es mejor utilizar el criterio TIR o el criterio RCO. Segtin estos dos criterios, el proyecto 3 es
mejor, y asi es en realidad. El criterio VPN aparentemente falla porque no est4 ajustado por la
diferencia de las vidas de los proyectos.

El indice de ren- Para encontrar la relacién entre el rendimiento del costo de oportunidad, el costo del

tabilidad puede  capital y el indice de rentabilidad, empezamos con la definicién del RCO.

ser usado como

una medida de

riesgo. Nos dice (1 + RCO)n = w

qué tanto pueden 0

bajar los bene-

ficios antes de Sustituimos el valor terminal bruto por el valor presente bruto llevado al futuro:

que el proyecto

empiece a reducir n

el valor de la em- (1 +RCO) = VPBULFR)T donde VTB = VPB(I +k)"
presa. IR = 1.2, I,

por ejemplo,

implica quesilos  Sin embargo, el valor presente bruto dividido entre la inversién inicial es el indice de renta-
beneficios espe- bilidad:

rados durante la

vida del proyecto VPB

no bajan mas de IR =——

20%, el proyecto Iy

hara una contri-

bucién positiva al ~ Asi, la relacién buscada entre el indice de rentabilidad, el costo del capital y el rendimiento

valor. del costo de oportunidad es:

(1+RCO)" = IR(1 +k)"
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Si despejamos de esta relacién el indice de rentabilidad, tenemos:

IR = (1+RCO)" :(1+RCO)”
(1+k)" 1+k
De donde
1
1 +RCO _ R
1+k

1
IR" = VIR esuno mas la tasa de crecimiento de los beneficios netos (rendimiento del proyecto

neto del costo de capital), calculada como promedio geométrico.
1

En el proyecto B, por ejemplo, IRy = 1.26,n = 4. Asi 1.26 4 = Y1.26 =1.0595;0.0595
= 5.95% es la tasa de crecimiento del beneficio neto del proyecto B. El término neto se refiere
a la exclusién de los costos de capital. Esto quiere decir que a partir del valor inicial de $1 000,
el valor del proyecto B crece a un ritmo anual promedio de 5.95%, después de deducir el costo
de capital. En otras palabras, el rendimiento neto del proyecto B es de 5.95%.

Ahora podemos resumir la discusién anterior en la siguiente férmula:

1
1+RCO =IR™ (1+k)

1
1+RCO = IR" (1+k)

1+ el rendimiento neto 1+ el costo de capital

De esta férmula se deduce que el rendimiento del costo de oportunidad es un criterio correcto
para la seleccién de los proyectos de inversién. Incluye tanto el costo de oportunidad del
capital que tiene que cubrir cada proyecto aceptable, como el rendimiento neto (el ritmo de
crecimiento de los beneficios netos), lo que permite seleccionar los mejores proyectos

RCO > k = el proyecto genera beneficios por arriba del costo de capital.

Ahora ya sabemos cémo utilizar el criterio del indice de rentabilidad en el caso de los proyec-
tos con vidas diferentes. Simplemente comparamos la n-ésima raiz de dicho indice para dife-
rentes proyectos. El proyecto cuya n-ésima raiz del indice de rentabilidad sea mayor deberfa
ser seleccionado. Si expresamos este criterio en simbolos tenemos:

iy R = A

Ahora podemos utilizar este criterio para comparar el proyecto 3 con vida de tres afios, con el
proyecto 4 con vida de cinco afios. IRy = 1.09, n; = 3, IR, = 1.14,n, = 5.

1 1
1.093 =1.0291 >1.14°5 = 1.0266



La n-ésima raiz del
indice de rentabi-
lidad, donde n es
la vida del proyec-
to en aiios, es un
criterio correcto
para comparar
proyectos con
vidas diferentes.

La tasa de rendi-
miento a perpe-
tuidad es la renta
anual vitalicia
generada por cada
peso de desembol-
so en el proyecto.
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El proyecto 3 es mejor porque los beneficios netos crecen m4s réapidamente (2.91%) que en
el proyecto 4 (2.66%).

Tasa de rendimiento a perpetuidad (TRP)

La tasa de rendimiento a perpetuidad es el indice de rentabilidad multiplicado por la tasa que
representa el costo de oportunidad del capital:

TRP =1IR - k

Para el proyecto B, por ejemplo, la tasa de rendimiento a perpetuidad es igual a 1.26 (0.1) =
12.6%. La TRP permite comparar proyectos en términos porcentuales, tal como la TIR, pero
sin incurrir en los errores metodolégicos implicitos en ella. Esta técnica es totalmente equiva-
lente al valor presente neto y resulta til para comparar proyectos de la misma escala, con la
misma vida, y con el mismo riesgo.

La perpetuidad es una anualidad que contintia para siempre. En el capitulo sobre anua-
lidades vimos que el valor presente de la perpetuidad es el pago dividido entre la tasa de
interés.

VPA,, = a _ pago (o renta)

R tasa de interés

David Ricardo utilizaba la férmula de perpetuidad para calcular el valor de la tierra.

Valor = Renta

Tasa de interés

Si lo que conocemos es el valor y la tasa de interés (R), podemos utilizar esta férmula para
calcular el valor de la renta.

Renta = Valor X R

En vista de la discusién anterior resulta claro que:

TRP = IR X k
[
VP del proyecto tasa de interés

por un peso (costo de capital)

de desembolso

En el caso del proyecto B, cada peso de inversién genera una renta anual perpetua de 12.6
centavos.

Tenemos que recalcar que el criterio TRP es lo mismo que el valor presente neto pero
en términos porcentuales. Es un buen sustituto de la TIR. Sin embargo, la TRP no puede ser
utilizada para comparar proyectos de diferentes tamafios, con vidas diferentes o de diferente
riesgo.

En resumen, podemos afirmar que el mejor método para evaluar los proyectos es el valor
presente neto. Este cumple con todos los requisitos metodolégicos:
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¢ Toma en cuenta todos los flujos de efectivo.

e Descuenta estos flujos con la tasa que representa el costo de oportunidad de capital
ajustado por el riesgo.

e (Obedece al principio de aditividad del valor.

e Maximiza el valor de la empresa.

De los diferentes indicadores porcentuales discutidos, los mejores son:
e El rendimiento del costo de oportunidad (rendimiento bruto).

® [an-ésima rafz del indice de rentabilidad (rendimiento neto), donde n es la vida del
proyecto en afios.

EFECTOS DE LA INFLACION

Puesto que los flujos de efectivo generados por un proyecto de inversién se dardn en el futuro,
es necesario corregirlos por la inflacién. Esta puede ser neutral y no neutral.

La inflacién neutral tiene lugar si todos los precios y los costos aumentan en forma propor-
cional. No hay ganadores ni perdedores. El anilisis de rentabilidad de proyectos de inversién
arroja los mismos resultados en términos nominales y en términos reales.

Si la inflacién neutral es plenamente anticipada por los agentes econémicos, ya est4 in-
cluida en la tasa de interés nominal a través de la relacion de Fisher.

1+R=(1+r)[1+E(i)] de donde R =r +E@) +rEQ)

donde R es la tasa nominal,
r es la tasa real,

E(i) es la tasa de la inflacién esperada.

En el contexto de la evaluacién de proyectos habria que sustituir la tasa de interés por el costo
del capital, k.

Tanto los ingresos en términos nominales como los costos crecerdn al ritmo de la infla-
cién, pero al mismo tiempo serdn descontados por una tasa que representa el costo de capital
en términos nominales. Esta tasa ya incluye la inflacién esperada. El resultado es el mismo,
independientemente de si valuamos los flujos de efectivo en términos reales (por ejemplo en
Udis) y utilizamos como tasa de descuento la tasa real, o calculamos los flujos en términos
nominales y los descontamos con la tasa nominal que incluye la inflacién esperada.

Para ilustrar este punto volvemos a calcular el VPN del proyecto B en términos nominales
y en términos reales. Supongamos que la inflacién esperada durante la vida del proyecto es de
6% anual. Si el costo del capital en términos nominales es de 10% (k. = 10%), el costo del
capital en términos reales, k , serd:

nom

= =0.0377 =3.77%
1+ 1.06

knom_' A= Ul
= i _ 0.1-0.06
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Para calcular los flujos en términos reales, dividimos los flujos en términos nominales por
(1 +19)" = (1.06)". Para calcular el VPN en términos reales utilizamos la tasa de descuento, k,
= 3.77%.

Afo Flujos en términos L Flujos en términos
nominales (1.06)" reales (2X3)
0 —1000 1 —1000
1 100 0.9434 94.34
2 200 0.8900 177.99
3 700 0.8396 587.73
4 700 0.7921 554.46
VPN g0y = 260.22 VPN 7790y = 260.22

El lector debe comprobar estos célculos.

Para consolidar la comprensién de los computos en términos nominales y reales, con una
inflacién neutral, ofrecemos un ejemplo m4s sencillo.

Supongamos que el costo inicial de un proyecto es de $100. Al cabo de un afio producird
un flujo de efectivo (nominal) de $138. El costo del capital (nominal) es de 15% vy la inflacién
esperada es de 10%.

Datos:

I, = $100, FE, = $138, k.. =15%, i=10%

nom

Si usamos los términos nominales, el VPN del proyecto es igual a $20.

FEL =18 100 =20

VPN = —— L
(1+knom) 115

Para calcular el VPN en términos reales, primero tenemos que computar la tasa real:

kT _ knom -1 _ 0.15 - 0.1 _ 00455 _ 455%
1+i 1.1

Después, calculamos el valor del flujo de efectivo en términos reales:

FE, _ 138

FE, (real) = —— =12545
: (1+i) 11

Ahora podemos calcular el VPN utilizando la tasa real como tasa de descuento:

_ FE,(real) [ - 125.45

0 0455

1 ~100 =20
(1+k,)
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Cuando la
inflacion es alta,
variable y no neu-
tral, la evaluacion
cuantitativa de los
proyectos de in-
versiéon a mediano
y largo plazos se
vuelve practica-
mente imposible.

No deberfa sorprender que el resultado sea idéntico, porque en términos reales hemos llevado
a cabo la misma operacién aritmética que en términos nominales, pero en dos etapas.

veN = FEL__, PR _p, = FEi(eal)
(1+k,)

(1+k (1+i)(1+k,) °

nom )

RECOMENDACION

Cuando la inflacion es neutral, es preferible calcular los flujos de efectivo futuros a precios cons-
tantes y, para los fines de descuento, utilizar la tasa de interés real ajustada por el riesgo.

k = r + prima de riesgo.

La inflacién no neutral significa que los precios de venta y los costos pueden subir a tasas dife-
rentes, de manera que hay ganadores y perdedores. La empresa se ve favorecida por la infla-
cién, si los precios de los productos que vende suben mds rapido que los precios de los insumos
intermedios que compra y los costos de su mano de obra. Si los costos de la empresa suben a
mayor ritmo que los precios de sus productos, la empresa sale perjudicada por la inflacién.

Si la inflacién es provocada por la devaluacién de la moneda nacional, por ejemplo, las
empresas exportadoras que usan muchos insumos nacionales ganan, y las empresas orientadas
al mercado interno que usan muchos insumos importados pierden.

Quien gana y quien pierde con la inflacién depende de la naturaleza de los cambios es-
tructurales que experimenta la economia. Las tnicas generalizaciones que se pueden hacer
son las siguientes:

1. Silainflacién real es mayor que la inflacién anticipada (la inflacién se acelera) ganan los
deudores y pierden los acreedores.

2. Sila inflacién real es menor que la anticipada (durante el proceso de deflacién) ganan los
acreedores a costa de los deudores.

3. Cuando el sistema impositivo no estd indexado a la inflacién gana el gobierno y pierden
los contribuyentes. Se reduce la proteccién fiscal de la depreciacién y los que pagan el
impuesto sobre la renta entran en tramos impositivos mas altos, no porque subieron sus
ingresos reales, sino porque sus ingresos en términos nominales son mds altos. Los inver-
sionistas tienen que pagar el impuesto sobre la ganancia de capital, aun cuando el valor
real de los activos que venden no haya subido.

4. Si la inflacién es provocada por la devaluacién de la moneda nacional, ganan los expor-
tadores y pierden las empresas que dependen mucho de las importaciones.

5. La inflacién puede perjudicar a los trabajadores, sobre todo si tiene lugar en una econo-
mia deprimida (estanflacién = estancamiento + inflacién).

Cuando se espera una inflacién no neutral, la evaluacién de los proyectos de inversién es
muy complicada. Hay que hacer las proyecciones de los precios de cada elemento de ingresos
y gastos por separado y tomar en cuenta el efecto fiscal de la inflacién.
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Bajar la inflacién En este caso, la administracién de la empresa tiene la opcién de abstenerse de cualquier
noesunfinensi  proyecto que dure més de un afio o guiarse por intuicién y experiencia. Una inflacién alta,
mismo, sino un impredecible y no neutral frena el proceso de inversién productiva, por lo que desacelera el

medio para acele- d L .
rar el proceso de ~ Proceso de crecimiento econdmico.

inversion produc- En México, el sistema impositivo estd indexado a la inflacién y el gobierno no se beneficia
tivay el crecimien- de la misma. Bajar la inflacién a un nivel por debajo de 4% es uno de los objetivos de la poli-
to econoémico. tica econdmica tanto del Banco de México como del gobierno.

PROYECTOS CON VIDAS DIFERENTES

El criterio del valor presente neto se aplica a proyectos mutuamente excluyentes con la misma
vida econémica y con el mismo desembolso inicial. Cuando los proyectos tienen vidas dife-
rentes, el método tiene que ser modificado. Una manera de comparar los proyectos con vidas
diferentes es repetirlos tantas veces que la duracién de la serie de repeticiones del proyecto A
sea igual a la del proyecto B.

EJEMPLO 1

De dos proyectos, E y F, que tienen el mismo desembolso, ¢cual deberiamos escoger, si el pro-
yecto E tiene una vida de dos afios y su valor presente neto es de $200 y el proyecto F tiene una
vida de tres afios y su valor presente neto es de $300? Se supone que el costo del capital aplica-
ble es de 10%.

Para resolver este problema seleccionamos “seis afnos” como el periodo de comparacién. Esto
se debe a que seis se divide entre dos y tres. Ahora tenemos que contestar a las siguientes pre-
guntas: jcual es el valor presente del proyecto E si éste se repite tres veces? y, jcual es el valor
presente del proyecto F si éste se repite dos veces?

VPN, 5 es valor presente neto del proyecto con vida de dos afios repetido tres veces (E). Calcu-
lamos este valor al sumar los valores presentes del proyecto E que se presentaran en periodos
0,2y4.

200 200

VPN, 5 =200 + F * W = 501.89

La linea de tiempo explica este céalculo (véase figura 14.10).

Figura 14.10 0 1 ) 3 4 5 6
Valor presente neto de I I | I I I
un proyecto de dos afios !
que se repite tres veces. 200 200 200
200
VP(2,3) = 501.894 1.1
200
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Figura 14.11

Valor presente neto
de un proyecto de
tres anos que se
repite dos veces.
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El valor presente del proyecto con vida de tres afios (F) repetido dos veces es:

VPN, =300 + ﬂf = 52539
’ 1.1

En este caso, la linea de tiempo tiene la siguiente forma:

VP(3,2) = 5253 { 300

Dado que VPN;, > VPN, 5, deberfamos seleccionar el proyecto F, con vida econémica de
tres afios. Sin embargo, si el valor presente del proyecto F fuese 250 en lugar de 300, el proyec-
to E serfa mejor. El lector deberfa comprobar esta afirmacién.

El procedimiento antes esbozado puede resultar muy engorroso, sobre todo si hay varios
proyectos con vidas diferentes. Si tuviéramos cuatro proyectos con vidas de cuatro, cinco, siete
y nueve afios, por ejemplo, el periodo de comparacién serfa de 1260 afios y los calculos serian
muy tediosos.

La mejor manera de comparar proyectos con vidas diferentes es suponer que cada pro-
yecto se repite a una escala constante para siempre. En otras palabras, tenemos que calcular
VPN, ., 0 sea, el valor presente del proyecto con vida de n afios repetido un nimero infinito
de veces. De esta manera, todos los proyectos se vuelven comparables ya que tienen la misma
vida: infinita. El valor presente neto de una corriente infinita de proyectos que se repiten cada
n afios es equivalente al VPN de una estrategia a largo plazo consistente en invertir en el pro-
yecto con una vida de n afios.

Para calcular VPN(n, ), primero vamos a repasar el concepto de serie neta uniforme (SNU),
también conocida como serie equivalente de anualidades anuales,” o serie anual uniforme.

La SNU es el ingreso anual que generarfa el valor presente neto de un proyecto con una
vida n durante los n afios de su vida. En otras palabras, el VPN, es equivalente a recibir un
pago igual a la SNU al final de cada afio de vida del proyecto. La SNU es el pago periédico en
la férmula del valor presente de una anualidad ordinaria:

VPN, SNU ([ 1
k (1+k)"

" En inglés esta cantidad se llama Equivalent Annual Annuity Series (EAS) o Uniform Annuity Series.



Recibir la SNU ca-
da ano es lo mis-

mo que recibir

el VPN (n) cadan

afnos.

Figura 14.12

|1 Db
|
Equivalencia entre el I SI\IIU SI\IIU SI\ITU SI\IIU SI\IIU SI\IIU

VPN(3) y la SNU.
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donde VPN, es el valor presente de un proyecto que dura n periodos,
SNU s el pago anual,

k es la tasa de interés, igual al costo de capital.

En la férmula antes presentada se ve con claridad que la SNU de un proyecto es el pago anual
que se recibirfa si se invirtiera el VPN del proyecto en una anualidad de n afios, con una tasa
de interés igual al costo de oportunidad del capital, k. Es el VPN expresado como un pago
anual equivalente.
En la figura 14.12 se presenta el concepto de SNU para un proyecto con vida de tres afios.
Si los proyectos con vidas diferentes tienen la misma escala y su riesgo es igual (usan la
misma tasa de descuento), el proyecto que genera una mayor SNU es el mejor.

SNU, >SNU, = A>B

Utilizaremos este criterio para comparar los proyectos 3 y 4 (cuadro 14.4). El proyecto 3 tiene
vida de tres afios y su valor presente neto es: VPN(3) = 931.63. El proyecto 4 tiene vida de
cinco afios y su VPN(5) = 1 414. Para comparar estos proyectos, primero tenemos que cal-
cular la SNU de cada uno. La SNU es igual al valor presente neto dividido entre el factor del
valor presente de la anualidad (la expresién entre corchetes).

SNU = kX VPN@)
{— 1
(1+k)"
SNU(3) = 931.63 = 374.62 y SNU4) = 1 414 = 373.13
2.4869 3.7908

Dado que la SNU(3) es mayor que la SNU(4), el proyecto 3 es mejor que el 4. Obtuvimos el
mismo resultado que con los criterios del rendimiento del costo de oportunidad (RCO) y la
n-ésima raiz del indice de rentabilidad (IR). Todos estos criterios son correctos para comparar
los proyectos con vidas diferentes.

Para consolidar la metodologia podemos utilizar el criterio SNU para comparar los pro-
yectos E y F (ejemplo 3).

0
|

2
|

VPN(B)} :_,—,

VPN( 3}
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Datos:

n(E) = 2 afos, n(F) = 3 afios, k= 10%
VPN(E) = VPN(2) = 200, VPN(F) = VPN(3) = 300

Solucién:

Para calcular la SNU del proyecto E podemos utilizar la tabla del factor del valor presente
de una anualidad conn = 2 y k = 10%. FVPA(Z, 10%) = 1.7355. También podemos usar la

férmula o una calculadora financiera.

200 300

SNU(E) = =115.24 y SNU(F) = =120.63
1.7355 2.4869

Dado que la SNU del proyecto F es mayor que la del proyecto E, el proyecto F es mejor que
el E. Este resultado coincide con el obtenido al llevar los dos proyectos a un periodo de vida
comin de seis afios. Para comprobar que los dos procedimientos son realmente dos variantes
del mismo método, hagamos el siguiente ejercicio.

;Cudl es el valor presente de una anualidad que implica un pago de $115.24 al final de
cada uno de los siguientes seis afios si la tasa de interés es de 10%?

vpa, =f{1- L |- 115‘24(1— 16)=501.9=\/PN23
"k (1+k)" 0.1 1.1 *

El valor presente de una anualidad que paga la SNU del proyecto durante seis afios es el
mismo que el valor presente neto del proyecto que dura dos afios si éste es repetido tres veces
VPN(2,3).

El mismo ejercicio puede ser repetido con el proyecto F. El valor presente de una anua-
lidad de $120.63 durante seis afios, a 10%, es igual a $525.39; exactamente lo mismo que el
valor presente del proyecto F con vida de tres afios, repetido dos veces (VPN ,).

En la préctica, para comparar los proyectos con vidas diferentes dividimos su SNU entre
la tasa de interés, obteniendo asf el valor presente del proyecto con vida de n afios repetido un
ndmero infinito de veces.

VPN(n,) = SNTU = VPN(n) :

= va(n)|:(1+—k)n:|
- (1+k)"

(1+k)" -1

Donde el VPN(n,e0) es el valor presente neto a perpetuidad del proyecto con vida n.

oy — N (1+k)"
VPN(n,) = VPN( )|:(1+k)”—1}

El criterio de seleccién con el VPN(n,0) es sencillo:



El valor de un ac-
tivo que dura
para siempre es
la renta que éste
produce dividida
entre la tasa de
interés.
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Si todo lo demds permanece constante, entre los proyectos con vidas diferentes seleccio-
namos aquel proyecto que tiene el VPN(n©) mds grande.

Si el riesgo de los proyectos es igual (en su evaluacién se usa la misma tasa de descuento),
el criterio del valor presente neto a perpetuidad produce el mismo resultado que el criterio de
la SNU. La divisién entre k se realiza para tomar en cuenta el hecho de que los proyectos pue-
den representar diferentes niveles de riesgo. A menor riesgo, menor tasa de descuento y mayor
valor del VPN (n,%), con la misma SNU.

En el calculo del VPN(n,) se utiliza la conocida regla de la perpetuidad:

Valor — Renta

Tasa de interés

VPN(n, ) = SNU Renta

k Tasa de interés

En esta férmula se puede apreciar que la SNU es la renta anual a perpetuidad que generarfa el
proyecto si durara indefinidamente.

Dado que (k)T =1+ ;, podemos escribir la férmula del valor presente
(1+k)" =1 (1+k)" =1
neto a perpetuidad del proyecto con vida n en forma alternativa:
VPN(n,) = VPN(n) + _VPN(n)
(1+k)" -1

El lector seguramente habrd notado que el lado derecho de la ecuacién es el valor presente
capitalizado del proyecto.® Con esa cantidad es posible no solamente echar a andar el proyecto,
sino también repetirlo en la misma escala a perpetuidad.

VPN(n,») = SNTU = Valor presente capitalizado del proyecto

RACIONAMIENTO DEL CAPITAL

Hasta ahora hemos analizado la seleccién entre proyectos mutuamente excluyentes que pro-
porcionan el mismo servicio. Algunas veces la empresa contempla varios proyectos inde-
pendientes, pero el monto total que puede dedicar a la inversién estd limitado. Este tipo de
problema se conoce con el nombre de racionamiento de capital. Las empresas pueden imponer
limites al monto de fondos que invertirdn cada afio, independientemente del mercado finan-
ciero. Entre las causas del racionamiento del capital podemos mencionar las siguientes:

8 El concepto de “costo capitalizado” fue discutido en el capitulo 7.
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® Laempresa se niega a emitir acciones porque su precio es bajo, o para evitar la dilucién
del control de la propiedad.

® La empresa ya llegd a un limite prudente de endeudamiento y no quiere endeudarse
mas, o estd impedida para hacerlo por los contratos de deuda existentes.

® Aun cuando no hay escasez de fondos, existen problemas de otro tipo para administrar
una expansién rapida, tales como la escasez de personal calificado, la falta de experien-
cia o la ineficacia administrativa.

El problema de racionamiento de capital tiene las siguientes caracteristicas:

1. Existen propuestas de varios proyectos independientes: la aceptacién de un proyecto no
excluye la aceptacién de otros.

2. Cada proyecto puede ser aceptado o rechazado: no hay la posibilidad de una inversién
parcial en un proyecto.

3. El presupuesto estd limitado y el limite es inferior a la suma de los costos iniciales de los
proyectos propuestos.

El problema de racionamiento de capital puede ser formulado como un problema de progra-
macién lineal entera: maximizar el valor de la empresa, sujeto a la restricciéon de no exceder
el presupuesto de capital, donde cada proyecto puede ser aceptado o rechazado.

Maxzm: x; VP,
i=1

Y xl =B

sujeto a x, =1 o x;,=0

donde VP, es el valor presente neto del proyecto i,

X; es un indicador si el proyecto i es aceptado (x; = 1), o rechazado si (x, = 0),

; es el desembolso inicial en el proyecto i,
m  es el nimero de proyectos propuestos,

B es la restriccién presupuestaria.

Para resolver este tipo de problemas necesitamos utilizar algiin paquete de programacién li-
neal. El lector podrd encontrar la descripcién de programacién matemdtica en cualquier libro
de investigacién de operaciones.

En la practica se utiliza con frecuencia el método de indice de rentabilidad ponderado. El
IR del presupuesto es la suma ponderada de los IR de todos los proyectos.

IR (presupuesto) = wIR; +w,IR, + -+ +w_ IR = ZwiIRi, tal que Zwi =1
i=1



El valor presen-
te neto de un
proyecto que
produce rendi-
mientos iguales
al costo de
capital es igual a
ceroy el indice
de rentabilidad
de este proyecto
es igual a uno.

Cuadro 14.5

Proyectos con diferente
escala (n = 5 afos,

k= 10%)
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donde IR, es el indice de rentabilidad del proyecto i,

m es el ndmero de proyectos aceptados,

w, es el desembolso en el proyecto i, como fraccion del presupuesto de capital.
Al aplicar este método es necesario tener presente que el indice de rentabilidad del exceso
de fondos (la parte del presupuesto de capital de la empresa que no fue invertida en ningdin
proyecto) es igual a 1. Esto se debe a que, seglin nuestros supuestos, el exceso de fondos sélo
puede invertirse en instrumentos que apenas rinden una tasa igual al costo de oportunidad
del capital.

Dado que el indice de rentabilidad es la relacion entre el valor presente de los beneficios
(VPB) y el valor presente de los costos (I,), ambos descontados por la tasa que representa el
costo del capital, la relacién tendrd que ser necesariamente igual a uno si los beneficios con-
sisten en producir la tasa igual al costo del capital.

Si una inversién igual a I produce un rendimiento anual igual a k, su flujo de efectivo
anual es I(1+k). El valor presente de los beneficios de esta inversion es igual a I,.

(1+k)'
WIS
(1+k)"
VPN = VP(beneficios) — costo = I, — 1, =0

VP(beneficios) _ L _q
Costo I,

VP(beneficios) = zlﬁnef;ﬂo
+

[ndice de Rentabilidad =

Para ilustrar el método del indice de rentabilidad ponderado consideremos la situacién de una
empresa que contempla cinco proyectos de inversién independientes, pero su presupuesto de
capital es limitado a $600 000. Los datos de los cinco proyectos estan resumidos en el cuadro

14.5.°

I, TIR
Proyecto  (miles) FE anual VPB VPN (%) IR
1 $400 | 121.347 460.0 60.0 @ 15.1 | 1.15
2 250 74.523 282.5 325 | 149 | 1.13
3 350 | 102.485 388.5 385 | 142 111
4 300 85.470 324.0 240 | 13.1 | 1.08
5 100 23.742 90.0 | -10.0 6.0 1 0.90

De los cinco proyectos, los cuatro primeros son aceptables y el quinto deberfa ser rechazado,
dado que su valor presente neto es negativo y su tasa interna de retorno es menor que el cos-
to de oportunidad del capital. Si no fuera por el racionamiento del capital aceptariamos los
cuatro proyectos. Si el limite del presupuesto de capital es de $600 000, ni siquiera podemos
aceptar los primeros dos proyectos. La opcién que se nos presenta es la siguiente:

? Fred Weston y Thomas Copeland, Finanzas en Administracién, 9a. ed., México, McGraw-Hill, 1994, p. 394.
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1. Aceptar el proyecto 1 e invertir el remanente de $200 000 en instrumentos que rinden el
costo de capital (10%).

2. Aceptar los proyectos 2 y 3.

Ahora vamos a calcular el indice de rentabilidad de las dos alternativas, multiplicando el IR
de cada proyecto por el porcentaje del presupuesto total asignado a él:

~ 49 115+ 22

IR(1) —
600 600

(1.0) = 1.1

Como ya explicamos, el IR del exceso de efectivo (200) es igual a 1.

_ 250 350

IR(2 1L13) + 2 (1.11) = 1.183
@)=y L13) +-S(L1D)

En vista de que el indice de rentabilidad de la segunda alternativa es mayor, deberfamos se-
leccionar los proyectos 2 y 3.

El lector seguramente ya not6 que podrfamos haber llegado a la misma conclusién suman-
do los valores presentes netos:

325+385=71>60+0=060

La técnica del indice de rentabilidad ponderado produce exactamente los mismos resultados
que el VPN. Utilizada correctamente, la técnica del valor presente neto siempre produce re-
sultados acertados. Si nos limitamos sélo a este método no cometeremos errores graves.

La aplicacién correcta del método del valor presente neto al problema de racionamiento
de capital consiste en formar paquetes de proyectos cuyo costo inicial no rebase la restriccién
presupuestaria. Después, se calcula el VPN de cada paquete aprovechando la propiedad de
aditividad. Finalmente se selecciona el paquete con el mayor valor presente neto.

Cuadro 14.6 Paquete 1 2+3  2+4

Paquetes de pro- Costo inicial 400 600 550

yectos que no re-
basan la restriccidn Valor presente neto | 60.0 71.0 56.5

presupuestaria

De los cinco proyectos propuestos es posible formar sélo tres paquetes. Otras combinaciones
rebasan la restriccién presupuestaria y la inclusién del proyecto 5 serfa contraproducente,
porque reducirfa el valor presente del paquete.

Para consolidar la comprensién de las técnicas presentadas en este texto, a continuacién
presentamos algunos problemas resueltos.
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PROBLEMAS RESUELTOS
Problema 1

Una empresa contempla la posibilidad de invertir en una maquina que cuesta $600 000 y se
espera que genere flujos anuales netos de efectivo de 200 000 durante los siguientes cinco
afios. El costo del capital aplicable es de 16%. ;Conviene hacer la inversién?

I, = 600 000, FE, = 200 000, k = 16%, n = 5.
Solucién:

Dado que las entradas de efectivo durante la vida del proyecto son uniformes, podemos aplicar
la férmula del valor presente de la anualidad o, también, utilizar el mentd VDT de la calcula-

dora financiera HP-17BII.

El valor presente neto es el valor presente bruto menos el desembolso inicial.

" FE
VPN = VPB —1, =2(1+71:)[—

t=1

Cuando los flujos de efectivo en todos los periodos son iguales, el valor presente bruto es el
valor presente de una anualidad, en la cual R = kya = FE.

vp=TE[ -1 _ 200000 1 1 - | = 200000(3.2743) = 654858.73
k (1+k)" 0.16 (1.16)

El walor presente neto es el valor presente bruto menos el desembolso inicial:
VPN = 654 858.73 — 600 000 = 54 858.73 > 0 = el proyecto es aceptable.

Para calcular el indice de rentabilidad, simplemente dividimos el valor presente bruto entre
el desembolso inicial:

IR = 654 858.73/600 000 = 1.0914 > 1 = el proyecto es aceptable.
La tasa de rendimiento a perpetuidad es el IR multiplicado por la tasa de interés:
TRP = 1.0914(0.16) = 0.1746 = 17.46% > k = el proyecto es aceptable.

La tasa interna de retorno se calcula buscando la tasa de descuento que iguala el valor pre-
sente neto a cero:

TIR = 19.86% > k = el proyecto es aceptable.
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Para calcular el rendimiento del costo de oportunidad primero tenemos que calcular el valor
terminal bruto:
VTB = VF(VPB) = 654 858.73(1.16)5 =1375427.07

VTB _ 1375427.07
Iy 600000

RCO = 2.29240.2 — 1 = 0.1805 = 18.05% >k = el proyecto es aceptable.

=2.2924

(1+RCO)’ =

Para obtener de manera alternativa el RCO (el rendimiento bruto del proyecto) se emplea la
féormula que descompone el RCO entre el rendimiento neto y el costo de capital.

1
1+RCO =1IR" (1+k)

1+ RCO = 1.0914%%(1.16) = 1.1805 = RCO = 0.1805 = 18.05%

La n-ésima raiz del indice de rentabilidad la tratamos como uno més la tasa de beneficio neto.
Asi el rendimiento neto es:

Rendimiento neto = 1.0914%2 -1 = 0.0176 = 1.76%

Este rendimiento es bastante modesto, por lo que el proyecto es sensible a las alzas en la tasa
de interés. Si la tasa de interés subiera a 20%, por ejemplo, el proyecto dejarfa de ser aceptable
(VPN = —1877.57).

Es mucho mds facil hacer todos estos célculos si se utiliza el mend VDT de la calculadora
financiera HP-17BII. A continuacién describiremos paso por paso el procedimiento requerido.

En el mend principal pulsamos la tecla del mend FIN y después VDT. Antes de empezar
el cdlculo oprimimos la tecla CLEAR DATA para no contaminar la solucién con los datos del
problema anterior.

Si la pantalla dice: 1 NO.P ANO MODO FINAL (el default es 12 NO.P ANO MODO
FINAL), estamos listos para introducir los datos. En caso contrario, pulsamos la tecla OTRO,
introducimos 1 en la pantalla y pulsamos la etiqueta PAN y después FIN. Ahora pulsamos
la tecla EXIT y ya estamos listos. “1 NO.P ANO” significa que hay un solo flujo de efectivo
(pago) en el afio. “MODO FINAL” significa que dicho pago se presenta al final del periodo.

Para introducir los datos primero insertamos cada nimero en la pantalla y después pul-
samos la tecla del mend correspondiente. Por ejemplo, cuando ya tenemos en la pantalla el
ndmero 5, pulsamos la etiqueta N. Para evitar confusién, describimos este procedimiento de
la siguiente manera:

N =5, %l =16, VA = 0, PAGO = 200000, VF = 0

Abhora, al pulsar la tecla VA, '° obtenemos el VPB de los flujos de efectivo. VA = —654 858.73.
El signo menos se debe a que el VA siempre tiene un signo opuesto al signo de los pagos. En

10VA o valor actual es lo mismo que el valor presente. Normalmente es el valor presente bruto.
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nuestro caso podemos ignorar el signo. Al restar de esta cantidad el desembolso inicial obte-
nemos el valor presente neto: VPN = 54 858.73.

Para obtener la TIR introducimos en el registro VA el desembolso inicial con el signo
negativo. Primero introducimos 600000 en la pantalla, después pulsamos la tecla de cambio
de signo (+/—) y finalmente pulsamos VA: VA = —600 000.

Al pulsar la etiqueta %I obtenemos el valor de la TIR = 19.86%. Es la tasa de interés
que hace el VPN igual a cero. Si en el registro VA tenemos 600 000 y en el registro PAGO
200 000, la calculadora computa la tasa de interés que hace que el valor presente de los cinco
pagos de 200 000 (VPB) sea también de 600 000. Si el VPB es igual al desembolso inicial, el
VPN es necesariamente igual a cero.

Cuando los flujos de efectivo en diferentes periodos no son iguales, el procedimiento
esbozado arriba no se aplica y es necesario hacer los cdlculos a mano o usar el mend FCA]J de
la calculadora financiera.

Problema 2

Una empresa contempla una inversién que cuesta $250 000 y durante su vida de cinco afios
generard los siguientes flujos de efectivo netos (en miles):

Ao 0 1 2 3 4 5
FE —250 | 50 50 80 | 90 | 100

El costo de capital es de 9%. Calcule el VPN y la TIR del proyecto.
Solucién:
Primero calculamos el VPB al descontar los flujos de efectivo netos con el costo del capital.

50 50 80 90 100

VPB = + -+ 7+ e 5
1.09  (1.09)"  (1.09)°  (1.09)*  (1.09)

=278 481.64

VPN = VPB — I, = 278 481.64 — 250 000 = 28481.64 > 0
IR = 278 481.64 /250 000 = 1.1139 > 1

Esta claro que el proyecto es aceptable y dejamos el cdlculo de otros indicadores al lector.

Al utilizar el ment F.CAJ de la calculadora financiera no sélo podemos calcular el VPN
mis rdpido, sino también podemos calcular el valor de la TIR, sin tener que recurrir al proceso
de prueba y error.

En el ment principal apretamos la etiqueta FIN y después la etiqueta FCAJ. Antes de
empezar el cdlculo pulsamos la tecla CLEAR DATA para poner los registros en ceros. La cal-
culadora pregunta: “;Borro la lista?” Contestamos: “SI”. Llenamos los registros marcando un
ntmero en la pantalla y pulsando la tecla INPUT. A continuacién presentamos el listado:

F.CAJ (0) = —250 000 El desembolso inicial tiene el signo negativo.
F.CAJ (1) = 50 000
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NO. DE VECES (1) = 2 El mismo flujo se produce dos veces consecutivas.
FCAJ (2) = 80000

NO. DE VECES (2) =1

FCAJ (3) =90 000

NO. DE VECES (3) =1

ECAJ (4) = 100000

NO. DE VECES (4) =1

FCAJ (5) = Ya termind nuestra lista y pulsamos la tecla EXIT.

En el nuevo ment pulsamos la tecla CALC y esperamos unos segundos. Introducimos la tasa
de interés de 9%: 1% = 9.
Ahora tenemos la solucién del problema:

VAN = 28 481.64 (es el VPN), TIR = 12.76%

La principal ventaja de utilizar el mend ECA] de la calculadora es la posibilidad de calcular
rdpidamente los valores presentes netos para diferentes tasas de interés. Lo tnico que hay que
hacer es introducir un nuevo valor de la tasa de interés y pulsar la etiqueta VAN.!! Invitamos
al lector a que compruebe los resultados presentados en la siguiente tabla:

1% 5 7 9 11 12.7587 15
VAN 6443737 | 45663.93 | 28481.65 | 12752.40 0.00 — 14 937.79

Respuesta: El proyecto es viable si el costo de capital es menor a 12.76%.

Problema 3

Una empresa contempla dos proyectos mutuamente excluyentes: G y H. Sus flujos de efectivo
netos vienen en la siguiente tabla:

Periodo 0 1 2 3 4 5
FE(G) | — 120 70 40 30| 10 10
FE(H) | — 120 10 20 30| 50 80

Los proyectos parecen similares, pero en el proyecto G los flujos de efectivo se concentran al
inicio del proyecto, mientras que en el proyecto H los flujos de efectivo fuertes se producen en
los dltimos afios de la vida del proyecto.

a) Calcule el VPN de los dos proyectos para diferentes valores del costo del capital.

b) Calcule la TIR de cada proyecto.

VAN o valor actual neto es lo mismo que el VPN (valor presente neto).
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c) Grafique los perfiles del VPN de los dos proyectos.
d) Seleccione el mejor proyecto para k = 6%, k = 9% y k = 15%.

Solucién:

a) Podemos utilizar la hoja de célculo Excel o la calculadora financiera HP-17BII. A
continuacién presentamos la hoja de célculo en la cual utilizamos la funcién VNA de

Excel.

R VPN(G) VPN(H)
0% 40.00 70.00
3% 30.63 49.45
6% 22.22 31.81
9% 14.64 16.59

12% 1.77 3.40

15% 1.53 —8.09

18%  —4.16 —18.14

21%  —9.37 —26.97

24% —14.16 —34.76

27% —18.57 —41.65

30% —22.64 —47.717

TIR= 15.78% 12.84%

Con la calculadora financiera repetimos el procedimiento esbozado en el problema 2. A
continuacién presentaremos las acciones necesarias para calcular el VPN y la TIR del pro-
yecto G.

En el mend principal apretamos la tecla FIN, ECAJ y CLEAR DATA. Contestamos “SI”
a la pregunta: ;Borro la lista? El listado es el siguiente:

ECAJ(0) = - 120 El desembolso inicial tiene el signo negativo.
ECAJ(1) = 70

NO. DE VECES(1) =1  Simplemente pulsamos la tecla INPUT.
ECAJ(2) = 40

NO. DE VECES(2) = 1

ECAJ(3) = 30

NO. DE VECES(3) = 1

ECAJ(4) = 10

NO. DE VECES(4) = 2 Elflujo 4 se repite dos veces.

ECAJ(5) =? Ya terminé nuestra lista y pulsamos la tecla EXIT.

Oprimimos la tecla CALC y al pulsar la tecla %TIR la respuesta: TIR = 15.78%. Ahora introdu-
cimos los diferentes niveles de la tasa de interés y pulsamos la etiqueta VAN para obtener el valor
presente neto para cada tasa. Para [% = 9, por ejemplo, VAN = 14.64. Para obtener una tabla
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semejante a la de Excel tenemos que repetir este procedimiento 11 veces. Ademds tendrfamos
que repetir todo esto para el proyecto H. Aun cuando la calculadora financiera nos puede ahorrar
mucho tiempo en problemas pequefios, no se compara con el poder de una hoja de célculo.

b) La gréfica de la tabla presentada con anterioridad es la siguiente:

100.00 — El perfil del VPN

80.00 +
60.00 +
40.00 1

2000+ G

VPN

0.00 f f f ; f f f f f
3% 6% 9% 12% 15% 18% % 27% 30%
—20.00 +

—40.00 +-

—60.00 +

Tasa de interés

La linea gruesa representa el perfil del proyecto G, mientras que la linea punteada representa
el perfil del proyecto H. Dado que en el proyecto H los flujos de efectivo se concentran en los
dos dltimos afios de vida del proyecto, este proyecto es mejor para tasas de interés bajas. Para
una tasa de interés cercana a 10% los dos proyectos son iguales, y para tasas mayores el pro-
yecto G tiene un mayor VPN. El proyecto G deja de ser rentable para tasas de interés mayores
a 15.78% (la TIR del proyecto), y el proyecto H para tasas mayores a 12.8%.

La TIR puede determinarse de manera grafica como el punto en el que la linea del VPN
intersecta el eje horizontal.

¢) Si hubiera una abundancia relativa de capital, seleccionariamos el proyecto H, porque
tiene el VPN mayor que el proyecto G. En condiciones de escasez de capital (k =
15%), seleccionariamos el proyecto G, que con esta tasa todavia tiene el VPN > 0.

Para comparar proyectos con vidas diferentes tenemos que calcular su valor presente neto a
perpetuidad (VPN ), conocido también como costo capitalizado, o su serie neta uniforme

(SNU).

Problema 4

Una empresa estudia la posibilidad de llevar a cabo uno de tres proyectos mutuamente ex-
cluyentes. Los tres proyectos representan el mismo riesgo, pero tienen vidas diferentes. ;Cu4l
proyecto deberfa seleccionar la empresa si su costo de capital es de 14%?
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Proyecto 1 = Proyecto 2 = Proyecto 3

Costo 30000 30000 30000
FE anual 12 000 9 500 8 000
Vida en afios 4 6 8

Dado que los flujos de efectivo anuales son uniformes, podemos utilizar el mend VDT de la
calculadora financiera para calcular los valores presentes, las TIR, las SNU y los VPN, _, de los
tres proyectos. Los resultados son los siguientes:

Proyecto 1 = Proyecto 2 = Proyecto 3

VPN 4964.55 6942.34 711091
TIR (%) 21.86 22.12 20.78
SNU 1703.86 1785.26 1532.89

VPN (n,e0) | 12 170.46 12 751.96 10949.28

Explicaremos el procedimiento de cdlculo sélo para el proyecto 1. Los cémputos para los de-
mas proyectos los debe hacer el lector.

En el mend principal primero pulsamos FIN, VDT y finalmente CLEAR DATA.

La pantalla debe decir: I NO.P ANO MODO FINAL. Si no, hacemos los ajustes necesa-
rios en el submeni OTRO de la manera descrita anteriormente.

Abhora introducimos los siguientes datos:

N =4, %l = 14, PAGO = 12 000, VF = 0

Al pulsar la tecla VA, obtenemos el VPB de los flujos de efectivo. VA = — 34 964.55. Igno-
ramos el signo menos. Al restar de esta cantidad el desembolso inicial obtenemos el valor
presente neto: VPN = 4 964.55.

Para obtener la TIR introducimos en el registro VA el desembolso inicial con el signo
negativo: VA = — 30 000.

Al pulsar la tecla %1 obtenemos el valor de la TIR = 21.86% que es la tasa de descuento
que iguala el valor presente de los flujos de efectivo con el desembolso inicial.

Para calcular la SNU, en el registro VA introducimos el valor presente neto = 4 964.55 vy,
al pulsar la tecla PAGO, obtenemos la respuesta: SNU = 1 703.86.

Aplicamos el mismo procedimiento en los demds proyectos.

La SNU es el pago anual equivalente al valor presente neto del proyecto. Para los proyectos
con el mismo desembolso inicial, a mayor SNU, mejor es el proyecto. En caso de proyectos con
costos diferentes, podemos calcular el valor de la SNU por un peso de desembolso inicial.

Para calcular el valor presente neto a perpetuidad (el costo capitalizado) tenemos dos
alternativas:

1. Dividir la SNU de cada proyecto por la tasa de interés. Para el primer proyecto tene-
mos:

SNU _ 1703.86

VPN (n,) =
k 0.14

=12170.46
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2. Utilizar la férmula:

VPN (n, ) = VPN(n)[W] 1’144_

= 4964.55 — = 12 170.46
(1+k)" — 1.14

Obviamente el resultado obtenido con los dos métodos debe ser el mismo.

Al observar la tabla de los resultados notamos de inmediato que, de los tres proyectos, el
mejor es el 2 y éste deberfa ser aceptado. En este caso la TIR produce un resultado correcto.
En cambio, el criterio del VPN, sin el ajuste por la vida del proyecto, producirfa una decisiéon
errénea. El proyecto 3 tiene el mayor VPN, pero esto se debe a que dura m4s tiempo.

El proyecto 2 tiene un flujo de efectivo menor que el proyecto 1, pero esto es recompen-
sado por el hecho de que su costo inicial se prorratea en seis afios (costo anual de $5 000),
mientras que el mismo costo para el primer proyecto tiene que prorratearse en cuatro afios
(costo anual de $7 500).

Finalmente, consideraremos el caso de proyectos con vidas diferentes y con flujos de efec-
tivo desiguales.

Problema 5

Si el costo de capital es de 17%, ;cudl de los tres proyectos mutuamente excluyentes debe ser
aceptado?

Ano = Proyecto A = Proyecto B = Proyecto C

0 —80 000 —80 000 —80 000
1 55 000 25 000 10 000
2 50 000 25000 25000
3 60 000 40 000
5 45 000

Dado que los flujos de efectivo no son uniformes, necesitamos recurrir al meni ECA]J de la
calculadora financiera para calcular los valores presentes, las TIR y las SNU de los tres pro-
yectos. Los resultados son los siguientes:

Proyecto A = Proyecto B = Proyecto C

VPN 353422 —2907.40 4290.11
TIR (%) 20.58 15.06 18.86
SNU 222949 —1315.82 1340.93

Como puede verse en la tabla, el mejor proyecto es el A, ya que tiene la mayor SNU. Adems,
tiene la mayor TIR. El proyecto B es inaceptable desde cualquier punto de vista. Su VPN es
negativo, su TIR es menor que el costo de capital y su SNU es negativo. El proyecto C tiene
el mayor VPN de los tres, pero su TIR y su SNU son menores que en el proyecto A.
Respuesta: La empresa debe seleccionar el proyecto A.
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Explicaremos el procedimiento de solucién en la calculadora financiera solamente para
el proyecto C.

En el mend principal pulsamos las teclas FIN, ECAJ y CLEAR DATA. Contestamos “si”
a la pregunta: “;Borro la lista?” El llenado de la lista debe ser el siguiente:

ECA]J (0) = —80 000 El desembolso inicial tiene el signo negativo.
ECA]J (1) = 10000

NO. DE VECES (1) = 1  El mismo flujo se produce dos veces consecutivas.
ECA]J (2) = 25000

NO. DE VECES (2) = 2 El mismo flujo se produce dos veces.

ECA]J (3) = 40 000

NO. DE VECES (3) =1

ECA]J (4) = 45 000

NO. DE VECES (4) =1

ECA]J (5) = Ya terminé nuestra lista y pulsamos la tecla EXIT.

En el nuevo menu pulsamos la tecla CALC y después introducimos la tasa de interés: [% = 17.
Abhora tenemos la solucién del problema:

VAN = 41290.11, TIR = 18.86%, SNU =1 340.93

Cuando el costo inicial de las diferentes propuestas de inversién no es igual y la vida de cada pro-
yecto es diferente, hay que ser muy cuidadoso en el uso de los indicadores porcentuales. El criterio
fundamental deberfa ser la contribucién del proyecto al valor de la empresa (al patrimonio de los
accionistas). El valor presente neto a perpetuidad cumple con este criterio de forma cabal.

Problema 6

(Cual de los siguientes proyectos mutuamente excluyentes deberfa seleccionarse si el costo de
capital es de 15% y no hay racionamiento de capital?

Afno  Proyecto E = Proyecto F | Proyecto G

0 =500 —1000 —600
1 550 750 1100
2 550 750
3 750

Solucién:

En la tabla que sigue presentamos los principales indicadores para los tres proyectos:

Proyecto E ' Proyecto F ' Proyecto G

VPN 394.14 712.42 356.52
VPN(n,s) | 1616.28 2080.16 2733.33
SNU 242.44 312.02 410.00
IR 1.78 1.71 1.59

TIR(%) 73.42 54.77 83.33
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Se ve claramente que el mejor proyecto es el G, seguido por el F, y el peor es el E. Sin embargo,
el indice de rentabilidad por si mismo establecerfa un orden inverso. La TIR, en cambio, selec-
cionarfa correctamente el mejor proyecto, el G, pero fallarfa en establecer el orden correcto
entre los proyectos E y F. Asf queda otra vez establecido que el mejor criterio para la seleccién
de proyectos es el valor presente neto, ajustado en caso de necesidad por las diferencias en las
vidas de los proyectos. La SNU tiene las mismas ventajas que el VPN a perpetuidad.

La TIR tiene sus peculiaridades que la descalifican como un criterio definitivo y la relacién
beneficio/costo (indice de rentabilidad) deberfa ser ajustada por la vida de cada proyecto.

El indice de rentabilidad no es confiable porque no toma en cuenta las diferencias en es-
cala y en vida de los proyectos. Si sacamos n-ésimas raices de los indices de rentabilidad (n es
la vida del proyecto) obtendremos el rendimiento neto de cada proyecto que toma en cuenta
las diferencias en las vidas, pero seguiremos ignorando las diferencias en escala.

E: YIR(E) =+1.78 =1.3373, F: JIR(F) =J1.71 =1.1958,
G: IR(G) =IR(G) =1.5942

Segtin este criterio, el mejor proyecto es el G, pero en segundo lugar estd el E, que en realidad
contribuye menos al valor de la empresa que el F. Esto se debe a que, aun cuando el proyecto E es
mads rentable, es s6lo la mitad del F y por eso su contribucién al valor de la empresa es menor.

Ahora modificaremos un poco los datos del problema 6 para ilustrar el problema de ra-
cionamiento del capital.

Problema 7

La empresa tiene tres propuestas de proyectos independientes, pero, por cuestiones de estra-
tegia financiera la direccién ha impuesto un tope a la inversién igual a $1000. El costo del
capital es de 15%. ;Qué proyectos deberfa seleccionar la empresa?

Afio = Proyectol = ProyectoJ @ Proyecto K

0 —500 —1000 —500
1 550 750 800
2 550 750
3 750

Solucién:

Al observar los datos del problema llegamos a la conclusién de que la Gnica alternativa dispo-
nible para la empresa es seleccionar los proyectos I y K, o el J. En la siguiente tabla presenta-
mos los principales indicadores para los tres proyectos:
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Proyecto I = ProyectoJ @ Proyecto K

VPN 394.14 712.42 195.65
VPN(n,0) | 1616.28 2080.16 1 500.00
SNU 242.44 312.02 225.00
IR 1.78 1.71 1.39
TIR (%) 73.42 54.77 60.00

El criterio correcto de seleccién es el VPN(n,e0), o la SNU, la cual proporciona la misma in-
formacion. Segiin este criterio, la empresa debe seleccionar los proyectos I y K| ya que la suma
de sus valores presentes netos a perpetuidad es igual a $3116.28 > 2 080.16 del proyecto J.

Sin embargo, si dependiéramos del promedio ponderado del indice de rentabilidad selec-
cionarfamos, incorrectamente, el proyecto J.

IR(I + K) = 0.5(1.78) + 0.5(1.39) = 1.58 < IR(]) = 1.71

Esta anomalfa se debe a que, como ya explicamos varias veces, el indice de rentabilidad no
toma en cuenta la vida de los proyectos.

Otra vez queda establecido que el tnico criterio totalmente confiable es el valor presente
neto.

FORMULAS DEL CAPITULO

Tasa contable de rendimiento Valor presente bruto

1 n
— » FE " FE
TR = " Z{ I VPB =Y =
- 10 t=1 (1 + k)

Valor presente neto Valor terminal neto

L FE, BN net
VPN=—10+2(1+W VIN =—I,(1+k)" + Y FE, (1 +k)
t=1 t=1

Rendimiento del costo de oportunidad Tasa interna de retorno modificada

1 .
VTB \* VF(flujos de entrada) — (1 + TIRM)"
RCO = 17 —1 VP(flujos de salida)
0
Indice de rentabilidad Equivalencia RCO e IR
IR = VPB 1
I, 1+RCO =1R" (1+k)

Tasa de rendimiento a perpetuidad

TRP = 1Rk

Valor presente capitalizado

VPN (n,9) =~
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Términos clave

Activos fisicos

Costo de capital promedio ponderado
Efectos intangibles

[ndice de rentabilidad

Inflacién neutral

Jerarquizacién de proyectos

Periodo de recuperacién

Presupuesto de capital

Principio de aditividad del valor
Proyectos mutuamente excluyentes

Racionamiento de capital

Rendimiento atractivo minimo (MARR)
Rendimiento del costo de oportunidad
Serie anual uniforme

Supuesto de reinversion de los flujos
Tasa contable de rendimiento

Tasa de rendimiento a perpetuidad

Tasa interna de retorno

Tasa interna de retorno modificada
Valor presente neto
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Glosario

Abono a capital (amortizacion)  Diferencia entre el pago periédico y los intereses del periodo.

Accién comin  Titulo que representa la propiedad sobre una de las partes iguales en que se divide
el capital social de una empresa constituida como sociedad anénima.

Acreedor (inversionista, prestamista) Es la unidad con un exceso de fondos que presta estos fondos
a las unidades que los necesitan. Es el comprador de un instrumento financiero, quien recibe
el rendimiento producido por éste.

Activo  Algo que tiene valor de cambio. Conjunto de bienes y derechos de propiedad.

Activo financiero Activo que representa derechos de propiedad sobre algunos activos tangibles.
Se expresa en términos monetarios y normalmente produce algin rendimiento. Sinénimos:
instrumentos financieros, titulos, valores.

Activo tangible (fisico) Activo que tiene valor intrinseco. Algunos ejemplos: edificios, maquinas,
equipos, inventarios.

Amortizar Reducir la deuda mediante una serie de pagos.

Antilogaritmos  Siy = log x, x es el antilogaritmo de y: x = .

Anualidad anticipada Anualidad en la que los pagos se presentan al principio de cada periodo.

Anualidad diferida Anualidad en la que el primer pago se produce con retraso respecto a la anua-
lidad ordinaria.

Anualidad general (compleja) Anualidad en la que el periodo de pago es diferente del periodo de
capitalizacién.

Anualidad ordinaria (vencida) Anualidad en la que los pagos se presentan al final de cada perio-
do. Opuesto a anualidad anticipada.

Anualidad simple Un conjunto de pagos periédicos, cuando el periodo de pago coincide con el
periodo de capitalizacién de intereses. Opuesto a anualidad general.

Anualidad vencida Véase: anualidad ordinaria.

Anualizacién de la inflacién mensual El uso del crecimiento exponencial para expresar la infla-
cién mensual en escala anual.

395
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Anualizacion efectiva Método para expresar el rendimiento de un instrumento financiero en esca-
la anual, tomando en cuenta la frecuencia de capitalizacién.

Anualizacion nominal Método para expresar el rendimiento de un instrumento financiero en es-
cala anual, sin tomar en cuenta la frecuencia de capitalizacién.

Arbitraje  Una estrategia que genera utilidades sin riesgo y sin el uso de capital propio.

B

Bono cupén cero (bono de descuento puro) Instrumento de deuda con el valor nominal liquida-
ble al vencimiento, cuyo rendimiento se deriva del descuento. No paga intereses en forma de
cupones.

Bono redimible Véase redencién anticipada

Bursatilidad Facilidad de comprar y vender un valor cotizado en la Bolsa de Valores.

Bursatilizacién de un activo Técnica financiera que consiste en convertir activos no negociables
en activos negociables.

C

Cilculos en términos reales Coémputos en precios constantes. Calculos en unidades de cuenta de
poder adquisitivo constante.

Capitalizacién continua El célculo del valor futuro al tomar como base la funcién exponencial
natural.

Capitalizacién de intereses Los intereses no pagados se suman al principal y son la base para el
célculo de intereses en el periodo siguiente.

Cartera vencida Activos de un banco que no producen los flujos de efectivo esperados por el retra-
so de pagos o por la insolvencia del deudor.

Cetes (Certificados de la Tesorerfa de la Federacién) Instrumentos de deuda del Gobierno Federal
en México. La tasa de interés de los Cetes a 28 dfas es la tasa lider en el mercado de dinero. Es
la tasa libre de riesgo, la tasa a que la poblacién le presta dinero al Gobierno.

Cobro de intereses por adelantado  Un método de calcular el interés con base en el valor final. El
valor de la transaccién se expresa como el valor final y lo que se entrega es dicho valor menos
los intereses. Conocido también como descuento bancario.

Coeficiente de retencién de utilidades El porcentaje de las utilidades por accién que la empresa
reinvierte para poder crecer. También conocido con el nombre de tasa de reinversion.

Convencién del fin del periodo Si la especificacién del problema no dice otra cosa, se supone que
todos los flujos de efectivo se producen al final de cada periodo de interés.

Convergencia del precio del bono hacia su valor nominal Independientemente de si el bono se
vende con descuento o con prima, en la medida en que se acerca el vencimiento su precio
se acerca a su valor nominal.

Convexidad del precio del bono con respecto a la tasa de interés  Si al partir de algin nivel de la
tasa de interés ésta sube, la reduccién del precio del bono es menor que el aumento del precio
del bono que resulta de una reduccién de la tasa de interés de la misma magnitud.

Costo capitalizado En caso de un equipo, es su valor inicial mds el valor presente de los reemplazos
futuros.

Costo de capital La tasa de interés utilizada para llevar los flujos de efectivo de un proyecto hacia
el presente. Puede ser el promedio de costos de diferentes fuentes de financiamiento de la em-
presa, o el costo de oportunidad de capital.
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Costo de capital promedio ponderado (WACC) Costo de capital de la empresa en el cual el costo
de cada fuente de financiamiento es ponderado por la participacién de esta fuente en el valor
de mercado de la empresa.

Costo de oportunidad de capital El rendimiento que podrian producir los fondos invertidos en un
proyecto si fuesen invertidos en otro proyecto de igual riesgo.

Costo del capital contable El costo de capital que la empresa consigue mediante la emisién de
nuevas acciones.

Costo Porcentual Promedio (CPP) En México, el costo promedio ponderado de captacién de re-
cursos de la banca nacional. Puede ser usado como tasa base en contratos a largo plazo.
Costos de transaccion Desembolsos necesarios para llevar a cabo una transaccién. Incluyen: dife-
rencial entre el precio de compra y de venta, comisiones, costo de transferencia de fondos, cos-
to de oportunidad de las garantfas, costos de informacién, etc. Se calculan como un porcentaje

de la transaccién por vuelta completa.

Crecimiento  El proceso que hace que el valor futuro del dinero sea mayor que el valor presente.

Crecimiento exponencial continuo Crecimiento exponencial basado en la funcién exponencial
natural (con base e).

Crecimiento exponencial discreto  Un patrén de crecimiento, segtin el cual la variable dependien-
te cambia su valor una vez en el periodo.

Cupén  Pago periédico que ofrece un instrumento de deuda que generalmente cubre el interés ge-
nerado durante el periodo de cupén.

Curva de rendimiento La relacién entre el rendimiento y el plazo de los instrumentos de deuda.
Véase: estructura a plazos de las tasas de interés

D

Depreciacién econémica La parte de la inversién total dedicada a prevenir el deterioro del capital
fisico de la empresa. Es el costo de reparacién y reposicién de los elementos de capital.

Derecho al cupén  Cuando el bono se vende entre fechas de cupdn, es la parte del cupén que co-
rresponde al tenedor del bono.

Derechos del deudor Suma de amortizaciones, o la diferencia entre el principal y el saldo insoluto.

Descuento  Diferencia entre el valor nominal del bono y su precio de mercado.

Descuento bancario  Véase: cobro de intereses por adelantado.

Descuento compuesto  Método para calcular el valor presente, a partir del valor futuro, utilizando
la férmula de interés compuesto.

Descuento continuo Uso de la funcién exponencial natural para calcular el valor presente, par-
tiendo del valor futuro.

Descuento racional Un método para calcular el valor presente que utiliza la férmula del interés sim-
ple. Sinénimos: descuento simple, real o justo.

Deudor (emisor, prestatario)  Es la unidad con un déficit de fondos que solicita los fondos en présta-
mo para financiar alguna actividad productiva. Es el vendedor de un instrumento financiero
que paga el costo de capital.

Deudor sujeto de crédito  El prestatario cuyos ingresos corrientes son suficientes para cubrir el ser-
vicio de la deuda (intereses mas amortizacién). No es el sujeto que posee garantias con el valor
igual al monto de la deuda.

Diagrama de tiempo y valor (linea de tiempo) Es un diagrama que presenta todos los flujos de
efectivo como flechas. Incluye el monto de cada flujo y la fecha en que se produce. Si un flujo
presenta una entrada de efectivo, la flecha apunta hacia arriba. Si se trata de una salida de
efectivo, la flecha apunta hacia abajo.
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Diferencia comtin En una progresién aritmética es la diferencia entre un término y el término
anterior.

Dividendos Parte de las utilidades netas que una empresa constituida como sociedad anénima
distribuye entre los accionistas.

E

Ecuacién Una proposicion que expresa la igualdad de dos expresiones algebraicas.

Ecuacién de valores equivalentes Relacién de equivalencia entre varios flujos de efectivo que se
producen en diferentes momentos.

Elasticidad de precio del bono con respecto a la tasa de interés Cambio porcentual en el precio
del bono en consecuencia de un cambio de 1% en la tasa de interés.

En términos reales A precios constantes. Sin el efecto de la inflacién.

Estructura a plazos de las tasas de interés (curva de rendimiento) Relacion entre los rendimientos
y los plazos de instrumentos con otras caracteristicas semejantes.

F

Fecha focal En ecuaciones de valores equivalentes es el punto de tiempo al cual se llevan todos los
flujos de efectivo del problema. En problemas que utilizan el interés compuesto, el resultado no
depende de la fecha focal. Con el interés simple, cada fecha focal produce diferente resultado.

Flujo continuo  Situacién en la que el flujo de efectivo no se produce al final del periodo, sino que
estd uniformemente distribuido durante todo el periodo.

Flujo continuo creciente  Flujo continuo que crece a una tasa de crecimiento fija.

Flujo equivalente En caso de proyectos con vidas diferentes, el flujo equivalente es el pago anual
correspondiente al valor presente.

Flujos de efectivo descontados Es un método fundamental en la valoracién de activos. Consiste
en sumar los valores presentes de todos los flujos de efectivo que producird un activo durante
su vida.

Fondo con retiros periédicos Fondo del cual se retiran periédicamente pagos cuyo valor es diferen-
te (mayor o menor) de los intereses que genera el fondo.

Fondo de amortizacién Fondo que crece en consecuencia de la capitalizacién de intereses que gana
el saldo y las aportaciones periédicas adicionales.

Frecuencia de conversién (frecuencia de capitalizacién) El nimero de veces en el afio en que se
calcula el interés. La frecuencia de conversién determina la tasa efectiva.

Funcién exponencial Expresion en la cual la variable independiente estd en el exponente.

Funcién exponencial natural Funcién exponencial con base e.

G

Ganancia de capital Diferencia entre el precio de venta y de compra de un activo.

Gradiente aritmético Anualidad en la cual cada pago es mayor que el pago anterior en una canti-
dad fija, llamada el gradiente. El gradiente también es conocido como la diferencia comtn de
una serie aritmética.

Gradiente geométrico Anualidad cuyos pagos forman una progresién geométrica. Cada pago es el
pago anterior multiplicado por una razén comin, llamada el gradiente geométrico.
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H

Hipoteca canadiense Crédito hipotecario que exige pagos mensuales pero usa la capitalizacién
semestral.

Hipoteca comprada con descuento Inversién que consiste en comprar el derecho a los pagos que
se derivan de un crédito hipotecario pagando un precio inferior que el valor presente de dichos

pagos.

Ilusién monetaria Incapacidad de apreciar correctamente la reduccién en el tiempo del poder ad-
quisitivo de una moneda.

Indice de precios y cotizaciones (IPC) Un promedio ponderado de los precios de las acciones de
las empresas emisoras que se consideran representativas del mercado en general.

Indice de rentabilidad  El valor presente bruto dividido entre el costo del proyecto.

Indizacién (indexacion) Cléusula en contratos financieros que prevé un ajuste periédico de los
valores de las variables de acuerdo con los indices de la inflacién. Ejemplo: los salarios son
indizados, si el contrato laboral prevé su ajuste periédico y automadtico al alza en el mismo
porcentaje que la inflacién.

Inflacién neutral ~Situacién en la cual los precios de todos los bienes y servicios crecen en la misma
proporcién.

Interés El pago por el uso de capital. La diferencia entre el valor terminal (monto) y el valor inicial
(principal).

Interés por anticipado (descuento bancario) Véase: cobro de intereses por adelantado.

Interpolacién La bisqueda de un valor intermedio con base en la regla de tres.

Inversion neta La parte de la inversién total que incrementa la capacidad instalada de la empresa.
Es la inversién total menos la depreciacién econdmica.

J

Jararquizacién de proyectos (ranking)  Asignacién de rangos a los proyectos mutuamente excluyen-
tes, empezando con el mejor y terminando con el peor.

L

Ley del precio inico  Los activos semejantes deben tener el mismo precio en todos los mercados.

Leyes de exponentes Reglas algebraicas que indican cémo tratar las operaciones con variables
elevadas a diferentes potencias.

Liquidez Facilidad de venta de los activos a un precio predecible.

Logaritmos comunes Logaritmos con base 10.

Logaritmos naturales Logaritmos con base e.

M

Matemiticas financieras Métodos matemdticos que se usan en el andlisis financiero. El problema
central de las matemdticas financieras es el valor del dinero en el tiempo.

Mercado de capital Una parte del mercado de valores donde se negocian instrumentos de deuda a
largo plazo y acciones de las empresas.
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Mercado de dinero  Una parte del mercado de valores donde se negocian instrumentos de deuda a
corto plazo (menos de un afio).

Mercado de valores Un conjunto de instituciones, leyes, reglamentos y costumbres que permiten
comprar y vender activos financieros.

Mercado eficiente El mercado es eficiente en el sentido econémico si los precios reflejan toda la
informacién pertinente.

Mercado primario Mercado donde los titulos se venden por primera vez. Mediante la colocacién
primaria el emisor recibe los fondos que necesita para financiar sus actividades.

Mercado secundario Mercado donde los inversionistas compran y venden titulos, sin que esto
afecte al emisor. El mercado secundario no proporciona una fuente de financiamiento para las
empresas, pero sirve para aumentar la liquidez de los instrumentos financieros y encontrar su
justo valor.

Método de puntos finales (promedio geométrico) Método para calcular la tasa promedio de creci-
miento con base en el valor inicial y final.

Modelo de dividendos descontados Un modelo de valuacién que consiste en sumar el valor pre-
sente de todos los dividendos esperados en el futuro, utilizando como tasa de descuento la tasa
de capitalizacién de mercado.

Modelo de valuacién Algin método de estimar el valor fundamental de un activo independiente
de su precio de mercado.

Modelo de valuacién de activos de capital (CAPM) Un modelo que permite calcular la prima de
riesgo para un activo particular.

Multiplicacion del capital Ejercicios que consisten en calcular el periodo de multiplicacién de ca-
pital, dada la tasa de crecimiento; o la tasa de crecimiento necesaria para multiplicar el capital
en un periodo especifico.

Muiltiplo precio/utilidad (P/E) El precio actual de accién de la empresa dividido entre las utilidades
por accién de los dltimos 12 meses. También: razén precio/utilidad.

o

Obligacién  Titulo de crédito que confiere al tenedor el derecho de percibir un interés anual fijo,
ademds del reintegro de la suma prestada en una fecha convenida. Algunos autores distinguen
entre bonos que son obligaciones del Gobierno y obligaciones que son emitidas por empresas
particulares. Para los fines de este libro, los pagarés, las obligaciones y los bonos se consideran
como sinénimos.

Obligacion fiduciaria Obligacién respaldada por un fideicomiso.

Obligacién quirografaria Obligacién sin una garantia especifica. Su valor se deriva de la buena
reputacién del emisor.

Oferta competitiva Un método para participar en la subasta de bonos que consiste en hacer una
oferta por escrito que especifica la cantidad y el precio de los bonos que se desean adquirir.

Oferta no competitiva Orden incondicional de comprar bonos a un precio que es el promedio
de las ofertas competitivas que tuvieron éxito. Es andloga a orden a mercado en el caso de las
acciones.

Oportunidades de crecimiento La diferencia entre el valor de la empresa con el crecimiento y su
valor sin el crecimiento.

Orden a mercado Orden de compra de acciones a precios vigentes en el piso de remates en el
momento de compra.
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P

Pago base  En una anualidad de pagos crecientes es el primer pago.

Pago periédico En una anualidad es la cantidad que se paga o recibe periédicamente.

Pago periddico equivalente Pago que permite convertir una anualidad general en una anualidad
simple.

Patrén de rendimientos crecientes  Pendiente positiva de la curva de rendimiento. A mayor plazo,
mayor rendimiento.

Periodo de interés Periodo para el cual se especifica la tasa de interés. Si la tasa es anual el periodo
de interés es un afio. Si la tasa es mensual, el periodo de interés es un mes.

Periodo de recuperacién (payback) El nimero de afios necesarios para recuperar el costo inicial
del proyecto.

Plazo En una anualidad es el nidmero de afios que dura la anualidad. El plazo también puede ex-
presarse como el ndmero de pagos. Es equivalente decir: una anualidad de 20 afios con pagos
mensuales, 0 una anualidad de 240 pagos mensuales.

Poder del interés compuesto  Ejemplos numéricos que ilustran los efectos sorprendentes del creci-
miento exponencial.

Precio limpio  Precio del bono sin el derecho al cupén.

Precio neto (precio sucio) Suma del precio bruto y el derecho al cupén.

Préstamo amortizable Préstamo del servicio, el cual incluye tanto el interés sobre el saldo insoluto
como el abono a cuenta de capital (amortizacién).

Presupuesto de capital Planeacién y administracién de los gastos en activos fisicos con una vida
mayor de un afio.

Prima Diferencia entre el precio de mercado del bono y su valor nominal. La prima es lo opuesto
al descuento.

Prima de liquidez Es la parte de la sobretasa que no se debe al riesgo de crédito, sino a la baja
liquidez de un instrumento.

Prima de riesgo Es la sobretasa (spread) que paga un instrumento riesgoso por arriba de la tasa
libre de riesgo. Es la diferencia entre el rendimiento requerido y la tasa libre de riesgo. Para un
inversionista es la recompensa por haber invertido en activos riesgosos.

Primer pago irregular Anualidad en la cual el primer pago se produce en el momento diferente que
el fin del primer periodo, o cuyo monto es distinto del monto de otros pagos.

Principal Capital inicial, valor presente.

Principio de aditividad del valor Un método de evaluacién de proyectos cumple con este principio
si permite evaluar los proyectos por separado, con base en sus propios méritos.

Progresién aritmética Es una sucesion en la cual cada término es la suma del término anterior y
la diferencia comin.

Progresién geométrica Es una sucesion en la cual cada término es el producto del término anterior
y la razén comdn.

Progresién geométrica decreciente Es una progresion geométrica con la razén comin cuyo valor
absoluto es menor que 1.

Promedio geométrico La n-ésima raiz del producto de n elementos.

Punto base (abreviacion PB) Es una centésima de 1%. PB = 0.0001. Un incremento de la tasa de
interés de 7 a 9% es un incremento de 200 PB.

Puntos porcentuales La diferencia entre dos variables expresadas como porcentajes. 200 puntos
base son 2 puntos porcentuales.
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R

Racionamiento de capital ~Seleccién de proyectos de inversién cuando el niimero de proyectos que
aumentan el valor de la empresa es mayor que la capacidad de la empresa para financiarlos y
realizarlos.

Razén comidn  En una progresion geométrica es la razén entre un término y el término anterior.

Redencién anticipada Cl4usula en el contrato del bono que permite al emisor, después de un na-
mero especificado de afios, retirar el bono antes del vencimiento a un precio determinado. Es
equivalente a la opcién de compra a un precio de ejercicio que es el valor de redencién. Los
bonos que contienen esta cldusula se llaman bonos redimibles (callable bonds).

Refinanciamiento Otorgamiento de un nuevo crédito para que un deudor pueda pagar los intereses
de un crédito antiguo.

Regla del 72 Una regla préctica para calcular el niimero de afios necesarios para que el capital se
duplique.

Relacién de Fisher Una ecuacién que relaciona la tasa de interés nominal con la tasa real y la
tasa de la inflacién. Simplificando un poco podemos decir que la tasa de interés nominal es
la suma de la tasa real y la de la inflacién.

Rendimiento al vencimiento (tasa interna de retorno) Es la tasa de descuento que iguala el valor
presente de las entradas de efectivo con el valor presente de las salidas. En caso de un instru-
mento financiero se realiza el rendimiento al vencimiento s6lo si se mantiene el titulo hasta
su vencimiento.

Rendimiento al vencimiento compuesto realizado Rendimiento verdadero de un bono, calculado
ex post, que toma en cuenta las tasas de reinversién de todos los cupones.

Rendimiento atractivo minimo (MARR) El costo de capital de la empresa en el contexto de evalua-
cién de proyectos.

Rendimiento corriente La razén entre el valor del cupén vy el precio de compra del bono.

Rendimiento de las nuevas inversiones El incremento de las utilidades netas dividido entre la
inversion neta.

Rendimiento del capital contable La razén entre las utilidades generadas por la empresa y el valor
de la misma. Es el reciproco de la razén precio/utilidad.

Rendimiento del costo do oportunidad La tasa de descuento que iguala el valor presente del valor
terminal bruto con el costo del proyecto.

Rendimiento del periodo de tenencia El rendimiento que obtiene el inversionista entre la fecha de
adquisicion y la fecha de venta de un titulo, si vende el instrumento antes del vencimiento.

Rendimiento hasta la redencién Rendimiento que obtiene el tenedor del bono si el emisor ejerce
el derecho a la redencién anticipada.

Rendimiento real Véase: tasa de interés real.

Rendimiento requerido El rendimiento esperado minimo necesario para que un inversionista
compre un activo.

Renta en precios constantes Renta cuyos pagos crecen al ritmo de la inflacién, o renta expresada
en términos de una unidad de cuenta de poder adquisitivo constante.

Renta fija Instrumento de inversién cuyos flujos de efectivo y plazos de entrega son conocidos de
antemano; bonos, obligaciones, pagarés, papel comercial y otros instrumentos de deuda.

Renta perpetua (perpetuidad) Anualidad que dura para siempre.

Renta variable Instrumentos de inversién cuyos flujos de efectivo no se conocen de antemano.
Generalmente son acciones comunes de las empresas que se cotizan en la Bolsa de Valores.

Renta vitalicia Anualidad que dura mientras viva el beneficiario.
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Riesgo de crédito (riesgo de incumplimiento) El riesgo de que el emisor no cumpla puntualmente
con sus obligaciones. El riesgo de que los flujos de efectivo recibidos seran menores que los
flujos esperados.

Riesgo de incumplimiento  Véase: riesgo de crédito

Riesgo de la tasa de interés Véase: riesgo de precio

Riesgo de precio (riesgo de la tasa de interés) Riesgo de una pérdida de capital si un instrumento
de renta fija tiene que venderse antes del vencimiento y en el momento de venta las tasas de
interés son mas altas que en el momento de compra.

Riesgo de reinversién Riesgo de que los cupones que produce el bono se tendran que invertir a
tasas de interés mds bajas que el rendimiento al vencimiento.

S

Saldo de la deuda (saldo insoluto, derecho del acreedor) Monto original de la deuda menos todas las
amortizaciones. Valor presente de los pagos pendientes.

Sensibilidad del valor futuro con respecto a las tasas de interés En el disefio de los fondos de
retiro, el cdlculo de qué tanto depende el valor futuro del fondo de los supuestos acerca de las
tasas de interés futuras.

Serie aritmética Véase: gradiente aritmético.

Serie uniforme equivalente (serie neta uniforme: SNU)  Es el pago periédico uniforme equivalente
a una serie de pagos desiguales. Sirve para comparar proyectos con vidas diferentes o para po-
der utilizar las férmulas de anualidades en el contexto de evaluacién de proyectos.

Sistemas de amortizacion con pagos crecientes Modelo de amortizacién que prevé un incremento
periédico de los pagos.

Sucesién  Es una lista ordenada de nimeros.

Supuesto de reinversién de cupones Supuesto de que los flujos de efectivo que produce el bono
durante su existencia pueden ser invertidos a la tasa igual al rendimiento al vencimiento del

bono.

T

Tabla de amortizacion Cuadro que muestra cémo los pagos periédicos reducen el saldo de la deu-
da.

Tabla de capitalizacion Cuadro que muestra cémo se construye un fondo de amortizacién median-
te aportaciones periddicas y la capitalizacién de intereses.

Tasa a plazo  Es la tasa de interés futura calculada con base en los precios de los bonos con diferen-
tes vencimientos.

Tasa contable de rendimiento El flujo de efectivo promedio durante la vida del proyecto di-
vidido entre el costo del mismo. Existen varios métodos para calcular la tasa contable de
rendimiento.

Tasa de capitalizacién de mercado El rendimiento requerido promedio de todos los inversionis-
tas.

Tasa de cupén Tasa contractual o tasa nominal. Es el rendimiento que producirfa el bono con
cupones si se vendiera a la par.

Tasa de interés Es el precio del dinero. Es lo que paga el que pide prestado los fondos a quien los
presta.

Tasa de interés efectiva Es la tasa anual de crecimiento del dinero que toma en cuenta la frecuen-
cia de capitalizacion.
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Tasa de interés equivalente Tasa de interés que permite convertir una anualidad general en una
anualidad simple.

Tasa de Interés Interbancaria de Equilibrio (TIIE) Similar a la TIIP (Tasa de Interés Inter-
bancaria Promedio) introducida en 1995 mide el costo al cual los bancos en promedio estan
indiferentes entre pedir y prestar dinero a 28 dfas. En México es la tasa de referencia mds
importante.

Tasa de interés nominal Es la tasa pactada, la que aparece en el contrato, expresada en términos
de pesos corrientes.

Tasa de interés real Es la tasa de interés en términos de pesos constantes. Es la tasa nominal de la
cual se ha eliminado el efecto de la inflacién.

Tasa de porcentaje anual Tasa de interés efectiva que el deudor paga, calculada con base en el
dinero que efectivamente recibe.

Tasa de reinversién  Véase: coeficiente de retencion de utilidades.

Tasa de rendimiento Es la ganancia del inversionista expresada en términos porcentuales.

Tasa de rendimiento a perpetuidad El indice de rentabilidad multiplicado por el costo de capital.

Tasa interna de retorno (TIR) En el contexto de evaluacién de proyectos es la tasa de descuento
que iguala el valor presente bruto de un proyecto con su costo.

Tasa interna de retorno modificada La tasa de descuento que iguala el valor futuro de los flujos de
entrada con el valor presente de los flujos de salida.

Tasa libre de riesgo Es el rendimiento de instrumentos financieros que no tienen ni riesgo de
crédito ni problemas de liquidez. Normalmente es la tasa de interés de los instrumentos del
gobierno a corto plazo, como Cetes a 28 dfas en México, o certificados del Tesoro a un mes en
Estados Unidos.

Tasas equivalentes Son dos tasas nominales diferentes, con diferente frecuencia de capitalizacién,
que producen la misma tasa efectiva.

Teoria de las expectativas Teorfa que afirma que las tasas de interés esperadas son iguales a las
tasas a plazo calculadas a partir de los precios de los bonos.

Teoria de preferencia por liquidez  Teorfa que afirma que las tasas de interés esperadas son menores
que las tasas a plazo calculadas a partir de los precios de los bonos. La diferencia entre las dos
es la prima de liquidez.

Tiempo comercial Véase: tiempo convencional.

Tiempo convencional (tiempo comercial) Una convencién de que un afio tiene 360 dias y un mes
tiene 30 dfas.

Tiempo equivalente En problemas en los que se busca saldar un conjunto de obligaciones con un
pago tnico determinado, es la fecha en la que debe hacerse dicho pago.

Tiempo real (tiempo exacto) Convencién de tomar el ndmero exacto de dias entre dos fechas. Un
afio tiene 365 dfas y un afio bisiesto tiene 366 dias. Hay meses con 30 dias y meses con 31
dfas.

U

Usura El cobro de la tasa de interés muy por arriba de la de mercado, aprovechando la debilidad
financiera del deudor.

\'

Valor de liquidacién El valor de venta a precios de mercado de todos los activos de la empresa
menos el valor nominal de sus deudas.
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Valor de mercado  El precio del activo que iguala la oferta con la demanda.

Valor de redencién  Valor del bono en el momento de redencién estipulado en el contrato del bono.
Normalmente es el valor nominal més uno o dos cupones semestrales.

Valor de reemplazo El costo a precios corrientes de reemplazar todos los activos de la empresa.

Valor del dinero en el tiempo Reconocimiento del hecho de que el dinero presente vale mds que
el dinero futuro y un conjunto de métodos que permiten comparar los flujos de efectivo que se
producen en distintos momentos en el tiempo.

Valor en libros (valor contable o capital contable) Diferencia entre el valor total de los activos de
la empresa y el valor total de los pasivos.

Valor en libros por accién  El capital contable de la empresa dividido entre el nimero de acciones
en circulacién.

Valor fundamental El precio que los inversionistas con acceso a toda la informacién pertinente
pagarfan por un activo.

Valor futuro (monto) Valor de un instrumento al vencimiento. Es el principal mas los intereses
ganados.

Valor futuro de una anualidad Suma de los valores futuros de todos los pagos de una anualidad.

Valor intrinseco  El valor presente de los flujos de efectivo netos que producird un activo durante su
vida descontado por la tasa que refleja el costo de capital ajustado por el riesgo.

Valor presente  El valor de un flujo de efectivo o de un titulo en este momento. Dependiendo del
contexto el valor presente es: el principal, el valor descontado del valor al vencimiento, el
precio de un titulo, el costo de un proyecto.

Valor presente bruto Suma de los valores presentes de las entradas de efectivo generadas por un
proyecto.

Valor presente de una anualidad Suma de los valores presentes de todos los pagos de una anua-
lidad.

Valor presente neto  Valor presente bruto menos el costo inicial del proyecto.

Valor tedrico de la casa  El valor de la casa calculado al capitalizar la renta neta que produce la casa
con la tasa de interés real mds la prima de riesgo.

Valor teérico de la empresa  El valor de la empresa determinado segiin algiin modelo de valuacion,
por ejemplo, el valor presente de los flujos de efectivo que la empresa producird en el futuro.
Véase: valor fundamental

Valor terminal neto El valor futuro de los flujos de efectivo del proyecto menos el valor futuro del
costo inicial del mismo.

Valores equivalentes Flujos de efectivo con una estructura de pagos que llevados a un punto de
tiempo, la fecha focal, son iguales a otros flujos con diferente estructura de pagos.

Valuacién en curva  Un método para calcular el valor de un bono entre la fecha de su compra y la
de vencimiento que utiliza el interés compuesto.

Valuacién en linea recta Un método aproximado para calcular el valor de un bono entre la fecha
de su compra y el vencimiento que se basa en el supuesto de que el precio del bono crece en
forma lineal. Los incrementos del valor del bono son iguales todos los dias.

Valuacién de mercado  Un método de determinar el valor de un bono entre la fecha de su compra
y la de vencimiento con base en el precio que se negocia en el mercado secundario.

Vuelta completa Compra y venta de un activo. En caso de varios activos, el regreso al activo origi-
nal. Establecimiento y cierre de una posicién financiera.






Respuestas a los problemas
del final de capitulo

Capitulo 1
10. a) 0.92%

b) 11.57% (tasa real efectiva)
12. 33.33%

Capitulo 2
11.48%
4 300.67

a)2.82%, b)2.71% ¢c)b

a) 1.18% b) 1.2165%

a) 11 250.00

a) 1.3863 b) 20.0855 ¢) 1.3053 d) 100 e) 3.5609
10.a)8 b)2 ¢)2 d)5

11. 35 meses 2.9169 afios

12. 6 afios
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13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.

a)2.81% b)2.717%
2 560 millones
e=x Inx=4y
153

19

15
6325
515.978
1280
20
r=1.145
$75401.26
$1326.24

(n = 46)

Capitulo 3

4.
5.

10.
.- $2 000.00
12.
13.
14.
15.
16.
19.

© © N o

$125
$150

$18 375
$3 666.67
$1 075
$1125.00
$2 491.35

33.33%
38.1%

450 dfas
360 dfas

a) $102 500
a) $106 000

b) $106 666.67
b) $103 414.63

) 29.27%
) 27.32%



Capitulo 4

1.

$145.47

2. $146.83

3. $205.43

4. a)4212 b)6.64
5.
6
7
8
9

3000 en tres afios.

. $1044.69

. a)79.59% b) 82.12%
. 18.87%

. 18.06%

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
21.
28.
29.

47.93%

21.97%

26.14%

5.26%

29.1%

5.12

57.71 meses

5.95%

11.52 afios

9.59%

35.72%

1.64%

a) 148.58% b) 1.7%
34.49%

a)3.42% b)22.33%
0.84%

7.14%

=9.45%

64.87%

22.14%

c) 0.98%
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30. 9.53%
31. 20%
32. a)21% b)21.94% «¢)22.13% d)22.14%

Capitulo 5

1. $6411.66
<$711.78
$595.56
$266 287.2
7.457%
40.81%
$10 450.38
$35 587.21
$498 101.40
$845 343.66

A A e

,_.
©

Capitulo 6
1. $8517.65
$267 288.94
$3 249.81
$12 201.45
a) $1 578 526.68, b) no (2011 357.18)
a) $567 608.65, b) $486 992.26, «c) $426 399.72
$1 087 226.11
$153 791.34
$96 788.47
$10 006.07
. $5833.83
. a) $42 620.87 b) $111 450.43
. $4 116.55

A e A A o
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14. a) Jetta $12 329.09 Mercedes $11 037.26 b) 7.1773%
15. 65.83

16. 3.5347%
17. 3.4884%
18. 34.9375%
19. 418.43

20. infinito
21. $13192.44
22. $7330.72
23. $31811.5
24. 42.04%
25. $2829.17

Capitulo 7
1. a) $71575.44 b) $4 450.00
2. $335924.77
3. $2588.57
4. a) $3606.82 b) $12106.83 «c) $141422.85
5. $300
6. $2 000.00
7. $1941284.24
8. a) $130932.22 b) $12 634.75
9. $7455679.30
10. $7911.09
11. $3990.87
12. $833333.3
13. $64 853 143.77
14. a) $361 949.60 b) $511 949.60
15. Tsuru
16. $5 690 989.74
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17. Udis 2 451 775.56 ~ $ 6 129 438.89

18. $240 000.00

19. a) 869.26 b) 241.14 ¢) 169.26 TIR 19.40%

20. a) 825.53 b) 225.53 TIR 30.43% ¢) 283.33 d) St

Capitulo 8

1. $342 857.14
17.5%

23.68%

a)5.5% b)1.375
11.68%

$39.5

$45.16

$72.73

$50

13.56%

. $49

. 12.6%

. a) $50 b) $26.67 + $23.33
. a)6.67 b)12.5

. —1.53

. 40

A A e
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Capitulo 9

1. $116 143.31
2. $4942.77
3. $7 895.46
4. $23 674.86
5. a)$1070020.7 b) $240 984.08
6. $289 645.18
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7. a) $5 684 961.32 b) $284 238.67
8. a) $6 684 961.32 b) $334 237.02
9. $3037.94
10. a) $8274.4 b) $8 654.08
11. 10.63%
12. 23.34%
13. 23.36%
14. $525179.58
15. $16 168.04
16. $1421961.85
17. $5561.85
18. $189 791.51
19. $774 300.47
20. $9527.25
21. $27.1983, al dltimo pago hay que sumarle $1773.16
22. $31628.2
23. $105 449.68
24. $1 137 817.01 Fin de periodo $1 062.7
25. $3092907.29  Fin de periodo $2 594 531.25
26. a) $472 163.21 b) $467 624.5
27. $1 806 617.77

Capitulo 10

1. b) $439 666.61 $113951.1 $186048.9
2. $247 641.79

3. N =56.1421 Ultimo pago: $4 560.31
4. 26.03%

5. a) $15 663.5

6. $12460.38  $48 460.38

7. a) $26 243.25
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8.
9.
10.

$9401.22  $21 745.59
b) $267 288.94
$296 493.38

Capitulo 11

1.

e e e e
b B W o = O

A A e

27.09%, 84.8%

24.6%, 77.02%, 6.12% anual

28.12%, 88.04%

81.59%, 106.48%

En el periodo 18.1572%. Anual 159.43%
a) $9.5324 b) 19.41%

a)$9.6910 b) 17.11%

22.1854%

—1318.06 (—1.56%)

$1 085 (61.49% anual)

. a) $62.09 b) 11.51%
. $128591 14.86%

. —51.59%

. —1.98%

. $94329.8 ~ 9.43%

Capitulo 12

L.

o Nk

$858.73

$977.75

a) 11.4583% b) 11.6887% ) $94.265
a) 9.22% b) $85.8786 ¢) 7.5143%
$26

a) $90.1694 b) $1.21 ¢) $91.38

a) $923.06 b)$7.9994 c)10.4%
a) 14.48% b) 15.71%
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9. 14.21%
10. a) $903.09 b) $749.87 «¢) —7%
11. a) $94.6134 b)9.62%
12. a) $96.4186 b) $2.4 ) $98.8194

Capitulo 13
1.

Afo Tasa de interés (%)
0 5.5
1 6.0
2 6.3
3 6.5
a) $963.53 b) $1191.93
6.9%
5.85%

a)9.8% b)8.65% c¢)6.72%
a) 19.23% b) 16.98%

AN i

Precio
947.87
894.21
841.22
789.88

Rendimiento (%)
5.50
5.15
5.93
6.07
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decrecientes en términos reales, 110
desiguales, 164-168
valor futuro de una serie de, 167
importe de, 241-246
intervalo o periodo de, 106, 120
irregulares, 135-136
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